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$1. 流体 静 力学 


我 们 来 研究 流体 静 力 学 的 某 些 问 题 , 即 液体 和 气体 相对 于 选 定 的 坐标 系 平衡 的 
一 些 理论 1 . 

流体 静 力 学 的 结果 和 方法 对 许多 实际 重要 的 问题 有 重大 意义 . 流体 静 力 学 研究 
海水 的 平衡 , 大 气 的 平衡 , 流体 对 漂浮 在 水 面 上 的 船舶 、 悬 浮 在 水 中 的 潜艇 和 悬浮 在 
空气 中 的 气球 的 作用 力 , 漂浮 在 水 面 的 船舶 的 稳定 性 等 诸多 问题 . 
在 平衡 状态 下 (о = 0), 从 连续 性 方程 得 ap/8t = 0 这 表示 密度 场 在 所 


ТИ 取 参考 系 中 是 定常 的 , 即 p = plz, y，z)、 容易 看 出 , 欧 拉 方程 和 纳 维 一 
斯 托 克 斯 方程 在 平衡 状态 下 都 归结 为 同一 个 方程 
gradp = рЕ, (1.1) 
ЛЕНЕ ЛАБ 
ФР рг, Е ар РЕ (1.2) 


式 中 FF， Вы Е, 表示 外 质量 力 密度 (其 中 一 人 Е 


习 通 常 研究 相对 于 局 性 或 非 异性 笛 卡 儿 坐 标 系 的 平衡 , 换言之 , 通常 研究 相对 于 某 个 刚体 的 平 
衡 , 在 下 文中 也 是 如 此 . 

3 此 定律 的 通常 表述 是 : 静止 液体 中 任何 一 点 的 压强 变化 会 在 此 间 大 小 不 变 地 传 至 液体 各 点 . 
这 实质 上 是 说 , 若 р 满足 平衡 方程 , 则 р+ С 仍 满足 平衡 方程 , 式 中 C 是 任意 常 压强 . 一 一 译注 
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外 力 密度 的 条 件 “从 方程 (1.1) 可 见 , 质量 力 密度 矢量 场 正 在 平衡 状态 下 不 可 能 是 
任意 的 . 其 实 , 在 可 压缩 流体 的 一 般 情 况 下 , 密度 р 是 待 求 量 , 从 
(1.1) 得 Е | 
тог = атай т. х gradp = ратай = х Е, 


因为 对 于 任何 作为 变量 的 矢量 а 和 标量 都 成 立 公 式 rotca = crota + втайсх а. 
由 此 可 见 
Е.Р 0. (1.3) 


关系 式 (1.3) 是 在 力 场 Р(х, у, 2) 作用 下 可 能 实现 平衡 的 必要 条 件 . 

可 以 证 明 , 对 于 满足 条 件 (1.3) 的 给 定 的 力 场 Е, 可 以 求 出 满足 平衡 方程 (1.2) 
的 密度 场 p(z, у, =) 和 压强 场 plz, у, =) 这 两 个 标量 场 7) . 

如 果 密度 р = const (均匀 不 可 压缩 流体 ), 则 rot F = 0, 所 以 质量 力 应 当 是 有 势 
的 , 设 其 势 函 数 为 NY, ВП Е = grad 多 . 因此 , 均匀 不 可 压缩 流体 只 有 在 有 势 的 外 质 
量力 场 中 才能 够 处 于 平衡 状态 . 

在 可 压缩 流体 的 一 般 情况 下 , 若 质量 力 场 是 有 势 的 , 从 (1.1) 得 


dp = ра. (1.4) 


由 此 可 见 , 对 于 有 势 质量 力 场 中 的 平衡 状态 , 密度 和 压强 仅 是 多 的 函数 , 其 实 , 根据 
(1.4), 当 多 = const 时 有 了 = сопзі, Ё р = p( 多 ), 又 因为 dp/dg = p, 所 以 p= р(@). 

从 间断 的 一 般 理论 ? 可知 , 在 静止 流体 中 只 可 能 有 密度 间断 面 , 而 压强 应 当 是 
连续 的 . 从 压强 р 和 势 函 数 多 的 连续 性 可 得 , 当 р, 7 pz 时 , 关系 式 (1.4) 只 有 在 


Ф = const. 

。 我 们 来 研究 流体 在 重力 场 中 的 平衡 . 选取 z 轴 方向 竖 直 向 上 的 坐 
重力 场 中 的 平衡 ИЕР ими АН рс ріл), 
р = p(z). 因此 , 当 只 有 重力 作用 时 , 静止 流体 中 的 等 压 面 和 等 密度 面 是 水 平面 . 从 状 
态 方程 f(p, р, Т) = 0 可 得 , 静止 重 流体 中 的 温度 也 只 依赖 于 坐标 z, Т = T(z). 

根据 (1.4), ар/аг = 一 pg < 0, 因此 压强 随 着 高 度 的 增加 而 减 小 . 对 于 > 和 20 这 
两 个 高 度 上 的 压强 差 , 由 (1.4) 可 得 


А А 
p-m=-/ ое = - [лаа (1.5) 
Е] 


2 (1.3) 可 知 , 给 定 的 力 场 Р 可 以 表示 为 = ngrad&€, фп Я Е 是 坐标 的 已 知 函数 , 只 要 
取 p = С()/тр= [С(6) є, 式 中 G(é) 是 任意 函数 , 即 可 满足 平衡 方程 . 因此 , 仅 由 给 定 的 力 场 
Е 不 能 唯一 决定 p 和 р, 但 能 决定 它们 的 结构 . — ИЕ 

习 见 第 一 卷 第 七 章 $4. 


$1. 流体 静 力学 - 3. 


图 1， 容 器 底部 的 流体 静 力 学 压强 取决 于 液体 高 
度 h， 容 器 4 和 B 底部 的 流体 静 力学 压强 相同 #2 活塞 1 和 II 上 的 作用 力 相同 


式 中 у = ро 是 流体 的 比重 . 因此 , 位 于 不 同 高 度 > 和 zo 的 两 点 的 压强 差 等 于 底面 
积 为 单位 值 且 高 度 为 z — zo 的 流体 柱 的 重量 . 这 个 结论 与 流体 所 处 区 域 的 形状 及 流 
体 的 物理 性 质 无 关 . 


均匀 不 可 压缩 流体 在 
重力 场 中 的 平衡 


考虑 均匀 不 可 压缩 流体 的 平衡 . 设 р = const, 则 从 (1.5) 得 
P=po— pg(z— 20), (1.6) 


即 静 止 的 均匀 不 可 压缩 流体 中 的 压强 按 线性 规律 随 高 度 的 增加 而 减 小 . 如 果 在 (1.6) 
中 令 az = 0, 即 如 果 认 为 po 是 平面 2 = 0 上 的 压强 , 则 


р = ро – р92 = ро + pgh, (1.7) 


式 中 h 是 相对 于 平面 > = 0 的 深度 . 当 容器 中 盛 有 液体 时 , 利用 公式 (1.6) 或 (1.7) 
可 以 计算 容器 底部 的 压强 , 该 压强 值 只 与 液体 的 深度 有 关 . 

如 果 取 不 同形 状 的 容器 (图 1) 并 倒 人 同 种 液体 , 则 在 容器 中 相同 深度 的 地 方 ， 
压强 也 是 相同 的 . 例如 , 在 底面 水 平 的 所 有 容器 中 (无 论 其 形状 如 何 ), 只 要 底面 上 液 
体 的 深度 相同 , 底面 上 的 压强 就 是 相同 的 . 如 果 容 器 的 底面 积 相同 , 液体 作用 于 容器 
底部 的 合力 就 是 相同 的 . 图 2 中 的 秤 盘 处 于 平衡 状态 , 因为 它们 是 承受 着 相同 作用 
力 的 活塞 , 尽管 活塞 上 方 液体 的 重量 是 不 同 的 (这 时 忽略 了 容器 壁 与 秤 盘 之 间 的 相 
互 作用 力 , 包括 摩擦 力 ). 如 果 容器 4 和 В 直接 放 于 秤 盘 上 , 则 作用 于 秤 盘 上 的 力 是 
容器 和 液体 的 总 重量 , 而 液体 的 重量 是 不 同 的 . 

根据 流体 静 力学 原理 可 以 制造 出 一 种 测量 压强 的 仪器 一 一 压强 计 . 压强 计 通 常 
是 装 有 静止 的 水 银 、 水 或 酒精 等 液体 的 连通 器 , 在 其 一 端 作用 着 需要 测量 的 压强 , 在 
另 一 端 作用 着 用 于 比较 的 压强 . 连通 器 两 端 液 面 的 高 度 差 就 决定 了 压强 差 . 
活塞 式 抽水 机 我 们 来 研究 活塞 式 抽水 机 的 工作 原理 . 设 管道 中 的 密封 活塞 在 初始 
时 刻 紧 靠 水 面 (图 3(a)). 向 上 拉动 活塞 , 水 就 会 随 之 上 升 (图 3(b)). 
但 是 , 我 们 在 活塞 上 移 的 过 程 中 将 看 到 , 水 在 某 一 时 刻 将 与 活塞 分 离 , 在 管道 中 的 水 
面 与 活塞 之 间 将 形成 一 个 低压 区 (图 3(c)), 其 中 的 压强 等 于 零 或 当前 温度 下 的 饱 合 
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图 3 活塞 式 抽水 机 


ЕЧИБ psvap .因此 , 用 这 种 方法 只 能 把 水 提升 至 某 一 高 度 hmax. 在 (1.7) 中 , 令 
Ро = Рат, р = 0, 得 
Ры 
29 ` 
如 果 2 poss, = 9.8 х 104 Ра, р = 1.0 х 103 kg/m3, g = 9.8 m/s2, Д] hwax ~ 10 т. 
现在 考虑 完全 气体 在 重力 场 中 的 平衡 . 我 们 有 方程 


hmax 


完全 气体 在 重力 场 中 
的 平衡 ар = -pgdz, р = рЕТ, 
由 此 易 得 
ар _ 94 
р RT(z)” 
或 
"mem|- 05. (1.8) 


此 公式 称 为 气压 公式 . 只 要 知道 温度 对 高 度 的 依赖 关系 T(z), 就 可 以 利用 公式 (1.8) 
求 出 压强 随 高 度 的 变化 . 

如 果 假定 р = const ( 均 质 大 气 ), 则 根据 平衡 方程 和 状态 方程 , p 和 是 z 的 线 
性 函数 . 根据 (1.6) 可 以 求 出 这 样 的 高 度 h, 在 此 高 度 上 р = 0. 因此 , 如 果 认 为 空气 
是 不 可 压缩 流体 , 大 气 的 厚度 就 是 有 限 的 ， 

h = Раче ~ 8000 ш. 
pg 
如 果 认为 大 气 处 于 等 温 平 衡 状态 (Т = const), 则 从 气压 公式 (1.8) 可 知 , 庄 强 随 


1 实验 表明 , 在 水 中 一 般 能 够 存在 与 拉 伸 相对 应 的 负 压 强 (р < 0), 但 是 有 限 的 负 压 强 只 能 长 时 
间 存在 于 既 不 含有 被 溶解 的 气体 也 不 含有 固体 颗粒 混合 物 的 水 中 ， 

2) 原文 在 给 出 ps 和 р 时 没有 使 用 国际 单位 (例如 用 千克 力 表示 力 的 单位 ), 后 文 也 有 类 似 情 
况 , 译文 尽 可 能 调整 为 国际 单位 . 一 一 译注 
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高 度 下 降 的 规律 具有 指数 形式 : 
р 9 
= е [- 256 - ә)]. 
结果 是 , 等 温 大 气 具有 无 穷 大 的 厚度 . 


т =Т — тд (1.9) 


式 中 То 是 z = 0 时 的 绝对 温度 , 而 A 是 每 升 高 100 m 时 温度 的 降低 值 . 对 于 真实 大 
气 , 在 许多 实际 问题 中 可 以 取 A = 0.65 К, To = 288 К, ЖН 2 = 0 对 应 海平 面 , 这 
时 从 (1.8) 和 (1.9) 得 到 

р _ л 1009/ КА 

= (: 一 пот) (1.10) 
大 气 的 厚度 是 有 限 的 : 当 

_ 1007) _ 100 х 288 


һ= = = 065 
时 p=0. 所 以 , 假设 (1.9) 显然 对 整个 大 气 是 不 适用 的 . 
对 于 这 样 的 大 气 , 我 们 来 建立 其 密度 р 与 压强 р 之 间 的 关系 . 根据 (1.9), 从 


= 48 km 


(1.10) 得 
р т 1009/ ВА 
н.з 
而 从 克拉 珀 龙 方程 得 
р _ РТ 
ро  РоТо’ 
所 以 
р 2 та 
Po \Ро 
я 100, 
р= Ср", С = сопзі, n= 1 


压强 与 密度 之 间 的 这 样 的 关系 式 称 为 多 方 关系 式 , 但 这 时 必须 注意 , 由 多 方 关系 式 
联系 起 来 的 不 同 的 密度 和 压强 分 别 属于 不 同 的 物质 微 元 . 在 第 五 章 曾经 研究 过 多 方 
过 程 , 其 中 的 密度 与 压强 之 间 的 类 似 关系 式 仅 对 同一 个 物质 微 元 才 成 立 . 
当 A = 0.65 К, R/g = 29.27 ш/К 时 ,有 n=1.2. ШЖ п = у= 1.4, 即 如 果 多 方 
指数 等 于 绝热 线 指数 , Д A = 0.98 К = К. 
在 等 温 大 气 的 气压 公式 中 取 p/po = 0 即 给 出 这 个 结果 . 不 过 , 在 星际 空间 中 仍然 存在 极其 稀 


注 的 气体 , 其 压强 虽 小 但 不 为 零 . 从 这 个 意义 上 讲 , 等 温 大 气 的 厚度 其 实 也 是 有 限 的 . 例如 , 如 果 
取 p/po = 10720, Т = 300 К, 则 等 温 大 气 的 厚度 = 400 km. 一 一 译注 
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一 卷 第 五 章 (7.23)), 则 热流 方程 的 形式 为 
ди 
ЕЗ 
在 实际 大 气 中 , 除了 热传导 , 温度 按照 高 度 的 分 布 还 与 辐射 和 对 流 现象 有 关 . 在 我 们 
的 情况 下 ， 


= лт. (1.11) 
р 


И = суТ + сопѕі, Т = Т(2), 


所 以 8U0/6t = 0, 于 是 从 (1.11) 得 
әт 
92 
温度 与 高 度 之 间 的 线性 关系 (1.9) 满足 条 件 (1.12). 
实际 大 气 的 结构 既 与 复杂 的 、 一 般 随 时 间 变 化 的 (由 太阳 和 地 球 的 辐射 引起 的 ) 
热 交 换 机 理 有 关 , 也 与 大 气 成 分 的 变化 性 (例如 由 太阳 辐射 引起 的 离 解 和 电离 ) 有 关 
人 们 一 直 在 利用 热气 球 、 飞 机 、 人 造 地 球 卫星 和 其 他 方法 研究 大 气 的 组 成 和 大 气 中 
的 温度 分 布 . 
在 工程 计算 中 通常 使 用 “标准 大 气 ”. 在 实际 应 用 中 , 在 初步 近似 下 认为 , 温度 
在 海拔 11 km 以 下 按照 规律 (1.9) 随 高 度 的 增加 而 降低 , 其 中 A = 0.65 K. 这 一 层 
大 气 称 为 对 流 层 . 在 对 流 层 以 上 是 平流 层 2, 其 中 Т = const = 217 К. 在 许多 实际 
问题 中 需要 采用 更 精确 的 结果 ,因为 上 述 标准 大 气 模型 不 符合 要 求 , 不 过 我 们 在 此 
不 讨论 这 些 结果 . 
关于 大 气 状态 的 结果 对 航空 业 有 重要 价值 . 在 不 同 的 飞行 高 度 上 , 迎面 气流 的 
特性 有 极为 显著 的 变化 . 在 地 面条 件 下 对 高 空 飞行 的 模拟 就 是 利用 标准 大 气 的 数据 
进行 的 . 


= 0. (1.12) 


现在 计算 静止 的 液体 或 气体 对 位 于 其 中 的 固体 的 作用 力 . 无 


静止 流体 对 流体 内 部 。 论 是 盘 止 ; ун 
ИЕР дарци К, 还 是 租 目 的 各 性 流体 , 它们 对 位 于 流体 
短 . 阿 基 米 德 定律 ” 内 部 的 物体 的 某 一 部 分 表面 或 流体 内 部 某 个 假想 的 曲 而 


У 的 作用 力 的 主 矢量 A 等 于 


4 (1.13) 


1 平流 层 位 于 海拔 11 一 50 km 的 高 度 , 其 下 部 (海拔 11—20 km) 温度 恒定 (Т = 217 К) 的 区 域 
称 为 等 温 层 . 在 等 温 层 以 上 至 平流 层 项 , 温度 又 逐渐 增加 到 271 к. 温度 分 布 的 不 同 规律 使 对 流 层 
和 平流 层 内 的 大 气 运动 特点 截然 不 同 . 对 流 层 大 气 在 竖 直 方向 上 有 强烈 的 对 流 运动 , 而 平流 层 大 
气 的 运动 主要 发 生 在 水 平方 向 , 这 正 是 其 名 称 的 由 来 . 目前 , 在 国际 上 影响 较 大 的 是 1976 年 的 美 
国标 准 大 气 , 它 能 代表 中 纬度 地 区 由 地 面 到 1000 km 高 度 的 大 气 平均 结构 . 详 见 : 美国 国家 海洋 和 
大 气 局 , 国家 航 字 局 和 美国 空军 部 . 标准 大 气 (美国 , 1976). 任 现 森 , 钱 志 民 译 . 北京 : 科学 出 版 社 ， 
1982. 一 一 译注 
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主力 矩 М 等 于 
= |-ро = prx mao 


Ы ЫІ 


考虑 占据 空间 区 域 V 的 固体 , 其 表面 完全 浸没 在 静止 流体 中 (图 4). 为 了 求 
出 静止 流体 对 该 固体 的 总 作用 力 (1.13), 我 们 采取 下 述 方法 . 显然 , 如 果 我 们 在 假想 
中 或 者 真正 地 把 固体 所 占 区 域 用 静止 流体 来 代替 , 并 且 这 部 分 流体 的 密度 和 压强 满 
足 平衡 方程 , 则 固体 周围 的 流体 的 平衡 不 会 被 破坏 ( 即 力 А 不 变 ). 在 此 之 后 , 用 奥 
一 高 公式 即 可 计算 力 4. 因为 


п = cos(n, х) + соз(п, у) ј + соѕ(љ, 2) К, 


所 以 


А-- [та = - | аара – /prar. 
рэ у ГА 


如 果 РЕЖЛ, z 轴 竖 直 向 上 , 则 F = -gk, 于 是 
А = | рокат = -С, 
/ 


图 4， 用 于 推导 阿 基 米 德 定律 


式 中 G 是 区 域 V 内 的 流体 的 重量 . 

我 们 得 到 了 阿 基 米 德 定律 : 在 重力 场 中 被 静止 流体 包围 的 物体 受到 流体 对 它 的 
作用 力 一 一 浮力 , 其 大 小 等 于 被 物体 排 开 的 流体 的 重量 . 流体 对 物体 的 浮力 指向 坚 
直 向 上 的 方向 , 力图 使 物体 离开 流体 . 这 个 力 称 为 流体 静 力 学 浮力 或 阿 基 米 德 力 . 可 
以 认为 , 被 流体 包围 的 物体 在 阿 基 米 德 力 的 作用 下 失去 了 一 部 分 重量 ,这 部 分 重量 
等 于 被 物体 排 开 的 流体 的 重量 . 之 所 以 出 现 流体 静 力学 浮力 , 是 因为 流体 中 的 压强 
分 布 不 均匀 , 而 在 重力 场 中 , 流体 的 压强 随 深度 的 增加 而 增加 . 

为 了 保持 叙述 的 条 理性 , 我 们 指出 , 如 果 不 从 流体 平衡 的 微分 方程 出 发 , 而 是 仅 
仅 直接 从 积分 形式 的 动量 定理 出 发 , 显然 也 可 以 得 到 阿 基 米 德 定律 . 其 实 , 对 在 假想 
中 用 来 代替 物体 并 占据 区 域 V 的 静止 流体 应 用 动量 定理 , 有 


/prao+ f orar=0, 
Ы у 


式 中 2 是 物体 表面 , 而 这 就 是 阿 基 米 德 定律 : 
A=-G. 


我 们 现在 证 明 , 阿 基 米 德 力 4 的 作用 线 经 过 被 排 开 的 流体 的 重心 . 其 实 , 作用 
于 表面 х 的 面 力 的 合力 与 区 域 V 内 的 介质 微 元 所 受 重力 的 合力 平衡 , 所 以 作用 于 
物体 表面 习 的 所 有 面 力 可 以 归结 为 一 个 力 , 其 大 小 等 于 在 假想 中 在 表面 > 的 内 部 
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引入 密度 和 压强 分 布 满足 平衡 方程 的 流体 的 重量 , 其 作用 点 就 是 这 部 分 流体 的 重心 . 
因此 , 如 果 浸 和 静止 流体 中 的 物体 是 固体 ， 则 物体 与 流体 之 间 的 相互 作用 效应 
可 以 归结 为 阿 基 米 德 力 , 其 作用 点 位 于 被 物体 排 开 的 流体 的 重心 ,如 果 流体 是 均 质 
的 , 则 被 排 开 的 流体 的 重心 与 流体 所 占 区 域 的 重心 相同 . 这 时 , 对 于 完全 温和 人 流体 中 
的 物体 , 阿 基 米 德 力 的 作用 点 与 物体 的 方位 无 关 . 在 一 般 情况 下 , 对 于 浸入 非 均 质 流 
体 中 的 物体 , 阿 基 米 德 力 及 其 作用 线 与 物体 在 流体 中 的 位 置 和 方位 都 有 很 大 关系 . 

如 果 阿 基 米 德 力 小 于 物体 的 重量 , 则 浸入 流体 中 的 物体 在 没有 其 他 作用 力 的 情 
况 下 会 下 沉 ; 如 果 阿 基 米 德 力 大 于 物体 的 重量 , 物体 就 会 上 浮 . 如 果 在 准 静态 过 程 的 
范围 内 考虑 问题 , 则 物体 会 一 直上 浮 到 其 重量 与 流 
体 静 力学 浮力 平衡 为 止 . 

对 于 漂浮 在 水 面 上 的 物体 , 流体 静 力学 浮力 也 
等 于 阿 基 米 德 力 . 其 实 , 为 了 计算 这 个 力 , 可 以 引信 
这 样 的 封闭 曲面 х, 它 由 物体 表面 在 水 下 的 部 分 和 
物体 与 静止 水 平面 的 截面 r 组 成, 并 且 应 当 认 为 该 
о и ,到 朵 水 他 的 下 上 的 压强 是 , 它 等 于 自 由 面 上 的 压强 po 

15, 在 实际 计算 船只 上 的 流体 静 力学 作用 力 的 时 候 ， 

НИ 。 可 以 忽略 空气 在 船只 不 同 部 位 的 流体 静 力 学 压强 的 

变化 , 并 认为 该 压强 等 于 处 处 相同 的 大 气压 ру. 显 

然 , 在 沿 物体 的 整个 表面 计算 积分 (1.13) 时 , 我 们 得 到 的 就 是 漫 在 水 下 的 、 以 截面 
为 上 表面 的 那 一 部 分 物体 的 阿 基 米 德 力 . 

对 于 只 有 一 部 分 漫 人 液体 的 物体 , 阿 基 米 德 力 的 作用 线 相对 于 物体 的 位 置 与 物 
体 的 方位 有 很 大 关系 . 

流体 静 力学 浮力 在 工程 技术 中 有 广泛 的 应 用 .这 个 力 使 船舶 漂浮 于 水 面 , 使 潜 
艇 停留 在 所 需 深度 , 使 气球 和 飞艇 悬浮 在 空中 . 根据 阿 基 米 德 定律 , 人们 制造 出 了 测 
量 液体 密度 的 比重 计 、 测 量 牛奶 脂肪 含量 的 乳 浮 计 、 测 量 酒 精 
浓度 的 酒精 计 等 许多 工具 . 

在 推导 阿 基 米 德 定律 的 过 程 中 , 重要 的 一 点 是 假设 物体 与 
流体 的 接触 面 是 封闭 的 . 如 果 接触 面 不 是 封闭 的 , 阿 基 米 德 
定律 就 不 成 立 . 例如 , 如 果 浸 在 水 中 的 某 个 物体 4 的 所 有 表面 
— 都 被 水 包围 (图 5), 就 有 竖 直 向 上 的 浮力 作用 在 该 物体 上 ; 但 
ИННА д, 如 果 同 一 物体 沉 于 水 底 并 紧 贴 底面 ， 浮力 就 会 消失 , 并 且 

相反 地 会 产生 一 个 把 物体 按 向 水 底 的 力 ， 与 此 相关 的 一 个 现 
象 是 , 潜艇 接触 到 海底 后 就 会 失去 移动 能 力 , 无 法 上 浮 . 


上 安装 一 个 可 以 无 摩擦 地 绕 自己 的 轴 旋转 的 圆柱 体 (图 6), 那么 似乎 应 当 产生 一 个 
浮力 , 它 作用 在 圆柱 体 在 液体 中 的 那 一 部 分 , 并 且 圆柱 体 在 这 个 浮力 的 作用 下 应 当 
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图 7， 不 可 压缩 流体 的 不 稳定 平衡 和 稳定 平衡 


开始 转动 . 但 是 这 个 现象 并 没有 发 生 , 其 原因 在 于 , 液体 对 圆柱 体 的 合力 不 是 经 过 被 
排 开 的 液体 的 中 心 , 而 是 经 过 圆柱 体 的 轴 , 因为 圆柱 体 表面 每 一 点 所 受 的 压力 都 指 
向 表面 的 法 线 方向 

利用 诸如 (1.6) 或 (1.8) 的 流体 静 力 学 压强 分 布 公式 , 容易 计算 由 流体 静 力 学 压 
强 导 致 的 作用 在 与 静止 流体 有 接触 的 任何 表面 或 部 分 表面 上 的 合力 和 合力 矩 , 例如 
作用 在 容器 壁面 上 和 水 坝 上 的 合力 和 合力 矩 , 作用 在 空气 中 或 水 中 的 各 类 仪器 上 的 
ВЖЕ, 等 等 . 我 们 强调 , 这 里 只 考虑 因为 流体 静 力学 压强 而 作用 于 被 流体 包 
围 的 物体 的 力 ， 当 流体 运动 时 , 作用 于 物体 表面 的 合力 并 非 只 与 流体 静 力 学 压强 有 
关 , 计算 合力 时 也 并 非 只 需要 流体 静 力学 压强 . 以 后 将 证 明 , 流体 静 力 学 压强 在 一 般 
情况 下 只 是 全 部 压强 的 一 部 分 . 

现在 研究 不 可 压缩 流体 平衡 的 稳定 性 ， 例 如 , 如 果 在 容器 中 
et 有 一 层 水 和 一 层 水 银 , 那么 从 流体 在 重力 场 中 的 平衡 方程 的 
ВЕ 观点 看 , 图 7 所 示 的 两 个 平衡 状态 具有 相同 的 可 能 性 . 但 是 ， 

这 两 种 状态 都 是 稳定 的 吗 ? 平衡 被 称 为 稳定 的 , 如 果 系统 在 
发 生 任意 的 小 扰动 之 后 趋 于 恢复 到 原来 的 平衡 状态 ; 平衡 被 称 为 不 稳定 的 , 如 果 整 
个 系统 或 部 分 系统 在 发 生 某 种 小 扰动 之 后 趋 于 更 加 远离 平衡 状态 ; 平衡 被 称 为 中 性 
稳定 的 , 如 果 系 统 在 发 生 任何 小 扰动 之 后 仍然 处 于 平衡 状态 . 

为 了 建立 流体 稳定 平衡 的 必要 条 件 , 可 以 假想 某 一 部 分 流体 已 经 移动 到 另 一 个 
位 置 , 然后 分 析 这 部 分 流体 的 受 力 情况 并 研究 其 运动 . 在 上 面 的 例子 中 , 图 7(a) 所 
示 的 水 和 水 银 的 平衡 状态 显然 是 不 稳定 的 , 因为 移动 到 水 中 的 一 小 滴水 银 所 受到 的 
阿 基 米 德 力 小 于 它 所 受到 的 重力 , 于 是 这 滴水 银 会 下 沉 . 相反 , 图 7(b) 所 示 的 平衡 
状态 是 稳定 的 . 

显然 , 不 可 压缩 流体 在 重力 场 中 的 稳定 平衡 (或 中 性 稳定 平衡 ) 的 必要 条 件 是 ， 
流体 的 密度 应 随 深度 的 增加 而 增加 (或 保持 不 变 ), 即 ap/8z < 0. 

对 于 气体 , 平衡 状态 的 稳定 性 问题 稍微 复杂 一 些 ,因为 在 气体 微 元 从 一 层 移动 
到 压强 不 同 的 另 一 层 后 , 微 元 的 密度 将 发 生变 化 . 

我 们 来 研究 多 方 大 气 平衡 的 稳定 性 . 在 多 方 大 气 中 , pi /ps = (р: Гра)". 我 们 认 
为 , 密度 为 m 的 空气 微 元 在 从 层 1 移动 到 层 2 时 (图 в) 发 生 绝热 压缩 或 绝热 用 胀 ， 
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图 9， 漂浮 在 水 面 上 的 木 条 在 状态 в 处 于 
稳定 平衡 , 在 状态 4 处 于 不 稳定 平衡 (图 中 
图 8， 用 于 研究 多 方 大 气 平衡 的 稳定 性 画 出 木 条 的 横 截 面 , 木 条 垂直 于 示意 图 平面 ) 


2 (һү 
ГА (2) у 
式 中 pi 表示 空气 微 元 4 在 移动 到 层 2 之 后 的 密度 . 显然 , 稳定 平衡 要 求 pi < pz, 因 
为 这 时 阿 基 米 德 力 大 于 重力 ; 当 р; > р 时 , 平衡 是 不 稳定 的 ; 当 р, = pz 时 , 平衡 是 


中 性 稳定 的 . 
因为 NY 
2) Р _ (22 
( а) А ( З) > 
所 以 平衡 在 n < у 时 是 稳定 的 , Е п > у 时 是 不 稳定 的 , 在 п = 7 时 是 中 性 稳定 的 . 


如 前 所 述 , 绝热 大 气 (п = ?7) 所 对 应 的 情形 是 每 升 高 100 m 气温 下 降 A s 1 К. 所 
以 , 由 


即 


_ 1l00g 
"= 1009 - ВА 
可 得 , 平衡 在 A < 1 K 时 是 稳定 的 , 在 A > 1 K 时 是 不 稳定 的 , 在 A = 1 K 时 是 中 


性 稳定 的 . 
大 气 底层 在 受热 时 是 不 稳定 的 , 这 种 不 稳定 性 经 常 导致 大 气 的 对 流 ; 
И 流体 静 力学 的 重要 问题 之 一 是 研究 水 面 漂浮 物 平衡 的 稳定 
漆 浮 物 平衡 的 稳定 性 性 ,为 了 定性 地 解释 问题 的 本 质 , 我 们 来 注意 下 面 这 个 例子 ， 
如 果 一 个 较 轻 的 均 质 木 条 漂浮 在 水 面 上 (图 9), 则 在 状态 4 (ЖАНА 
面 ), 木 条 只 要 稍微 偏离 其 初始 平衡 位 置 就 会 翻 便 , 但 在 状态 却 相反 , 木 条 稍微 信 
离 平衡 位 置 后 仍 会 回 到 初始 位 置 
漂浮 物 平衡 的 稳定 性 理论 对 于 船舶 具有 非常 重要 的 应 用 价值 利用 这 个 理论 可 
以 研究 船舶 的 漂浮 问题， 也 可 以 研究 船 航 在 波浪 中 扬 摆 的 问题 ). 船舱 稳定 性 理论 已 
经 发 展 为 一 种 优美 的 几何 理论 , 我 们 在 这 里 不 打算 对 其 进行 详细 的 讨论 . 
О, 可 以 参阅 : Аппель П. Руководитель теоретической (рациональной) механики. 


Т. 3. Москва, 1911 (Appell P. Traité de mécanique rationnelle. Т. 3. Рагів: Gauthier-Villars, 
1909); Крылов А.Н. Качка корабля. Москва: Изд-во АН СССР, 1951. 
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流体 相对 于 运动 坐标 “我们 再 来 研究 重力 场 中 的 不 可 压缩 流体 相对 于 以 角速度 оо 
系 的 平衡 匀速 转动 的 坐标 系 的 平衡 . 设 坐标 轴 z 指向 坚 直 方向 , 一 个 

盛 有 液体 的 容器 以 角速度 w 绕 = 轴 匀 速 转动 (图 10), 并 且 
液体 相对 于 容器 是 静止 的 .我 们 来 确定 液体 自由 面 的 形状 . 这 时 , 除了 重力 密度 , 在 
平衡 方程 (1.2) 的 右 侧 还 应 引入 惯性 离心 力 密度 , 所 以 相对 平衡 方程 的 形式 为 


Фр ла, ФР ль, 28 в. & 
容易 看 出 , 这 些 方程 的 通 解 由 以 下 公式 给 出 : 
2,2 


р= С – 092+ а +02. 


对 于 自由 面 上 的 点 r = 0, 2 = 20, 我 人 有 р = ро, 所 以 


С = ро + р920, 


从 而 


272 
р= ро + робо — 2) + 26 . ы 


在 液体 自由 面 上 р = ро, 于 是 自由 面 方程 的 形式 为 


图 10， 不 可 压缩 流体 相 
对 于 以 角速度 w 匀速 转 
илт 动 的 容器 的 平衡 
29 ’ 
即 自由 面 是 旋转 抛物 面 . 其 他 所 有 等 压 面 也 具有 类 似 的 形状 . 矢量 gradp 指向 相应 
抛物 面 的 法 线 方向 , 见 图 10. 常量 zo 可 以 通过 容器 中 液体 的 体积 求 出 . 如 果 在 液体 
中 加 入 具有 各 种 密度 的 微粒 ， 则 旋转 使 
密度 小 于 液体 密度 的 微粒 在 重力 和 离心 
力 所 导 致 的 阿 基 米 德 力 的 作用 下 向 上 运 -。 
动 并 集中 在 旋转 轴 附 近 ， 而 密度 大 于 液 
体 密度 的 微粒 则 向 下 运动 并 集中 在 容器 
жЕ. 

如 果 一 个 容器 在 重力 场 中 以 加 速度 
а 作 匀 加 速 平 动 (图 11), 并 且 容器 中 的 
液体 相对 于 容器 保持 平衡 ， 则 液体 自由 ”图 11， 液体 相对 于 匀 加 速 运动 的 容器 的 平衡 
面 是 倾斜 的 ， 它 与 水 平面 之 间 的 夹 角 为 
ф = arctan(a/g)， 作 用 在 每 一 个 液体 微 元 上 的 质量 力 (重力 和 惯性 力 ) 的 合力 与 竖 
直方 向 之 间 的 夹 角 也 为 p. 


z—2z0= 


ь 


这 就 是 离心 分 离 机 的 工作 原理 , 只 不 过 对 离心 分 离 机 而 言 , 重力 是 可 以 忽略 的 . 一 一 译注 
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我 们 开始 研究 理想 流体 的 运动 . 为 了 建立 一 个 重要 的 代数 关系 式 一 一 理想 流体 
运动 方程 在 定常 条 件 下 的 一 个 首次 积分 , 我 们 把 欧 拉 运 动 方程 写 为 兰 姆 一 葛 罗 麦 卡 


95 ааа 2 +оо З ваар+Р, (2.1) 
因为 运动 是 定常 的 , 所 以 
до 
С 
此 外 , 我 们 还 假设 外 质量 力 有 势 ， 
Е = тада. 


考虑 流 场 中 的 某 一 条 曲线 2, 并 引入 从 某 一 点 O 开始 计算 的 沿 该 曲线 的 弧 长 1 
(在 点 О 的 两 侧 , 弧 长 具有 不 同 的 符号 ). 只 要 给 定 /, 就 决定 了 曲线 2 上 的 点 . 下 面 
用 dl 表示 曲线 2 在 任意 一 点 M 的 切 向 微 元 (图 12). 在 曲线 .2 上 的 任意 一 点 М 
把 方程 (2.1) 投影 到 切线 方向 , 在 上 述 假设 下 得 

2 
а(5) +1 - 9 - -щь ху, (2.2) 
压强 函数 ”在 给 定 的 曲线 .2 Е, 密度 和 压强 是 弧 长 ! 的 函数 , 并 且 这 些 函数 对 于 不 
同 的 曲线 2 一 般 是 不 同 的 , 即 
е р= р(1, 2), р=р(і, #2). 
显然 , #2 总 可 以 认为 , 密度 р 是 压强 р 的 函数 , ВП 
4 р = рр, 4), 


и Гори е) 


э-90. 9) - | 


Ру 


ар 
= Ра = сопві, (2.3) 
图 12， 用 于 推导 伯 努 利 积分 рр. 2)’ т 
注意 本 书 中 涡 量 被 定义 为 w 二 rotu/2 一 译注 
2 一般 而 言 ,在 曲线 2 上 p 未 必 是 йана, НН © 上 的 不 同位 置 可 能 对 应 同样 的 p 
和 不 同 的 w 这 时 , 最 好 以 弧 长 1 为 参数 沿 给 定 曲 线 2 进行 相关 运算 , 并 把 压强 函数 定义 为 


1 Bpll, 2) 
2002) а 


1 
9 = 901,2) = а. 
! 


显然 , 这 样 定义 的 函数 多 可 能 是 р 的 多 值 函 数 . 一 一 译注 
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те 1дӧр_ д2 


РӘ A 

这 个 等 式 和 定义 压强 函数 多 (p, 2) 的 等 式 (2.3) 在 一 般 情况 下 仅 在 给 定 曲线 2 上 
才 成 立 . 显然 , 在 确定 压强 函数 时 只 能 精确 到 相差 一 个 与 m 的 选取 有 关 的 常量 , 这 
个 常量 还 可 能 与 -2 有 关 . 我 们 指出 , 在 正 压 过 程 中 , 如 果 依 赖 关 系 p = р(р) 是 已 知 
的 , 就 容易 计算 这 样 引入 的 压强 函数 多 , 并 且 只 要 р, 与 2 无 关 , 压强 函数 多 就 同 
样 与 .2 无 关 . 例如 , 对 于 不 可 压缩 均 质 流体 ， 


= Р + соці. 
р 


在 完全 气体 的 等 温 过 程 中 , 如 果 р = p/RT, 则 
B= RTInp+ const. 


设 2 是 事先 未 知 的 流 线 , 则 在 下 述 斜 压 过 程 的 重要 实例 中 也 很 容易 计算 压强 
函数 (р, 2). 考虑 完全 气体 的 绝热 可 逆 过 程 , 这 时 44©) = Таз = 0, 每 个 固定 的 
物质 体 微 元 的 质量 炉 $ 保持 不 变 ，s = const， 不 过 , 因为 不 同 微 元 的 焙 是 不 同 的 ， 
所 以 该 过 程 不 是 正 压 过 程 ， 因 为 运动 是 定常 的 , 所 以 沿 同一 条 流 线 运动 的 所 有 物质 
体 微 元 都 具有 相同 的 质量 入 . 

其 实 , 流 线 与 轨迹 在 定常 运动 中 是 重合 的 ,假如 沿 同一 条 流 线 运动 的 物质 体 微 
АЖ ЖАН, 则 这 些微 元 在 经 过 流 线 的 一 个 固定 几何 点 时 , 会 导致 这 一 空 
间 点 的 质量 炳 随时 间 而 变化 , 即 运动 不 是 定常 的 . 但 是 , АТАА НАЧАТ ВЕ: 
不 同 的 . 

完全 气体 的 状态 方程 可 以 写 为 以 下 形式 ( 见 第 一 卷 第 五 章 (5.12)): 


Mr 80—58 
р= № (2) ep = plp, 3). 
АИЙ в 在 上 述 情况 下 沿 流 线 保持 不 变 , 所 以 对 某 一 条 流 线 计算 压强 函数 多 , 得 


= = ар А _ 
(р, Ф) = ] Ро xp (= 50) и 
Рр © 
1/Y 
__7 po 8(-27) — во\ (уу 
тч ( = У» 7 + сопкі. (2.4) 
利用 状态 方程 , 可 以 把 多 (p, 2) 表示 为 以 下 形式 : 
(р, ®) = о 十 const . (2.5) 


在 公式 (2.4) 中 , 压强 函数 对 流 线 的 依赖 关系 表现 为 对 两 个 参量 值 的 依赖 关系 ， 
D 同 第 一 卷 一 样 ,下 文中 经 常 省 略 “质量” 二 字 , ИЗВИНИ, 质量 烙 简 称 烙 . 一 一 译注 
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是 在 每 条 流 线 上 保持 不 变 的 质量 尹 s, 其 二 是 积分 常量. 我 们 强调 , 压强 函数 
公式 (2.4) 和 (2.5) 只 在 流 线 上 才 成 立 . 
(р, 2) 后 , 可 以 把 方程 (2.2) 写 为 
流 线 和 油 线 上 的 伯 努 “ 引 八 压 强 本 数字 0 0) 22) 


利 积分 2 5 +, 2) - а] = —2(w xz) (2.6) 


现在 , 设 .2 是 流 线 . 这 时 , 方程 (2.6) 右 侧 的 矢 积 投影 (w х о), 等 于 零 , 因为 矢 
Шохо 垂直 于 流 线 . 当 . 是 涡 线 时 可 以 得 到 类 似 的 结果 7 . 在 一 般 情 况 下 , 流 线 
和 涡 线 上 的 函数 2(р, 2) 是 不 同 的 . 

因此 , 沿 流 线 和 涡 线 有 

А [5 + 2(р, 2)- а =0, (2.7) 
即 
> + Plp, 2)-%=#() (2.8) 


我 们 强调 , 右 侧 的 积分 常量 1922) 对 不 同 的 流 线 和 涡 线 一 般 是 不 同 的 ，i*(.2) 
对 .2 的 依赖 性 与 两 方面 因素 有 关 : 一 方面 , 在 斜 压 过 程 中 多 与 2 有 关 ; 另 一 方面 ， 
即使 函数 多 与 2 无 关 , 关系 式 (2.8) 中 的 积分 常量 对 不 同 的 .2 仍然 是 不 同 的 3 
当 压强 函数 多 已 知 时 , 关系 式 (2.8) 是 理想 流体 运动 方程 的 首次 积分 ,因而 被 
称 为 伯 努 利 积分 .这 个 积分 在 理想 流体 运动 理论 中 具有 重要 意义 , 是 大 量 工程 计 
如 果 压强 函数 多 和 常量 =" 沿 流 线 或 涡 线 是 已 知 的 , 利用 伯 努 利 积分 就 可 以 在 
流 线 或 涡 线 的 任何 点 通过 已 知 的 速度 求 压强 , 或 者 反 过 来 通过 已 知 的 压强 求 速度 为 
了 确定 伯 努 利 积分 中 的 常量 坟 , 只 要 知道 伯 努 利 积分 左 侧 的 流体 运动 特征 且 在 流 线 
或 涡 线 上 菜 一 点 的 值 即 可 . 
在 正 压条 件 下 , 如 果 矢 积 w хо 在 部 分 或 全 部 流体 中 等 于 稚 ， 
人 加 和 积分 中 的 党 旺 ” 则 伯 努 利 积分 中 的 常量 对 这 部 分 流体 者 是 相同 的 ， Вит 
лаа 依赖 于 流 线 或 涡 线 , 这 在 以 下 3 种 情况 下 是 可 能 的 : (1) v = 
(流体 静 力 学 ) (2) w = 0 (有 势 运动 ), (3) ММ о т 
Ов, 当 2 是 wx w 的 矢量 线 的 正 交 曲面 上 的 任意 一 条 曲线 时 都 有 类 似 结果 . -一 译注 
忆 在 压强 函数 9 的 定义 中 出 现 的 可 加 常量 最 好 包括 在 积分 常量 i* 中 
习 对 于 理想 流体 在 重力 场 中 的 定常 正 压 运动 , 流 线 上 的 伯 努 利 积分 也 可 以 视 为 动能 方程 的 首次 
积分 . 其 实 , 只 要 取 动量 方程 与 速度 矢量 的 标 积 , 即 可 得 到 微分 形式 的 动能 方程 , 它 在 上 述 条 件 下 
可 以 写 为 以 下 形式 : 
vd (т +=-ч) = 0, 
式 中 的 压强 函数 多 在 正 压 条 件 下 只 是 压强 р 的 函数 , 所 以 , 根据 方向 导数 与 梯度 矢量 之 间 的 关系 
( 见 第 一 卷 第 二 章 $3), 以 上 方程 就 是 (2.7) 在 2 是 流 线 时 的 另外 一 种 写法 . 用 类 似 的 方法 可 以 证 
明 , 理想 流体 的 能 量 方程 在 适当 条 件 下 也 具有 首次 积分 , 见 45 页 的 脚注 . 一 一 译注 
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矢量 о. 

最 后 一 种 情况 对 于 刚体 的 运动 和 流体 的 平面 运动 ) 是 不 可 能 的 ; 在 流体 的 平面 
运动 中 , w ЕН о. 流体 的 运动 比 刚体 的 运动 丰富 得 多 , w 平行 于 v 的 情况 对 于 可 
变形 体 是 可 能 的 . 例如 , 如 果 连 续 的 速度 场 由 以 下 公式 给 出 : 


= (6+2) 2, (2.9) 


点 知道 积分 左 侧 的 流体 运动 特征 量 即 可 . 

我 们 还 特别 指出 , 如 果 流 线 来 自 或 经 过 所 有 运动 特征 量 都 相同 的 区 域 , 则 伯 努 利 
积分 中 的 常量 i* 在 这 些 流 线 上 也 是 相同 的 . 例如 , 如 果 理想 流体 从 一 个 很 大 的 容器 
中 通过 一 个 小 孔 流出 并 形成 一 股 射流 绕 某 个 固体 流动 (图 13), 则 伯 努 利 积分 中 的 常 
мг 对 不 同 流 线 是 相同 的 . 

在 固体 被 气体 绝热 绕 流 的 问题 中 , 如 果 远 场 流 具有 处 


其 实 , 对 于 完全 气体 的 绝热 运动 , 如 果 根据 (2.5) 取 
ур 
т-16' 
则 从 完全 气体 的 静止 间断 面条 件 ( 见 第 七 章 $6 的 (6.4)) 
容易 得 出 , 当 流 线 穿 过 间断 而 时 , 量 
图 13， 伯 努 利 积分 中 的 常量 
ИР 在 不 同 流 线 上 具有 相同 的 什 
2 7=-1p 
保持 连续 , 所 以 常量 г 在 间断 而 两 侧 保 持 不 变 , 但 是 物质 体 微 元 的 粹 、 压 强 函 数 
(р, з) 和 速度 发 生 间断 . 因此 , 在 完全 气体 中 存在 激 波 不 会 引起 沿 流 线 成 立 的 伯 妈 
利 积分 中 的 常量 = 的 取 值 发 生变 化 , 但 是 会 引起 穿 过 激 波 的 流 线 上 的 炳 发 生变 化 . 
这 时 , 不 同 流 线 上 的 粹 各 不 相同 , 气流 不 是 正 压 的 . 
公式 (2.8) 在 流 线 上 成 立 , 我 们 来 计算 由 这 个 公式 定义 的 量 г 在 正 压条 件 不 
成 立时 在 任意 方向 上 的 全 导数 ан јат. 我 们 把 函数 2(p，.2) 定义 为 某 一 族 曲线 上 


1 在 本 节 最 后 证 明了 这 样 的 结论 : 可 压缩 流体 在 正 压条 件 下 的 平面 运动 在 i* = const 时 是 有 势 
运动 . 如 果 正 压条 件 不 成 立 , 从 等 式 i* = const 就 不 能 得 到 运动 有 势 的 结果 ， 
ЗН = (т, у, =, 2) = т, у, 2)]2/2 + (р(х, у, 2),  - (т, у, z). 一 一 译注 
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的 压强 函数 . 在 任意 方向 ! 上 进行 微分 , 利用 公式 (2.5) 和 (2.8) 可 得 


аэ 
a + Pp, 2)- а) + (5) 
2 一 const р=сопві 


аа 
= -2(0хъ), + ( 51). Е a 
对 于 绝热 可 逆 运 动 , 如 果 在 一 族 流 线 上 定义 0р, 8) 0 ， 就 可 以 写 出 
22 9% дз 
С) 95 51’ (2.11) 


式 中 s АНЯ, 它 在 不 同 流 线 上 取 不 同 的 值 . 这 一 项 在 沿 流 线 进行 微分 时 等 于 零 ， 
但 在 沿 不 平行 于 流 线 的 切线 方向 进行 微分 时 一 般 不 等 于 零 . 

如 果 在 所 研究 的 流动 区 域 中 i*? солзи, 则 从 (2.10) 和 (2.11) 可 知 

2.98 28 = 2(w хо), #0, 
即 流动 在 08/01 3 0 时 一 валин. 因此 均匀 平 动 来 流 在 穿 过 曲面 激 波 时 , АВП 
突 跃 值 在 不 同 流 线 上 是 不 同 的 , 于 是 一 般 有 5s/8L # 0, 所 以 曲面 激 波 之 后 的 速度 场 
- 定 是 有 旋 的 . 

在 连续 运动 中 , 如 果 量 i* 和 质量 炳 在 所 有 流 线 上 都 是 相同 的 , 则 对 任意 方向 

应 用 等 式 (2.10), 根据 (2.11) 可 得 


wxv=0. (2.12) 


由 此 可 见 , 这 时 或 者 运动 是 有 势 的 , 或 者 流 线 与 涡 线 重合 . 在 平面 运动 的 情况 下 , 从 
(2.12) 可 知 运动 是 有 势 的 . 
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我 们 来 考虑 伯 努 利 积分 的 一 些 应 用 . 设 均匀 不 可 压缩 理想 流体 在 重力 场 中 运动 ， 
$ z 轴 竖 直 向 上 , 则 有 多 = -gz + const, 于 是 伯 努 利 积分 的 形式 为 2 


2 


р = 
ГУ ан (3.1) 


只 要 在 流 线 上 选取 一 点 , 就 可 以 根据 这 一 点 的 坐标 z 以 及 参量 值 p, 和 о, 来 确定 伯 
У, 参见 公式 (2.4). 一 一 译注 
2 这 时 的 伯 努 利 积分 其 实 就 是 机 械 能 守恒 方程 , 在 水 力学 中 经 常 把 它 写 为 以 下 形式 : 


а, 
ъ= ты 
29 


并 把 式 中 各 项 分 别称 为 速度 水 头 、 压 强 水 头 、 高 度 水 头 和 总 水 头 . 如 果 考虑 机 械 能 损失 , 还 可 以 在 
方程 左 侧 补充 水 头 损失 项 . 一 一 译注 


$3. 不 可 压缩 流体 在 重力 场 中 的 伯 努 利 积分 17. 


ol 


图 14， 液 体 从 容器 中 流出 


努 利 积分 中 的 常量 ге: 
Рр Зда. 
不 可 压缩 流体 从 容器 ”我们 来 确定 液体 从 容器 中 流出 的 速度 (图 14). 尽管 当 液体 从 
中 流出 的 速度 容器 中 流出 时 , 液 面 高 度 下 降 , 运动 是 非 定常 的 , 但 是 如 果 假 
设 容器 足够 大 而 小 孔 足 够 小 , 就 可 以 近似 地 认为 流动 在 不 很 
长 的 时 间 间 隔 内 是 定常 的 . 
取 某 一 条 流 线 , 然后 对 流 线 上 的 点 写 出 伯 努 利 积分 所 有 流 线 显然 都 是 从 容器 
内 液体 的 自由 面 开始 的 , 那里 p = ру, vi = 0. 液体 流出 后 形成 射流 , 在 射流 的 自由 
面 上 p = ры. 我 们 将 近似 地 认为 , 在 液体 刚刚 流出 容器 时 , 射流 内 部 的 压强 处 处 都 
等 于 p = р, 而 速度 处 处 都 等 于 v 于 是 ， 
‚2 
Речи ое, 
从 而 ( 见 图 14) 
ъ= [2001 =) +206. 


如 果 容 器 内 液体 自由 面 上 的 压强 等 于 大 气压 , 则 
v= V2gh. (3.2) 


众所周知 , 若 一 个 质点 从 高 度 自由 下 落 或 者 在 理想 约束 的 作用 下 下 落 (这 时 约束 
反 力 不 做 功 ), 它 也 会 获得 这 样 的 速度 . 公式 (3.2) 称 为 托 里 拆 利 公式 . 

жа 我 们 现在 考虑 流 过 竖 直 水 堰 的 水 流 并 计算 其 自由 面 上 的 流速 (图 15). 假设 水 
堰 一 侧 的 水 体 足 够 大 , 而 远离 水 堰 的 水 面 高 度 基本 保持 不 变 , 其 坐标 为 a1. 运 
动 可 以 认为 是 定常 的 . 自由 面 是 流 面 , 自由 面 上 的 压强 等 于 大 气压 ps 在 远离 水 
堰 的 地 方 , 水 体 的 速度 为 零 . 由 伯 努 利 积分 可 知 ， 


Patm 2 


5 
жап = РТ, 
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式 中 wv 是 自由 面 上 坐标 为 z 的 任意 一 点 4 的 速度 . 因此 ， 
v= V2gh, В=а-2. 


皮 托 一 普 朗 特 管 ” 为 了 测量 流动 速度 , 人 们 通常 使 用 皮 托 一 普 朗 特 管 ), 其 示意 图 见 

图 16. 皮 托 一 普 朗 特 管 是 一 个 细 长 的 管状 物 , 前 端 是 圆 形 的 . 这 
样 的 形状 对 来 流 的 速度 分 布 只 有 很 弱 的 影响 . 在 测量 流速 时 , 应 把 皮 托 一 普 朗 特 管 
沿 来 流 方向 放置 . 在 皮 托 一 普 朗 特 管 上 有 两 个 小 孔 , 它们 分 别 通过 管内 的 通道 与 压强 
计 的 两 端 相连 第 一 个 小 孔 位 于 皮 托 一 普 朗 特 管 的 前 端 (点 1), 第 二 个 小 孔 位 于 管 
壁 上 距离 前 端 足够 远 的 地 方 (点 2), 这 样 在 研究 第 二 个 小 孔 附近 的 流动 时 就 可 以 不 
考虑 皮 托 一 普 朗 特 管 的 前 端 对 来 流速 度 场 的 影响 . 当 来 流 绕 皮 托 一 普 朗 特 管 流动 时 ， 
前 端的 点 1 是 临界 点 , 那里 的 速度 v 等 于 零 , 而 压强 p = ру = р". 临界 点 的 压强 有 
时 称 作 总 压 或 洲 止 压强 3 . 点 2 的 速度 和 压强 近似 地 等 于 在 来 流 中 没有 皮 托 一 普 朗 
特 管 时 的 速度 和 压强 , уз = w p = р. 


图 16， 皮 托 一 普 朗 特 管 的 原理 图 
点 1 和 点 2 显然 位 于 同一 条 流 线 上 , 所 以 在 应 用 伯 努 利 积分 后 有 


2 
D1 22 Pz 

РА ног = 22 + Р дг, 
р 1= 9 р 922 


Ж, 和 z 是 点 1 和 点 2 的 竖 直 坐标 . 因为 量 9(za — 21) 很 小 , 所 以 


ъ= [201 Ра) 
р 


压强 差 m — р» 显然 等 于 压强 计 所 使 用 的 液体 的 比重 у = p1g 与 压强 计 紧 直 管道 内 
的 液 面 高 度 差 Ah 的 乘积 . 所 以 , 如 果 m = р, 则 


v= V2gARh. 
在 上 述 实 例 中 (液体 从 容器 中 流出 , ЖЗ, 皮 托 一 普 朗 特 管 ), 伯 努 利 积分 被 用 来 


在 中 文 文献 中 通常 称 之 为 皮 托管 . 一 一 译注 
关于 洲 止 参量 (总 参量 ) 的 概念 , 参见 55. 一 一 译注 


$3. 不 可 压缩 流体 在 重力 场 中 的 伯 努 利 积分 Se 


从 已 知 的 压强 信息 求 速度 . 

静 压 和 动 压 “ 现 在 考虑 一 条 流 线 上 压强 对 速度 的 依赖 关系 问题 . 为 此 , 在 给 定 流 线 
上 选取 竖 直 坐标 为 2 和 z, 的 两 个 点 , 在 这 两 个 点 的 压强 和 速度 值 分 

别 表示 为 p, ру 和 v, о. 从 伯 努 利 积分 得 


2 2 
р 
рер + раба 2) + В – 5. (3.3) 


由 此 可 见 , 流 线 上 两 点 的 压强 差 由 两 部 分 组 成 , 第 一 部 分 pg(zi — 2) 是 因为 这 两 点 高 
度 不 同 而 产生 的 , 这 与 流体 静 力学 结果 相同 ; 第 二 部 分 pu?/2 一 pu?/2 与 这 两 点 的 速度 
不 同 有 关 . 我 们 称 p + pg(zi — 2) = рь 为 流体 静 力学 压强 ( 静 压 ), 称 pv?/2 - pu2/2 
为 动力 学 压强 ( 动 压 ), 这 一 项 与 速度 有 关 ， . 

运动 的 流体 对 放置 在 其 中 的 固体 有 力 的 作用 ， 因 为 在 固体 表面 , 不 仅 静 压 分 布 
不 均匀 ( 阿 基 米 德 力 ), 动 压 分 布 也 不 均匀 . 在 许多 情况 下 , 例如 在 飞机 飞行 时 , 动力 
学 升力 远 远大 于 静 力学 浮力 

当 液 体 或 气体 的 常 速 均匀 来 流 绕 物体 定常 流动 时 ,在 不 可 压缩 流体 模型 下 , 若 
无 穷 远 速度 we 不 是 过 大 , 我 们 来 比较 一 下 物体 不 同 点 的 静 压 与 动 压 之 差 的 量 级 

考虑 速度 为 we = 100 m/s = 360 km/h 的 水 平 空气 流 绕 非 对 称 翼 型 的 流动 (图 
17). 以 后 将 证 明 ( 见 85), 在 这 样 的 流速 下 , 在 计算 定常 运动 中 的 压强 时 可 以 非常 精 
确 地 把 空气 当做 不 可 压缩 流体 

在 非 对 称 浪 型 绕 流 运动 中 , 器 


型 上 表面 的 流速 大 于 下 表面 的 流速 ， 2—0 ие 

而 由 伯 努 利 积分 可 知 ， 压 强 的 情况 Е — 
正好 相反 , 翼 型 下 表面 的 压强 较 大 ， 到 

假设 翼 型 上 、 下 表面 的 点 1 和 点 2 
的 速度 差 ( 见 图 17) 具有 10 m/s 的 
量 级 . 例如 , 设 点 1 的 速度 等 于 105 m/s, 点 2 的 速度 等 于 95 m/s, 那么 , 因为 在 通常 
条 件 下 空气 密度 р = 1.23 kg/ms, 所 以 在 点 1 和 点 2 由 速度 差 导致 的 压强 差 大 约 是 
1200 Ра. 与 此 同时 , 如 果 潍 型 的 竖 直 高 度 具有 1 m 的 量 级 , 则 这 两 点 的 静 压 差 只 有 
大 约 12 Ра. 显然 , 即使 速度 在 法 型 上 部 和 下 部 的 点 1 和 点 2 相差 不 多 ( 约 10 m/s)， 
由 此 导致 的 压强 差 也 比 由 高 度 差 导 致 的 压强 差 大 两 个 量 级 . 

在 飞机 空气 动力 学 中 , 静 压 与 动 压 相 比 是 可 以 忽略 的 , 这 个 结论 还 可 以 用 以 下 
方法 得 出 . 当 飞 机 沿 水 平方 向 匀速 飞行 时 , 由 压强 的 相应 分 布 给 出 的 总 升力 当然 等 
于 飞机 的 重量 , 而 飞机 表面 的 静 压 分 布 所 导致 的 阿 基 米 德 力 仅 仅 等 于 与 飞机 体积 相 
同 的 空气 的 重量 , 空气 的 密度 则 取决 于 飞行 高 度 . 显然 , 阿 基 米 德 力 比 等 于 飞机 重量 
的 总 升力 小 上 千 倍 . 

在 下 文 和 其 他 一 些 文献 中 ,有 时 把 运动 流体 的 当地 压强 也 称 为 静 压 . 此 外 , 在 一 些 文献 中 把 动 


压 定义 为 总 压 ( 即 洁 止 压强 , 见 $5) 与 当地 压强 之 差 , 或 者 运动 流体 速度 平方 与 密度 乘积 之 半 . № 
Я, 它们 都 是 上 述 定义 的 特例 , 只 适用 于 不 可 压缩 流体 模型 和 忽略 重力 的 情况 . 一 一 译注 


图 17， 非 对 称 混 型 绕 流 


.20 . 第 八 章 流体 力学 


当 江 如 气球 、 飞 艇 . 船 和 和 潜艇 等 体积 较 大 的 物体 在 空气 或 水 中 低迷 运动 时 , 动 
压 对 于 升力 的 产生 不 起 什么 作用 . 水 的 密度 比 空气 的 密度 大 800 信 , 所 以 阿 基 米 德 
力 在 运动 过 程 中 是 足够 大 的 , 正 旦 这 个 力 托 起 了 船只 和 潜 航 .我 们 指出 ,如果 运动 加 
度 相同 , 密度 的 差异 也 使 在 水 中 运动 的 动 压 比 在 空气 中 运动 的 动 压 大 800 ЧА. 借助 
于 动 压 所 导致 的 升力 , 水 汉 般 和 一 种 平底 船 都 能 够 在 水 面 高 速 航行， 前 者 依靠 位 于 
ЖЖ ЧЕН, 而 后 考 通过 * 平 坦 的 船 底 " 在 水 面 滑行 产生 升力 
现在 研究 不 可 压缩 流体 在 变 截面 细 管 中 的 流动 (图 18) 我 们 
ТАНАН 将 认为 ， 管 中 的 流动 是 一 维 的 , 即 模 截面 S 上 不 同 点 的 流体 
速度 可 以 近似 地 认为 是 相同 的 , 于 是 在 定常 运动 中 , ЗБ 
度 仅 在 不 同 模 截 面 上 才 发 生变 化 .根据 流动 的 连续 性 , 在 单位 时 间 内 流 过 每 一 个 模 
截面 的 流体 具有 相同 的 体积 , 即 沿 管 道成 立 等 式 


06 = сопзі. 


显然 , 在 管道 较 细 的 地 方 流速 较 大 , 在 最 小 横 截面 Smin 的 地 方 流速 具有 最 大 值 unax. 
从 伯 努 利 积 分 (在 z = const 时 ) 有 

B+ 22 = совы. 
因此 , 压强 р 随 着 横 截 面 5 减 小 而 减 小 , 在 横 
截面 最 小 时 压强 也 最 小 . 


图 18， 变 截面 管 图 19， 喷 水 泵 示意 图 


流体 的 这 个 性 质 被 用 于 喷 水 泵 (图 19). 当空 气流 过 变 截面 管 I 时 , 在 最 小 横 截 
面 Smin 处 的 压强 能 够 小 于 容器 П 内 的 压强 . 于 是 , 液体 在 压强 差 的 作用 下 从 容器 
I 上升 至 管道 1 进而 形成 液 滴 并 被 气流 带 出 管 口 , 喷 向 周围 环境 . 


$4. 空 化 现象 


从 伯 努 利 积分 可 以 看 出 , 在 流体 的 定常 运动 中 , 压强 分 布 与 速度 分 布 有 密切 的 
关系 . 

在 解决 不 可 压缩 流体 运动 的 数学 问题 时 , 在 某 些 流动 区 域 中 可 能 得 到 负 的 压强 ， 
而 如 果 在 流动 中 有 速度 值 等 于 无 穷 大 的 点 , 压强 甚至 可 能 等 于 负 无 穷 大 . 自然 界 和 工 
业 生 产 中 的 液体 一 般 含有 悬浮 的 固体 微粒 和 被 溶解 的 气体 , 这 样 的 液体 在 大 多 数 情 
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况 下 不 能 承受 拉 伸 ( 负 的 压强 ). 在 一 些 特殊 条 件 下 能 够 观察 到 运动 液体 中 的 拉 伸 应 
力 , 但 是 在 通常 情况 下 , 液体 的 压强 р 不 能 低 于 某 个 正 值 , 这 个 值 在 常温 下 (~ 20°С) 
很 接近 零 1 

如 果 液 体 中 的 压强 降低 到 这 个 值 , 流动 的 连续 性 就 会 遭 到 破坏 , 在 液体 的 一 些 区 
域 中 将 出 现 大 量 小 气泡 , 气泡 内 是 液体 蒸气 或 原先 溶解 于 液体 的 气体 . 这 个 现象 称 
为 空 化 . 可 以 把 空 化 的 初始 阶段 解释 为 液体 在 压强 降低 时 的 沸腾 现象 . 当 压 强 进 一 
步 降低 时 , 小 气泡 结合 成 大 气泡 , 于 是 在 流动 中 出 现 一 些 大 的 空 腔 并 形成 空 腔 流 , 在 
空 腔 中 充满 从 液体 中 释放 出 来 的 气体 和 液体 蒸气 

ДЗЕН р, 看 做 液体 的 一 个 物理 特征 量 . 当 p > Psvwp 时 , 液体 的 
运动 不 受 这 个 量 的 影响 . Ч р = pwsp 时 , 在 流动 中 可 能 出 现 空 化 , 这 对 液体 运动 的 规 
律 有 重要 影响 . 例如 , 可 能 出 现 空 化 现象 的 地 方 是 管道 的 最 小 截面 处 ( 见 图 18) 和 活 
塞 式 抽水 机 的 活塞 下 方 ( 当 活 塞 上 升 时, 活塞 下 方 的 水 压 趋 于 零 , 见 图 3). 此 外 , 当 
液体 绕 各 种 物体 流动 时 也 可 能 出 现 空 化 现象 
空 化 数 对 于 不 可 压缩 流体 在 重力 场 中 的 定常 运动 , 根据 伯 努 利 积分 (3.3) 


可 以 写 出 
= 5-1 (4.1) 


НИЙ о/о, 在 许多 情况 下 取决 于 问题 的 运动 学 条 件 . 例如 ,我 们 在 下 文中 将 看 到 , 在 无 
界 不 可 压缩 理想 流体 绕 物体 的 连续 有 势 运动 中 , 最 大 速度 出 现 于 流体 边界 , 即 出 现 于 
物体 表面 ( 见 912), 而 比值 wosx/ue。 只 依赖 于 物体 表面 的 几何 性 质 和 物体 相对 于 来 
流速 度 的 方位 3 最 小 压强 pwis 对 应 流体 微 元 的 最 大 速度 о. 量 2ph 一 P)/pu& 
在 物体 表面 上 的 点 的 取 值 称 为 压强 系数 , 记 作 ср. 
根据 (4.1), 最 小 压强 点 所 对 应 的 压强 系数 可 以 写 为 
206. — Т 
ЩЕ 59 = 58-1 

此 外 , 实验 和 物理 理论 指出 , 甚至 在 通常 条 件 下 , 在 液体 中 可 能 因为 内 部 拉 伸 而 在 很 短 的 时 间 
间隔 内 产生 有 限 的 负 压 强 , 并 且 不 出 现 间断 或 沸腾 现象 . 化 学 上 的 纯 水 能 够 承受 200 atm 以 内 的 
拉 伸 . 普通 自来水 能 够 在 极 短 的 时 间 间 隔 内 承受 4 atm 以 内 的 拉 伸 , 但 是 在 通常 条 件 下 可 以 认为 
上 述 极限 压强 等 于 饱和 蒸气 压 psvap. 

在 第 一 卷 第 七 章 中 已 经 证 明 , 当 物体 被 不 可 压缩 理想 流体 的 平 动 来 流 绕 流 时 , 速度 场 的 无 量 
纲 特征 量 取 决 于 无 量 纲 参量 组 z/d, у/а, 2/4, а, 8, 其 中 а 是 物体 的 特征 长 度 ,a 和 B 是 给 定 物体 
相对 于 来 流速 度 的 方位 的 角度 . 无 量 纲 的 比值 v/v 不 依赖 于 来 流 的 速度 、 密 度 和 压强 , 所 以 , 当 
无 量 纲 坐标 z/d,y/d，z/d 以 及 а, 6 固定 时 , 该 比值 是 不 变 的 . 最 大 值 vax/voc 一 般 对 应 于 物体 
表面 一 个 完全 确定 的 点 . 如 果 考虑 可 压缩 性 , 则 对 于 完全 气体 的 绝热 运动 可 得 

у: е 


> Е За а 
теор, 5, ма 5), Зы лда, в, м), 
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空 化 的 出 现 取决 于 条 件 
_ 20 一 Pamp) _ 


2 


р. р: (4.2) 


无 量 纲 数 
_ 2(phst — Psvap) 
ла 7, 
称 为 空 化 数 , 它 取决 于 给 定 的 绕 流 条 件 . 空 化 数 x 的 值 依赖 于 无 穷 远 压强 , 这 是 通过 
Phat 表现 出 来 的 , 而 mse 依赖 于 物体 在 液体 中 的 深度 . 当 差 值 ns - pswp 固定 时 , 空 
化 数 x 随 着 来 流速 度 vw 的 增 大 而 急剧 减 小 . 
当 x = cp 时 , 在 流 场 中 速度 达到 最 大 值 
的 地 方 出 现 空 化 , 这 可 能 导致 整个 流动 发 生 剧烈 
变化 . 如 果 x < cr。 无 量 纲 的 空 化 数 就 成 为 具 
有 重要 作用 的 无 量 纲 主 定 参量 . 这 时 , 除了 雷诺 
数 和 弗 劳 德 数 , 还 必须 引入 空 化 数 , 它们 都 是 表 
征 流动 特性 的 基本 参量 和 进行 模拟 时 的 基本 相 
似 律 . 
显然 , 无 论 在 液体 中 运动 的 物体 形状 如 何 ， 
图 20， 空 化 水 洞 的 原理 图 只 要 运动 速度 不 断 提高 , 都 不 可 避免 地 会 出 现 空 
化 现象 ) . НАН оа Гоо 越 接近 1, 或 者 说 物体 
对 来 流 的 扰动 越 小 , 空 化 现象 就 来 得 越 迟 . 
从 (4.2) 可 见 , 对 于 给 定 的 物体 , 空 化 现象 不 仅 能 够 在 运动 速度 增加 时 出 现 , 而 
且 能 够 在 pw 减 小 时 出 现 . 显然 , 当 物体 下 沉 时 р. 增加 , 这 时 就 不 容易 出 现 空 化 . 
空 化 现象 的 模拟 为 了 对 空 化 现象 进行 实验 研究 , 可 以 使 用 各 种 实验 装置 , 例如 水 
洞 . 图 20 是 循环 式 水 洞 的 原理 图 . 在 这 样 的 水 洞 中 , 电动 机 带动 
位 于 水 洞 下 部 的 轴 流 式 或 离心 式 水 泵 驱动 水 流 进行 循环 , 被 绕 流 物体 放置 在 水 洞 的 
上 部 . 在 实验 过 程 中 , 所 需 空 化 数 一 般 是 通过 改变 Ps 而 实现 的 . 为 此 , 在 水 洞 中 专 
门 建 有 带 自 由 水 面 的 竖井 . 只 要 降低 竖井 中 的 自由 水 面 上 方 的 压强 , 就 能 降低 整个 
水 洞 中 的 水 压 , 从 而 能 够 在 绕 流速 度 比 实际 情况 小 得 多 的 条 件 下 模拟 空 化 . 
当前 , 因为 物体 在 水 中 高 速 运 动 的 问题 具有 越 来 越 重要 的 意义 ,对 空 化 现象 的 


研究 是 非常 千 切 的 . 

在 许多 实际 问题 中 , 例如 , 当 水 划船 高 速 航行 时 ,， 当 船用 螺旋 
空 化 现象 的 一 些 实例 “次 和 涡轮 超速 旋转 时 , 当 水 流 在 水 友和 其 他 水 力 机 械 中 运 
动 时 , 都 会 遇 到 空 化 现象 . 空 化 现象 甚至 还 会 出 现 于 飞机 的 液压 系统 , 内 为 pu, 随 着 
飞行 高 度 的 上 升 而 大 钼 下 降 . 


1 高 频 声波 也 会 导致 空 化 现象 , 见 175 页 . 一 一 译注 
习 涡轮 是 将 流体 的 能 量 转换 为 机 械 功 的 叶轮 机 械 , Я, 510. 一 一 译注 


§5。， 完 全 气体 绝热 流动 的 伯 努 利 积分 - 23. 


随 着 空 化 的 产生 , ЖА, ВЕНКА ЗЕ РЕВЕ АЫ, ОКЗ 
升力 会 大 幅 下 降 . 

当空 化 现象 出 现 以 后 , 在 物体 表面 压强 达到 Pie 的 区 域 产 生 大 量 气泡 , 气泡 中 
是 压强 接近 于 零 的 蒸气 .这些 气泡 随后 与 液体 一 起 运动 到 压强 高 一 些 的 区 域 , 这 时 
液体 以 较 高 的 速度 挤 压气 泡 , 导致 气泡 闭合 ,从 而 使 局 部 压强 剧烈 增加 (其 量 级 达 
数 百 大 气压 ), 结果 造成 被 绕 流 物体 表面 的 破坏 . 这 种 破坏 形式 称 为 空 他， 这 种 破坏 
在 某 些 条 件 下 可 能 如 此 之 大 , 以 至 于 船用 螺旋 桨 在 空 化工 况 下 运转 几 个 小 时 就 会 导 
致 其 叶片 完全 报废 . 

空 化 通常 伴随 有 一 系列 不 良 现象 : 出 现 振动 和 巨大 的 噪声 . 

气泡 的 形成 和 发 展 过 程 与 某 些 线性 特征 尺度 (产生 气泡 的 中 心 区 域 的 尺度 , 表 
面 张力 的 相关 参量 , 等 等 ) 有 关 , 因此 , 相似 性 可 能 在 模拟 时 遭 到 破坏 . 在 小 模型 上 ， 

气泡 的 形成 时 间 和 存在 时 间 (气泡 从 形成 到 闭合 的 时 间 ) 较 短 , 但 根据 相似 律 , 这 些 

时 间 在 大 尺度 现象 中 不 可 能 增加 ; 这 导致 相似 性 的 破坏 和 尺度 效应 的 出 现 . 

当 物 体 的 空 化 绕 流 充分 发 展 后 , 液体 与 蒸气 就 形成 明显 的 边界 ,于 是 在 物体 附 
近 出 现 空 腔 , 并 且 可 以 在 很 高 的 精度 下 认为 , 空 腔 与 液体 的 边界 上 的 压强 保持 不 变 
并 等 于 рар. РА, 这 样 的 边界 面 可 以 视 为 射流 边界 面 , 它 是 由 流 过 被 绕 流 物体 的 
液体 物质 点 组 成 的 ( 见 58). 


$5. 完全 气体 绝热 流动 的 伯 努 利 积分 


现在 研究 完全 气体 的 伯 努 利 积分 , 并 且 不 考虑 重力 的 影响 . 我 们 指出 , 在 流体 力 
学 的 一 些 应 用 领域 (例如 气象 学 ) 中 不 能 忽略 重力 的 影响 . 
我 们 将 研究 完全 气体 的 绝热 可 逆流 动 , 这 时 对 固定 的 气体 微 元 有 s = const， 


( ди у 
р = poe “(> ) 
9 Ро 


在 定常 运动 中 , 在 同一 条 流 线 上 s = const, 所 以 对 沿 流 线 定义 的 压强 函数 多 (p, 2) 
容易 得 到 以 下 表达 式 2 : 


Нр (#0) /е аре: 20 ГЩ во) /еь ќу 7 
B=— Doe/ev pr (ео) рии = 
7-128 2 у-1 po а Е" 


容易 看 出 , Ш cpT РАКИ Э) i = U + р/р. 我 们 指出 , 对 于 任意 双 参 


习气 泡 闭 合 指 微小 气泡 在 周围 液体 的 挤 压 下 消失 的 现象 , 该 现象 与 周围 液体 在 气泡 消失 的 位 置 
发 生 碰 撞 有 关 . 在 俄 文中 , 在 表示 气泡 闭合 时 使 用 的 单词 cxnontreanwe #& захлопывание 本 身 就 
有 拍 击 、 击 打 并 关闭 的 含义 . 一 一 译注 

2 积分 常量 没有 列 人 (5.1). 

引见 第 一 卷 第 五 章 56. 
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量 理想 介质 的 定常 绝热 运动 , ДЕЗ ВСЕ РЕКА, 因为 根据 热流 方程, 沿 流 线 有 
dU= -pa 


即 
4 = — 4 
8-74 


利用 (5.1), 在 绝热 运动 中 沿 流 线 成 立 的 伯 努 利 积分 在 忽略 质量 力 时 可 以 写 为 


V2 ж 

тій, 

对 完全 气体 则 有 : 

у +ет=Г. (5.2) 


加 而 减 小 . 

游 止 参量 显然 , 流 线 上 的 最 高 温度 将 在 v = 0 的 点 达到 . 记 该 点 的 温度 为 T*, 可 
以 把 伯 努 利 积分 (5.2) 中 的 常量 写 为 i* = cpT*. 温度 T* 称 为 灌 止 温度 ， 

г И. АЗИЯ s 那样 , 不 同 流 线 上 的 总 燃 可 能 是 不 同 的 . 

如 果 利用 (5.1) 把 函数 多 通过 压强 或 密度 表示 出 来 , 则 从 伯 努 利 积分 可 知 , 在 
同一 条 流 线 上 , 不 仅 温 度 在 v = 0 的 点 具有 可 能 的 最 大 值 , 压强 和 密度 也 在 这 一 点 达 
到 可 能 的 最 大 值 . 我 们 把 压强 和 密度 的 这 些 值 记 为 p* 和 р“, 于 是 可 以 把 伯 努 利 积分 
中 的 常量 表示 为 以 下 形式 之 一 : 


1/ 
20 осер = -了 Ро саве ртт -了 


7-1 po 7-17 7—1 
量 p* 和 р" ОЕ СВ ТИ ЕЕЕ О. 
АЖААН а Аад ария НИЕ 
9 一 pp。 出 时 , 在 气 锐 内 距离 出 气孔 较 远 的 地 方 , 速度 v 等 于 零 ， 
РА 而 压强 、 密 度 和 温度 分 别 等 于 沾 止 压强 、 洁 止 密度 和 灌 
止 温度 (图 21). 
图 21， 气 体 从 气 继 中 流出 显然 , АИ г 是 给 定 的 , 则 滞 止 温度 完全 
БОЕ г. 流 线 上 的 灌 止 压强 和 灌 止 密度 不 仅 与 i" 有 
ЗЕ, 还 与 入 的 值  - so 有关 . 如 果糖 因 为 气体 微 元 穿 过 激 波 而 增加 , 则 潜 止 压强 和 洁 
止 密度 会 减 小 . 这 个 效应 与 机 械 能 的 损失 有 关 , 对 实际 应 用 有 重要 意义 . 
当 气 体 绕 要 型 流动 时 , 在 要 型 上 出 现 一 个 临界 点 , 那里 v=0, рер", рр", 
Т-Т". 如 果 在 流 线 上 实际 没有 v = 0 的 点 , 那么 , 为 了 引入 滞 止 参量 , 可 以 假想 气 


蕊 滞 止 参量 也 称 为 总 参量 或 驻 点 参量 , 例如 灌 止 温度 也 称 为 总 温 或 驻 点 温度 , 滞 止 压强 也 称 为 
总 压 或 驻 点 压强 , КООН кВ. 一 一 译注 


= оТ" = 


§5。 完 全 气体 绝热 流动 的 伯 努 利 积分 - 25. 


体 微 元 能 够 从 所 研究 的 当前 状态 通过 可 逆 绝 热 过 程 减速 到 静止 状态 , 该 静止 状态 所 
对 应 的 状态 参量 就 是 滞 止 参量 . 
气流 的 最 大 速度 我 们 也 可 以 根据 伯 努 利 积分 表达 式 的 左 侧 在 流 线 上 另外 任何 一 个 
特征 点 的 取 值 来 确定 积分 常量 , 这 个 点 既 可 以 是 流 线 上 真实 存在 
的 点 , 也 可 以 是 利用 某 一 理想 过 程 通过 假想 而 引入 的 点 , 例如 在 绝热 过 程 中 加 速 到 
零 压强 p = 0 和 零 密度 р = 0 的 状态 所 对 应 的 点 . 

从 伯 努 利 积 分 可 见 , 气体 速度 在 p = 0 的 点 具有 最 大 值 . 如 果 用 wmax 表示 此 值 ， 
则 伯 努 利 积分 中 的 常量 等 于 


i = Мы, (5.4) 


2 
因为 在 真空 中 p=0, р=0, Т=0, 所 以 显然 可 以 把 速度 wmax 解释 为 气体 从 气 钠 流 
向 真空 时 的 速度 . 
比较 伯 努 利 积分 常量 的 表达 式 (5.3) 和 (5.4), 得 

umax = V2cpT™. (5.5) 
由 此 可 见 , 最 大 速度 vax 只 依赖 于 滞 止 温度 те. 在 定常 运动 中 , 气流 速度 不 可 能 超 
过 unax = V2cpT*. 这 个 结论 与 气体 运动 的 定常 性 有 密切 关系 . 在 非 定常 绝热 运动 
中 , 气流 的 速度 、 温 度 、 压强 和 密度 可 能 大 于 vwox, Т", р" 和 р". 
声速 ЛИ а = (0078р), 它 依赖 于 函数 р = рр, з) 的 形式 . 完全 气体 的 


声速 
- [222 
«= ү VA 
只 依赖 于 温度 т. 
现在 可 以 把 伯 努 利 积分 写 为 
02. а? 02, 


Es 
由 此 可 见 , 当 气体 微 元 的 速度 о 沿 流 线 发 生变 化 时 , 声速 也 发 生变 化 . 如 果 速 度 沿 流 
线 增加 到 其 最 大 值 vmax, 则 声速 减 小 到 零 . 

声速 在 流 线 上 的 最 大 可 能 值 出 现 于 滞 止 点 , 我 们 把 声速 的 这 个 值 记 为 a*. 现在 ， 
伯 努 利 积分 中 的 常量 还 可 以 写 为 


ны 
Рети. 
于 是 ， 
2 
а = УУЕТ*, таах = тт а". (5.6) 


УЖЕ 66. 
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临界 速度 “如果 气 体 微 元 的 速度 等 于 当地 声速 , 该 速度 就 称 为 临界 速度 2 , 其 记号 
为 ver = acr. 当 v = ver = ас 时 , 从 伯 努 利 积分 有 
а а _ 


?一 9-1 2’ 


4. Е 
„ү = үт (5.7) 


ver ПИАНО РАНЕ т". 
щ те = 288 К = 15°С, у = 1.4 时 , 我 们 来 对 比 一 下 a*, vmax 和 ver 的 值 : 


а" = 340 m/s, шах 5 756 m/s, ver ~ 310 m/s. 


在 空气 动力 学 中 , 上 面 引 人 的 参量 а, a*, vmax 和 о, 具有 重要 意义 . 
马赫 数 如 果 气 体 微 元 的 运动 速度 小 于 当地 声速 (v < а), 气流 就 称 为 亚 声速 气流 ; 
如 果 v > а, 气流 就 称 为 超声 速 气流 . 气体 微 元 的 运动 速度 与 当地 声速 之 比 
v/a = М 称 为 马赫 数 . 显然 , 对 亚 声速 流动 而 言 М < 1, 对 超声 速 流动 而 言 М > 1. 
因为 速度 v 能 够 从 零 变化 到 wmax, 声速 能 够 从 a* 变化 到 零 , 所 以 马赫 数 M 能 
够 从 零 变化 到 无 穷 大 . 
速度 因子 在 使 用 马赫 数 的 同时 , 或 者 说 为 了 取代 马赫 数 , 还 经 常 使 用 气体 微 元 的 
速度 与 临界 速度 之 比 


дэ _ ri 
А УТ ыы, 
量 和 称 为 速度 因子 . 在 和 的 表达 式 中 , 位 于 分 母 的 ос 在 流 线 上 各 个 点 都 是 相同 的 ， 


因为 ver = ас 只 依赖 于 滞 止 温度 7*, 而 滞 止 温度 在 绝热 可 递 运 动 中 沿 给 定 流 线 是 
不 变 的 . 容易 看 出 , 速度 因子 的 变化 范围 是 : 


ЕИ 
2 


所 以 


о<л<./7 +1 
<< ут. 
用 压强 和 滞 止 参量 表 ”我 们 来 研究 流 线 上 的 速度 对 压强 和 洁 止 参量 的 依赖 关系 . 为 
示 的 速度 公式 此 , 取 以 下 形式 的 伯 努 利 积分 : 
“+ 58 ec-ao)/copn-D/r 一 Уза, 


然后 在 方程 的 两 侧 都 除 以 2/2, 再 注意 到 


рак 7 р" es-s0)/cop* oD/7, 


2 25-10; 


相应 参量 称 为 临界 参量 . “临界 ”一 词 也 用 来 形容 流 场 中 速度 为 零 或 无 穷 大 的 点 ,但 在 气体 力 
学 中 速度 为 零 的 点 称 为 驻 点 或 灌 止 点 . 一 一 译注 


8 5 完全 气体 绝热 流动 的 伯 努 利 积分 527. 


8 12 р (7-D/T 
= 
所 以 7 
мад [ Е (2) | ， (5.8) 
或 者 , 根据 (5.5), 


v= | 2oT。 (2)""), (5.9) 


公式 (5.9) 称 为 圣 维 南 一 文 策 尔 公式 , 用 于 计算 气体 从 p = р", Т = Т" № 
经 过 喷 管 定常 地 流向 压强 为 p 的 外 部 空间 时 的 流速 . 不 过 , 为 了 使 喷 管 出 口 的 压强 确 
实 等 于 给 定 压强 р, 必须 把 喷 管 做 成 专门 的 形状 . 这 个 问题 将 在 下 一 节 中 进行 研究 . 
用 类 似 的 方法 可 以 从 伯 努 利 积分 得 到 压强 、 密 度 和 温度 的 以 
р, Pp, 了 与 滞 止 参量 和 


马赫 数 的 关系 下 公式 


v2 үи) я—1 ANYVo-D 
= р" (1 一 = р° (1- 一 一 2 
рн) ебам). 


пах 


„2 VOD 71 29-9 
=p (1- 一 一 =p° (1-12 (5.10) 
Ре) ЧИ 


А 02 . 7-12 
т-т (1-2) т (4-т=р). 


为 了 在 这 些 公式 中 引入 马赫 数 , 我 们 把 伯 努 利 积分 写 为 以 下 形式 : 


Е -Yo-D 
р-р (1+7 м) ， 

2 

Еа -м(1-1) 
p=p° (1+ 21м) 7 (511) 


ТЕТ" 4 十 21м) 
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气流 对 物体 的 加 热 ”气流 的 温度 随 着 气流 速度 的 增加 而 降低 .然而 , 如 果 在 气流 中 
有 静止 的 固体 , 并 且 固 体 的 初始 温度 与 气流 的 温度 相同 , 则 固体 
将 被 加 热 . 
其 实 , 对 于 空气 (у = 1.4), 固体 表面 驻 点 附近 的 温度 为 了 Т" = Т(1 + 0.2М?). 
如 果 气 流 在 距离 固体 较 远 的 地 方 具有 温度 T = —23°С = 250 К, 则 当 气 流速 度 达到 
声速 量 级 (M = 1) 时 Т" = 290 К, 即 驻 点 附近 的 气流 温度 比 来 流 温度 高 40*C. 当 
М = 3,T = 250 К 时 , ЯЯ Т" = 700 К, 而 当 М = 5 РЖ Т" = 1500 К. 
在 高 超声 速 气流 绕 物体 流动 时 , 高 温 不 仅仅 出 现 于 驻 点 .被 扰 流 物体 表面 的 实 
际 温度 分 布 既 与 气体 的 离 解 和 电离 过 程 有 关 , 也 与 绝热 性 的 破坏 有 关 , 因为 黏 性 、 辐 
射 以 及 气体 与 被 扰 流 物体 之 间 的 热 交 换 都 会 导致 过 程 不 再 是 绝热 的 . 当 物体 在 气体 
中 运动 时 , 物体 表面 可 能 被 剧烈 加 热 , 甚至 达到 熔化 和 汽化 的 程度 . 弹道 导弹 和 航天 
火箭 的 头 部 在 进 和 大气层 高 密度 区 域 时 会 被 严重 烧 蚀 , 之 所 以 没有 被 全 部 烧 掉 , 仅 
仅 是 因为 它们 在 这 样 的 条 件 下 只 在 大 气 层 中 运动 很 短 的 时 间 . 物体 在 大 气 层 中 作 高 
超声 速 运动 时 会 被 剧烈 加 热 , 如 何 克 服 这 种 不 良 效应 的 问题 是 空气 动力 学 的 基本 问 
题 之 一 , 它 关 系 到 飞行 器 材料 的 选取 和 外 形 的 设计 . 
另 一 方面 , 当 Т* = 290 К 的 静止 空气 被 吸入 高 速 区 域 时 , 能 够 得 到 非常 低 的 温 
ДЕТ, 例如 当 М = 5 时 , 气流 中 的 空气 会 被 极度 冷却 , 甚至 发 生 液化 . 
我 们 现在 证 明 , 只 要 定常 运动 的 速度 足够 小 , vyu2 ss < 1, 流 


可 压缩 性 如 何 影响 压 ” 休 的 可 压缩 性 Бе 
р ыы 


я 影响. 首先 证 明 , 当 运 动 速度 很 小 时 , 由 不 可 压缩 流体 公式 
2 
р=р – т 
和 完全 气体 绝热 可 逆 运 动 公式 
2 NT7-ID 
р=р (: = 7 ) (5.12) 


分 别 计算 出 来 的 压强 是 足够 接近 的 . 为 此 , 我 们 把 表达 式 (5.12) 按照 参数 02/2, 展 
开 为 泰勒 级 数 , 再 利用 好 。 = 2a"2(7 — 1) 和 ур"/р" = а"?, 得 


РИЧИ ос ЗОИ В НО 
ЕЕ 20-1) ә. 


рч? v2 
= 六 一 与 (总 ). 


ОА АГН, 量 i* 在 穿 过 激 波 的 流 线 上 保持 不 变 ( 见 15 90). 


$6。 可 压缩 性 对 流 管 形状 的 影响 . 拉 瓦 尔 喷 管 的 基本 理论 “29 


由 此 可 见 , 对 于 可 压缩 的 完全 气体 和 密度 等 于 气体 灌 止 密度 的 不 可 压缩 流体 , 压强 的 
差别 是 量 级 为 prv4/8a*? 的 小 量 . 

如 果 v3/4a*? < 0.01, 即 如 果 v < а7/5, 则 上 述 差别 的 量 级 仅 有 1%. 这 样 , 如 果 
ar = 340 m/s, 则 在 速度 v < 68 m/s = 245 km/h 时 , 按照 不 可 压缩 流体 公式 和 可 压 
缩 气体 公式 计算 出 来 的 压强 的 区 别 不 到 1%. 

类 似 地 , 对 于 密度 将 有 


容易 检验 , М р < ar/5 时 , p 与 p* 相差 约 2%. 于 是 , 如 果 认为 气体 是 不 可 压缩 流体 ， 
则 在 同样 的 速度 w = ar/5 下 , 压强 的 误差 为 1%, 密度 的 误差 为 2%. 

在 20 世纪 初 , 空气 动力 学 基本 上 只 研究 不 可 压缩 流体 . 现在 , 当 飞机 的 飞行 束 
度 达 到 并 且 大 大 超过 声速 时 , 考虑 可 压缩 性 就 具有 头等 重要 的 意义 . 

与 此 同时 , 也 不 能 认为 在 < 68 m/s 时 都 可 以 忽略 介质 的 可 压缩 性 , 因为 这 个 
结论 是 根据 气体 运动 的 伯 努 利 积分 得 到 的 , 而 伯 努 利 积分 仅 对 定常 运动 成 立 ， 如 果 
气体 的 运动 是 非 定常 的 , 可 压缩 性 在 很 小 的 运动 速度 下 就 已 经 能 够 明显 地 表现 出 来 
例如 , 在 声波 的 传播 过 程 中 , 气体 微 元 的 运动 速度 很 小 , 但 是 这 时 所 有 主要 的 效应 者 
与 介质 的 可 压缩 性 有 关 


$6. 可 压缩 性 对 流 管 形状 的 影响 . 拉 瓦 尔 喷 管 的 基本 理论 


现在 研究 可 压缩 性 在 气体 定常 运动 时 对 流 管 形状 的 影响 . 我 们 假设 流 管 是 细 长 
的 , 从 而 可 以 认为 运动 特征 量 在 每 一 个 模 截面 上 的 不 同 点 都 是 相同 的 , 并 且 气 体 微 
元 的 运动 速度 垂直 于 横 截 面 . 设 5 是 流 管 的 任意 一 个 横 截面 的 面积 . 


对 于 均匀 不 可 压缩 
不 可 压缩 流体 运动 中 J、 А 
的 流 管 的 形状 流体 , 根据 连续 性 5 
方程 可 知 , 流 管 的 


质量 流量 和 体积 流量 都 是 常量 ，m = р», 


tS = 05 = 05 = сопзі, 即 


_ сопзі 
и 


7 


图 22. 不 可 压缩 流体 运动 中 的 流 : 
所 以 速度 越 高 , 模 截 面 越 小， 该 本 数 图 像 。 国 4 沁 右 的 全 人 和 下 的 流 管 的 模 夫 而 
是 双 曲 线 (图 22). 
пажата ПЕНН, ор 
流 管 的 形状 变 , piv151 = pzv252 = 005 = const, 即 
сопзі 


5= Е (6.1) 


5 
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图 23. ро 对 о 的 依赖 关系 图 24. 完全 气体 绝热 可 逆流 动 中 的 
取决 于 流速 是 否 超过 声速 流 管 的 横 截 面 面 积 对 速度 的 依赖 关系 


可 压缩 流体 的 密度 依赖 于 速度 . 对 于 完全 气体 的 绝热 可 逆流 动 , 我 们 有 
12 101-0) 
pr) 


只 要 把 这 个 表达 式 代入 (6.1), 就 得 到 依赖 关系 5 = S(v): 


const 


8= 88у (6.2) 


2 3176-0, 
(=) 
由 此 可 以 求 出 流 管 的 形状 了 . 
对 于 任意 可 压缩 理想 流体 的 任何 运动 (一 般 不 是 绝热 运动 ), 我 们 通过 另外 一 种 
形式 来 阐述 流 管 形状 的 问题 . 为 此 , 我 们 用 以 下 方法 来 计算 a(pv). 取 定 常 运动 的 欧 
拉 方 程 在 流 线 上 的 投影 , 得 


udo= 9 = 040, 
Р Р 


式 中 a? = dp/dp 是 沿 流 线 计算 的 . 对 于 绝热 运动 , а 就 是 由 у (Әр/др), 定义 的 声速 . 
在 一 般 情况 下 , ЖЕ a 不 等 于 声速 , 但 是 它 在 对 非 绝热 运动 的 以 下 讨论 中 起 着 声速 的 
作用 . 于 是 , 沿 流 线 成 立 

udp = -М?рёъ, (6.3) 
式 中 M = v/a. 对 于 非 绝热 过 程 , 这 里 引入 的 数 M 一 般 不 等 于 由 比值 v/ V6p/6p)。 
定义 的 马赫 数 . 从 (6.3) 直接 可 得 等 式 


(ро) = рдо + оар = р(1 – М?) іо. 


可 以 看 出 , 随 着 速度 的 增加 (dv > 0), 量 pv 在 亚 声速 流动 中 增加 (这 时 v < Vdp/dp， 
М < 1), 在 超声 速 流动 中 减 小 (这 时 v > Vap/dp, M > 1)， 显 然 , о = Vdp/dp 
(М = 1) 的 点 , 量 pv 具有 最 大 值 (图 23). 


3 这 里 略微 改变 了 原文 的 行文 顺序 , 使 逻辑 关系 更 加 清晰 . 一 一 译注 


$6. 可 压缩 性 对 流 管 形状 的 影响 . 拉 瓦尔 喷 管 的 基本 理论 “31 


Я а 0 
1 Smin 

5а 

«і (а) 0 


图 25， 可 压缩 流体 运动 的 流 管 图 26，(a) 拉 瓦 尔 喷 管 , (b) 简单 喷 管 (收缩 喷 管 ) 


根据 公式 (6.1) 和 ро 的 变化 特点 可 以 得 到 一 系列 重要 结论 . 在 亚 声速 流动 中 
(М 1), 流 管 的 模 截面 随 着 速度 о 的 增加 而 减 小 , 随 着 速度 的 减 小 而 增加 , 这 与 不 
可 压缩 流体 的 情况 相同 . 收缩 流 管 中 的 亚 声速 流动 所 能 达到 的 最 大 速度 就 是 声速. 

在 超声 速 流动 中 (М > 1), 如 果 流速 沿 流 管 增加 , 则 ро 减 小 , 流 管 扩张 . 相反 , 如 
果 流 管 扩张 , 则 其 中 的 超声 速 流 加 速 运动 . 如 果 超 声速 流 沿 流 管 减速 运动 , 则 ро 增 
加 , ВЕНА, 因此 , 超声 速 流 在 收缩 管 中 减 速 运动 .我们 看 到 , 流 管 的 特点 对 亚 声 
速 流 和 超声 速 流 共 然 不 同 . 所 得 结论 对 任何 理想 气体 的 任意 定常 运动 都 成 立 . 

对 于 完全 气体 的 绝热 可 逆流 动 ， 流 管 模 截面 面积 5 与 速度 v 的 关系 由 (6.2) 给 
出 , МР 24. 曲线 S(o) 有 2 条 渐 近 线 :一 0 入 = vow 

我 们 已 经 证 明 , 如 果 把 亚 声速 气流 连续 地 加 速 为 超声 速 气流 , 
ИИ АЧА зок тотса садаи, 在 址 声速 流动 自 
增加 , 并 且 流 管 在 М = 1 的 地 方 具有 最 小 的 模 截 面 面 积 Su 

(图 25) 我 们 在 设计 用 来 把 亚 声速 气流 通过 绝热 过 程 加 速 为 超声 速 气流 的 喷 管 时 需 
要 考虑 这 个 结论 . 这 样 的 喷 管 称 为 拉 瓦 尔 喷 管 , 它 具 有 收缩 段 、 最 小 模 截面 ( 喉 部 ) 
和 扩张 段 (图 26 (a)) 

只 有 收缩 段 的 喷 管 称 为 简单 喷 管 或 收缩 喷 管 (图 26 (b)). 气流 在 绝热 过 程 中 流 
过 简单 晓 管 时 能 够 达到 的 最大 速度 就 是 声速 , 这 个 速度 是 在 最 小 横 蕉 面 的 地 方 ( 即 
МИННИ) 达到 的 .简单 喷 管 和 拉 瓦 尔 喷 管 在 工程 中 有 广泛 应 用 , 例如 , ЗСО 
о ЕНГА. ЕТЕНЕ ЕНА ТА АР 
拉 瓦 尔 喷 管 中 的 绝热 流动 

о 设 气体 经 过 简单 喷 管 从 气 锥 流向 外 部 空间 (图 27 (a))， 外 部 空 

简单 喷 管 中 的 流动 间 的 压强 mn 称 为 反 压 . 流动 特征 量 在 喷 管 出 口 的 值 记 作 р, 
,在 气 铅 内 距离 哮 管 较 远 处 的 值 记 作 pr, pr, Т, о, 并 且 认 为 = 0. 如 果 ру ро, 
在 喷 管 中 就 没有 气流 .如 果 反 压 po 略 小 于 р", 气体 就 开始 流动 

当 气体 与 环境 之 间 没 有 热 交换 时 , 气 钱 内 的 温度 т 和 压强 p 保持 不 变 , 我 们 
来 建立 此 时 气体 流 过 喷 管 时 的 质量 流量 С = роб 对 压强 比 po/p* 的 依赖 关系 . 如 果 
po/p” = 1, С = 0 (图 28 中 的 点 А). 当 po/p* 略 小 于 1 时 , 喷 管 中 出 现 亚 声速 气 
流 , 速度 在 喷 管 出 口 达 到 最 大 值 . 这 种 流动 情况 对 应 图 28 中 的 点 В. Ч о/р" 继续 降 
低 时 , 出 口 速度 增加 , 流量 也 增加 , 但 气流 仍然 是 亚 声速 的 .最 后 , 当 压强 比 达 到 某 个 
值 p/P р/р 时 ,出口 速 度 等 于 当地 声速 v 二 ve 二 ar 我 们 来 计算 在 v 二 tw 
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图 27， 在 研究 气体 经 过 喷 管 流出 气 钠 时 使 用 的 记号 . (а) 简单 喷 管 , (b) 拉 瓦 尔 喷 管 
时 在 喷 管 出 口 的 密度 和 压强 的 临界 值 . 根据 (5.10) 和 (5.7), 我 们 有 
Ў А 02, Ме-1) А 2 109-1) 
1 = ра = р (:-= ) = р (=) Я 


2 Wo-D 
р = р. = р (55) А 


实验 表明 , ро > per 时 , 喷 管 出 口 的 压强 大 致 等 于 反 压 (р’ = ро). 所 以 , 当 速度 在 
最 小 横 截面 上 达到 声速 时 , 可 以 认为 


po р, 2 т/(1=1) 
= в | —— 
p р (去 


Per ~ 0.528. 
р 


(6.4) 


从 而 在 Y= 1.4 


这 种 流动 状态 对 应 图 28 中 的 点 D. 根据 (6.4), (5.7), (5.3) 和 (5.6), 临界 流量 为 
2 (9+1)/2(—1) 
яч) 


_ Г (2-9 е5 

КЕС а < 
当 反 压 po 继续 降低 时 , 喷 管 内 部 的 流动 不 再 改变 ， 
流量 保持 在 临界 流量 并 停止 变化 , 而 喷 管 出 口 的 速 
度 则 一 直 等 于 当地 声速 了 . 从 (6.5) 可 见 , 量 С.. 取 
决 于 滞 止 参量 和 喷 管 的 最 小 横 截面 面积 . 因此 ， 当 
аы, повзати ВИНЕ 【Sai 给 定 ) 时 , 如果 没有 热量 从 喷 
量 对 外 部 环境 压强 与 气色 内 部 压强 “ 管 壁 面 释 放出 去 , 喷 管 的 流量 在 p* 和 Т 给 定 的 情 
之 比 的 依赖 关系 况 下 不 可 能 大 于 С... 


Ger = perVerSmin = pason( 


G=puS 


У 这 种 现象 称 为 喷 管 的 阻塞 现象 . 一 一 译注 


$6、 可 压缩 性 对 流 管 形状 的 影响 - 拉 瓦 尔 喷 管 的 基本 理论 - 33. 


当 简 单 喷 管 出 口 速度 达到 声速 以 后 , 喷 管内 的 流动 情况 不 可 能 因为 反 压 po 的 变 
化 而 发 生变 化 , 这 在 物理 上 有 一 个 简单 的 解释 ， 其 实 , 反 压 的 微小 变化 是 一 种 小 扰 
动 , 小 扰动 以 声速 沿 介质 微 元 传播 , 但 是 喷 管 出 口 的 
气体 微 元 本 身 就 以 声速 运动 , 所 以 扰动 只 会 被 气流 带 
走 而 不 可 能 进入 喷 管 内 部 . 在 临界 流动 状态 下 , 喷 管 
内 部 的 气体 微 元 “不 知道 " 喷 管 外 部 的 情况 . 

然而 , 反 压 po 的 变化 将 影响 喷 管 外 部 的 气体 运 
动 . 随 着 po 的 降低 , 在 喷 管 外 部 的 自由 射流 中 , 气流 
能 够 成 为 超声 速 的 , 但 不 再 是 均匀 的 (速度 在 射流 横 
截面 上 的 分 布 极 不 均匀 ). 

尔 图 29， 绝 热 可 逆流 动 的 质量 流 密 

拉 瓦 尔 喷 管 中 的 流动 аи 度 ро 沿 流 线 对 p/p" 的 依赖 关系 
图 27 (b))， 在 前 面 一 种 情况 中 使 用 过 的 所 有 记号 都 
保持 不 变 . 对 于 连续 的 绝热 定常 流动 , 利用 流 线 上 的 
基本 关系 式 (5.8), (5.7) 和 状态 方程 


Р_(Р Uy 

р (21 у 
我 们 把 质量 流 密度 ро 的 表达 式 写 为 比值 p/p* 的 函 
数 : 


т Uy е0" 
~ 
(6.6) 
图 29 给 出 了 pv ХЇ р/р" 的 函数 图 像 . 显然 , 流 线 
上 M = 1, p= per 的 点 对 应 图 像 中 的 最 大 值 点 . 曲 
线 pv 的 右 半 段 对 应 亚 声速 流动 (M < 1, р> Ре), Е 


РР" 


半 段 对 应 超声 速 流动 (M > 1, р < рь). ВОСИТАЕ. Е 


的 每 一 个 横 截面 都 对 应 着 曲线 ро = f(p/p*) 的 一 个 
确定 的 点 , 沿 喷 管 轴线 的 每 一 段位 移 都 相当 于 按照 确定 方式 沿 这 条 曲线 移动 . 


我 们 将 在 号 管 出 口 压强 po 等 于 环境 介质 压强 的 条 件 下 定性 

全 估计 这 隐 信 太 管 中 ”地 研究 拉 瓦 尔 喷 管 内 的 流动 .路 管 中 这 样 的 流动 状态 称 为 理 

论 流动 状态, 而 这 种 条 件 下 的 喷 管 称 为 理论 喷 管 .我 们 关心 

的 是 压强 乏 度 沿 管 轴 的 分 布 (图 30) 和 号 管 流量 С = роз 对 po/p" 的 依赖 关系 有 
何 特点 . 

当 po = р", 在 拉 瓦 尔 喷 管 中 没有 流动 , G = 0 (图 28 中 的 点 人 如果 略微 降 

低 反 讨 ро, 在 号 管 中 就 开始 出 现 亚 声 速 流动 ,流量 为 G (例如 图 28 中 的 点 В). 图 30 
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(曲线 1—17) 给 出 了 速度 v 和 压强 р 在 这 种 情况 下 沿 管 轴 的 分 布 . 最 大 速度 和 最 小 
压强 是 在 拉 瓦 尔 喷 管 的 最 小 模 截面 上 达到 的 . 沿 管 轴 向 喷 管 出 口 Se 方向 的 位 移 相 
当 于 在 pv 曲线 上 从 某 一 点 b 移动 至 Suin 的 对 应 点 с, 然后 再 从 点 c 反方 向 移动 至 
5. 的 对 应 点 d. 继续 降低 反 压 , 在 喷 管 中 还 是 亚 声 速 流动 , 但 流量 С 更 大 一 些 (例如 
图 28 中 的 点 Е); 图 30 中 的 曲线 2 一 2 是 速度 和 压强 沿 管 轴 的 分 布 曲 线 . 与 前 面 类 
似 , 沿 管 轴 的 位 移 对 应 着 沿 ро 曲线 亚 声速 段 的 移动 (图 29), 只 是 向 上 移动 的 终点 9 
高 于 点 c. 

最 后 , 当 反 压 进一步 降低 至 某 个 值 时 , 速度 在 喷 管 最 小 横 截面 Smin 上 达到 声速 
v = а = ver, 而 压强 p = pe (图 30 中 的 曲线 3 一 3' 或 3—4, 图 28 ФВ р). Ж 
轴 的 位 移 对 应 着 沿 图 29 中 的 曲线 的 移动 , 这 时 终点 9 位 于 М = 1 的 点 . 在 拉 瓦 尔 喷 
管 喉 部 之 后 , 横 截面 开始 变 大 , 而 v 或 者 逐渐 减 小 , 或 者 逐渐 增加 , 并 且 速 度 减 小 的 
情况 对 应 着 图 29 中 的 pv 曲线 的 亚 声速 段 , 速度 增加 的 情况 对 应 着 该 曲线 的 超声 速 
段 . 相应 地 , 这 时 压强 沿 管 轴 或 者 逐渐 增加 到 出 口 压强 ps (图 30 中 的 曲线 3—3), 或 
者 逐渐 降低 到 出 口 压强 ps (图 30 中 的 曲线 3 一 4). 如 果 ph <р < рь, 则 ( 当 So/Smin 
固定 时 ) 气体 在 喷 管 内 的 连续 的 理论 流动 状态 是 不 可 能 的 . 

当 po = р, 时 , 喷 管 中 的 流动 全 部 是 亚 声 速 的 ; 当 po = ph 时 , 在 最 小 横 截面 之 
前 是 亚 声速 流动 , 在 最 小 横 截面 之 后 是 超声 速 流动 , 并 且 喷 管 出 口 的 超声 速 速度 v 
有 具有 确定 的 值 . 我 们 指出 , 对 于 给 定 的 喷 管 , 如 果 不 改变 气缸 中 的 气体 参量 而 仅仅 改 
变 环境 压强 ро, 就 不 可 能 得 到 具有 不 同 出 口 速度 的 另外 一 种 超声 速 流动 状态 当 气 
流 的 滞 止 参量 不 变 时 , 为 了 得 到 不 同 的 超声 速 流动 状态 , 必须 使 用 出 口 横 截面 与 最 
小 模 截 面 的 面积 之 比 不 同 的 其 他 喷 管 . 

ШЖ р 3 ро, 则 气体 在 拉 瓦 尔 喷 管 中 的 流动 状态 称 为 非 理论 
ДЕНЕ 流动 状态 . y < po ОИСИ, > po РАНУ 
称 为 不 完全 膨胀 喷 管 ,对 于 前 者 , 气流 应 当 在 外 部 介质 中 进 

一 步 减速 , 从 出 口 喷 出 的 自由 射流 发 生 收 缩 ; 对 于 后 者 , 气流 应 当 进一步 加 速 , 自由 
射流 发 生 膨胀 . 如 果 一 个 喷 管 对 于 给 定 的 po/p* 是 非 理论 喷 管 , 则 气体 从 喷 管 中 流 
出 时 不 再 具有 一 维 运动 的 性 质 , 并 且 在 气流 中 会 出 现 激 波 . 当 po < ру 时 , 激 波 出 现 
于 喷 管 出 口 以 外 的 气体 射流 中 , 而 当 ph < ро < рь 时 , 激 波 出 现 于 喷 管 以 内 喉 部 之 后 
的 超声 速 段 . 对 于 任何 po < ps 的 情况 , 喷 管 的 形状 和 气体 在 出 口 以 外 的 运动 都 会 导 
致 喷 管 中 的 气流 不 再 是 一 维 的 和 连续 的 . 

当 气 流速 度 在 拉 瓦 尔 喷 管 的 最 小 横 截 面 上 达到 声速 之 后 , 喷 管 的 流量 将 不 再 随 
着 po 的 进一步 降低 而 变化 . 这 时 的 流量 值 等 于 С, = peruerSuin (0% (6.5)). 极限 流 
量 只 依赖 于 滞 止 参量 和 最 小 横 截 面 面 积 , 这 与 简单 喷 管 的 情况 是 一 样 的 ， 当 滞 止 参 
量 给 定时 , 给 定 的 喷 管 具有 确定 的 最 大 流量 , 气体 不 可 能 以 超过 Со. 的 流量 通过 喷 
管 . 为 了 根据 给 定 的 流量 Gc: 和 气体 在 气缸 中 的 参量 来 设计 喷 管 , 需要 对 Smin/5。 
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可 调 喷 管 ” 我 们 指出 , 如 果 要 求 经 过 喷 管 的 气体 流量 在 气体 的 汪 止 参量 改变 时 保持 
Ж (С. = const), 则 喷 管 一 般 应 具有 可 调节 的 喉 部 , 即 Suin 应 当 是 可 
变 的 . 根据 (6.5) ВИЗ, 在 С... = const 时 应 有 mr Smin/VT* = const. 
如 果 滞 止 温度 增加 (给 气色 内 的 气体 加 热 ), 但 р = const, 就 必须 扩大 喷 管 的 哈 
部 . 当 T* = const ЕЎ, р" 可 能 因为 损耗 而 降低 (НАНА), 这 时 也 必须 扩大 喷 管 的 喉 
部 . 如 果 由 外 部 条 件 给 出 的 流量 无 法 通过 路 管 , 气体 就 不 可 能 定常 运动 , 这 时 在 气流 
中 可 能 出 现 剧烈 振荡 . 
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在 第 三 章 和 第 五 章 中 , 我 们 对 任意 的 有 限 物 质 体 表述 了 力学 和 热力 学 的 基本 积 
分 关系 式 ， 当 运动 连续 时 , 这 些 积分 关系 式 等 价 于 相应 的 基本 微分 方程 , 而 当 运动 不 
连续 时 ,利用 这 些 关系 式 可 以 得 出 强 间断 面条 件 . 

积分 形式 的 动力 学 关系 式 和 能 量 守恒 定律 可 以 表 壕 为 第 七 章 的 方程 (4.4) (47) 
我 们 现在 考虑 这 些 积分 关系 式 的 一 些 重要 应 用 . 

设 V* 是 物质 体 , 即 由 给 定 介质 的 物质 点 组 成 的 运动 的 有 限 几何 体 , 它 全 部 位 于 
空间 中 的 有 限 区 域内 ; У 是 静止 的 控制 体 , 其 表面 为 封闭 的 控制 面 >， 此 外 , 我 们 假 
设 物质 体 У 在 所 研究 的 时 刻 + 与 空间 中 的 静止 控制 体 V 重合 , 而 物质 面 此 时 
与 静止 控制 面 > Ж. 

根据 第 二 章 的 一 般 公式 (8.10) 可 知 , 在 定常 运动 的 情况 下 , 物质 体积 分 2 的 承 
体 导数 在 任何 时 刻 才 可 以 表示 为 控制 面 2 上 的 面积 分 

因此 , 对 于 在 任何 介质 中 发 生 的 伴随 有 任何 物理 化 学 过 程 的 
定常 运动 的 基本 积分 任何 定常 运动, 对 被 控制 面 > 包围 的 任意 控制 体 Y 可 以 使 

用 以 下 积分 关系 式 2): 


У 以 后 将 认为 , 如 果 被 积 函数 在 对 某 种 “ 流 ” 引 入 理想 化 假设 时 具有 奇异 性 , 则 所 研究 的 体积 分 
是 收敛 的 , 并 且 具 有 有 限 值 . 

2) 即使 不 引入 物质 体 的 概念 , 也 可 以 直接 利用 控制 体 和 控制 面 来 表述 物理 学 中 的 基本 守恒 定律 . 
例如 , 利用 静止 的 控制 体 у 和 控制 面 可 以 把 质量 守恒 定律 表述 为 


d 
$ [а = ~ fms, 
у Ё 


即 控制 体内 的 物质 质量 对 时 间 的 变化 率 等 于 单位 时 间 内 通过 控制 面 流入 控制 体 的 物质 质量 与 从 控 
制 面 流出 的 物质 质量 之 差 . 根据 导数 的 定义 , 因为 所 取 控 制 体 是 静止 的 , 所 以 


а _ Гар 
а -/ 54", 
у у 


从 而 在 定常 运动 中 成 立 关系 式 (7.1). 一 一 译注 
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图 31， 控 制 面 示意 图 


质量 守恒 方程 
[льда =0, (7.1) 
х 
动量 ( 冲 量 ) 方程 
рии» іс = | Ерат+ | р, о, (7.2) 
ао е. 
动量 矩 方程 


отоодо = [rx Eripart [rx pat Qn)do, (73) 
ғ ў Е 


能 量 方程 (热力 学 第 一 定律 ) 
Є +0) war= / (For Че) рат Гао). (4) 
У У: z 


所 有 记号 都 是 常用 的 , 详 见 前 文 . 关系 式 (7.1) 一 (7.4) 主要 应 用 于 这 样 一 些 情形 , 这 
时 只 要 适当 选取 控制 面 > 就 可 以 准确 地 或 近似 地 计算 出 面积 分 , 或 者 把 面积 分 通过 
已 知 量 或 待 求 量 表示 出 来 , 于 是 (7.1) 一 (7.4) 就 成 为 用 来 确定 待 求 量 的 方程 或 公式 ， 
封闭 的 控制 面 可 以 由 若干 个 封闭 曲面 组 成, — Po + Pi +. (#31). 

在 控制 体 У 内 部 和 某 些 曲面 >, Е, 介质 的 定常 运动 和 物理 过 程 可 能 极其 复杂 . 
例如 , 可 能 有 化 学 反应 、 燃 烧 和 各 种 相 变 , 可 能 有 多 种 外 力 的 相互 作用 , 等 等 .为 了 
计算 面积 分 , 在 全 部 或 部 分 所 选 控制 面 上 可 以 利用 革 些 渐 近 表达 式 或 假设 所 以 , 仅 
仅 根据 控制 面 上 的 给 定 的 或 假定 的 运动 , 就 可 以 利用 关系 式 (71) 一 (7.4) 来 计算 
合力 或 总 能 量 流 . 下 面 举例 说 明 一 些 典型 应 用 . 

我 们 来 研究 液体 或 气体 射流 冲击 平板 时 的 定常 运动 (图 30). 
射流 对 平板 的 作用 力 在 冲击 平板 之 后 , 流体 沿 平板 流动 , 设 入 射 射流 的 压强 po、 密 
度 po 和 速度 w 在 距离 平板 较 远 的 模 截 面 上 均匀 分 布 并 具有 给 定 的 值 ,而 速度 
最 w 与 平板 之 间 的 夹 角 为 a 为 简单 起 见 ,我 们 忽略 流体 的 黏 性 和 重量 ,但 是 在 一 
般 情 况 下 考虑 其 可 压缩 性 ， 在 图 中 所 示 的 射流 自由 面 ВА 和 EF Е, 我 们 有 边界 条 
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件 p= po, 式 中 po 是 常量 , 即 环境 介质 的 压强 , 而 按照 问题 的 条 件 , 它 也 等 于 人 射 射 
流 在 横 截 面 5 上 的 压强 . 
对 于 任意 的 封闭 曲面 9, 有 一 个 经 常用 到 的 公式 : 


а Вы (7.5) 


К п = паі +пуј +т.К 是 曲面 9 的 单位 外 法 向 或 内 法 向 矢量 , Va 是 9 所 围 区 域 . 
射流 对 平板 的 作用 力 垂 直 于 平板 , 其 大 小 为 


[ве 


БА 
式 中 2* 是 被 流体 覆盖 的 那 一 部 分 平板 表面 . 取 垂 直 于 平板 的 方向 为 z 轴 方 向 , 如 
果 认 为 平板 的 另 一 侧 (不 受 射流 冲击 的 一 侧 ) 2*” 上 的 压强 等 于 po, 那么 , 根据 平板 
两 侧 2* + 2 的 压强 分 布 , 作用 在 平板 上 的 合力 P 的 大 小 显然 可 以 表示 为 


P= / par- | аво = Је) 
БИ = 5 


我 们 现在 指出 , 如 何 利用 积分 形式 的 动量 方程 (7.2) 来 计算 这 个 力 . 如 图 32 所 
示 , 取 封 闭 曲线 АВСРЕРА 所 代表 的 曲面 作为 控制 面 5, 包括 射流 的 横 截面 5, 被 
流体 覆盖 的 平板 表面 CD, 射流 的 自由 面 АВ, РЕ, 以 及 沿 平板 流动 的 流体 的 截面 
(图 32 中 的 BC 和 ЕР), 并 且 在 该 截面 上 , 流体 的 速度 平行 于 平板 , 而 压强 则 等 于 自 
由 面 上 的 压强 po 了 . 

根据 (7.5) 和 公式 р, = -pn, 式 中 n 是 相对 于 流体 的 单位 外 法 向 矢量 , 关系 式 
(7.2) 给 出 


/ee - [отт 


因为 在 控制 面 2 上 , 只 有 在 被 流体 覆盖 的 平板 表面 CD 上 才 有 рӯ ро. 此 外 , 除了 
截面 AF, BC 和 ЕР, 在 控制 面 的 其 余部 分 都 有 vn = 0, 而 在 АР 上 有 в, = -vo， 
vz = уозта, Е ВС 和 ED 上 有 w=0, 所 以 


Р = руд sina = Gvosina, (7.6) 


式 中 G 是 射流 的 质量 流量 . 公式 (7.6) 给 出 射流 对 平板 障碍 物 的 动力 学 作用 力 . 这 
个 力 与 射流 速度 的 平方 成 正比 , 它 与 人 射 射流 的 动量 矢量 的 大 小 和 方向 在 射流 冲击 
平板 时 发 生变 化 有 关 . 公式 (7.6) 适用 于 具有 任何 形状 的 横 截面 5 的 理想 流体 射流 . 


О 在 这 里 和 下 文中 , 通过 精确 计算 得 到 的 相应 极限 值 在 理论 上 只 有 在 远 场 才能 达到 , 但 是 我 们 
总 是 可 以 在 有 限 上 距离 的 截面 上 进行 近似 计算 , 同时 认为 由 此 带 来 的 误差 在 极限 情况 下 等 于 零 . 
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不 可 压缩 流体 平面 射 ”现在 更 详细 地 讨论 一 下 不 可 压缩 理想 流体 平面 射流 的 情况 
流 对 平板 的 作用 这 时 , 只 要 对 单位 宽度 的 射流 应 用 流量 方程 、 动 量 方程 和 动 
БЕДУ, 我 们 不 但 能 够 得 到 对 单位 宽度 平板 的 作用 力 , 而 
且 能 够 得 到 其 他 一 些 关系 式 . 
流量 方程 给 出 0) 


plvo = роо + рото, Ё 1= +1, 


式 中 1, 4, ь 分 别 是 射流 在 横 截面 AF, ВС 和 ED 的 厚度 . 

动量 方程 在 沿 平板 方向 的 у 轴 上 的 投影 给 出 

plugcosa = рт — ріу05, 8 Ісоѕа = 12 – Ц. 
由 此 可 知 ， 
1 10а 
3 2 2 

我 们 用 h 来 表示 从 射流 中 心 线 与 平板 的 О ( 见 图 32) 到 力 Р 的 作用 点 的 

距离 . 对 点 O 的 动量 矩 方程 (7.3) 在 k=0, Е=0, В=0, Qn =0 时 给 出 2 


1+ова, 


ь b= 


в, ов 
Ph= Р-Р, 


如 果 取 G = plvo, 则 利用 最 后 一 个 等 式 和 公式 (7.6) 可 得 习 


215та ^ 2sina 2 
因此 , 在 所 研究 的 问题 中 , 利用 一 般 的 积分 关系 式 不 仅 能 够 计算 合力 Р, 而 且 能 
够 计算 这 个 力 在 平板 上 的 作用 点 . 
平板 滑 水 设 有 一 翼 展 无 限 大 的 半 无 穷 长 平板 以 水 平 速 度 vo。 和 倾角 a 在 水 面 上 常 
速 滑行 , 平板 的 一 端 始终 与 水 面 接触 .物体 底部 在 水 面 上 的 这 种 滑行 运 
动 称 为 滑 水 . 如 图 33 所 示 , 平板 与 水 面 接触 的 一 端 用 点 B 表示 , 这 是 一 条 垂直 于 示 
意图 平面 的 水 平 直线 , 该 直线 在 所 研究 的 情况 下 垂直 于 滑行 速度 矢量 . 
我 们 来 研究 水 相对 于 平板 的 定常 平面 运动 , 这 样 的 运动 在 平行 于 平面 zy 的 所 
有 平面 内 都 是 相同 的 . 水 的 这 种 相对 运动 就 是 相对 于 平板 的 固 连 坐标 系 的 运动 . 设 
水 底 是 平 的 , 我 们 用 Н 表示 水 底 在 平板 之 前 的 深度 (图 33). 为 简单 起 见 , 我 们 忽略 
重力 , 并 认为 水 是 不 可 压缩 理想 流体 . 按照 条 件 , 在 平板 前 方 和 后 方 很 远 的 地 方 , 水 
在 绝对 运动 中 是 静止 的 , 在 相对 运动 中 则 具有 水 平 的 常 速度 vo (其 方向 为 从 右 向 左 ， 
见 图 33). 在 相对 运动 中 , 自由 面 4B 和 DE, 被 绕 流 的 平板 边界 BC 和 水 底 GF 在 


о 由 伯 努 利 积分 可 知 , 截面 BC 和 Ер 上 的 速度 值 为 wm 一 一 译注 
包 这 里 利用 了 类 似 于 (7.5) 的 公式 ] por x nd = 0, 式 中 0 是 任意 的 封闭 曲面. 一 译注 


3 显然 ， 射流 对 平板 的 作用 力 具有 使 平板 绕 点 О 向 垂直 于 射流 的 位 置 旋 转 的 作用 . 一 一 译注 
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图 33. 平板 滑 水 


zy 平面 上 都 表现 为 流 线 . 假设 自由 面 上 的 压强 m (大 气压 ) 是 常量 ， 当 液体 的 重量 
被 忽略 时 , 从 伯 努 利 积分 可 知 , 自由 面 上 的 相对 速度 的 大 小 保持 不 变 . 

在 平板 滑 水 端的 前 面 , 水 沿 平板 流动 并 形成 一 层 厚 度 6 很 小 的 液 膜 最 终 以 射 
流 的 形式 落 回 水 面 . 显然 , 液 膜 自由 面 上 的 速度 值 等 于 vo, 液 膜 中 的 速度 值 在 较 远 的 
地 方 也 等 于 vo. 因此 , 在 平板 滑 水 端 前 面 形成 的 射流 在 相对 运动 中 的 速度 等 于 滑 水 
速度 vo, 而 在 绝对 运动 中 (这 时 平板 前 方 无 穷 远 处 的 流体 处 于 静止 状态 ) 的 速度 在 a 
很 小 时 近似 地 等 于 200. 

选取 单位 高 度 的 柱 体 表面 为 控制 面 2, 其 母线 乖 直 于 zy 平面 , 底面 平行 于 该 平 
面 , 底面 边界 在 гу 平面 上 由 封闭 曲线 ABCDEFGA 表示 , 并 且 截 面 AF, EG 和 
CD 位 于 足够 远 的 地 方 , 使 得 这 些 截面 上 的 压强 等 于 po, 而 速度 等 于 vo. 

从 质量 守恒 方程 可 知 

h=H-6. (7.7) 


因为 我 们 假设 水 是 理想 流体 , 所 以 水 对 平板 的 作用 力 垂直 于 平板 . 取 动量 方程 在 
Zz 轴 上 的 投影 (这 样 可 以 消去 底面 对 水 的 作用 力 ), 得 
РН%8 — phv? + рб сова = —P sina, (7.8) 
式 中 Р 是 单位 宽度 的 平板 所 受 作用 力 的 大 小 ， 


?= fo-me 


从 (7.7) 和 (78) 容易 求 出 
Р = piv? сої аы (7.9) 
这 个 公式 表明 , 水 对 平板 的 作用 力 与 液 膜 的 厚度 5 有 很 大 关系 . 该 厚度 可 以 视 为 a， 
五 和 hr* 的 函数 ( 见 图 33). 
如 果 给 定 н 和 Ае, 则 相应 问题 的 全 部 理论 解 表明 , 沿 平板 流动 的 液 膜 的 厚度 


3 显然 , 在 应 用 积分 关系 式 的 时 候 , 在 相应 方程 中 , 对 控制 面 中 平行 于 zy 平面 的 两 个 截面 的 
积分 或 者 等 于 零 , 或 者 相互 抵消 . 
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在 а 很 小 时 具有 量 级 az, 所 以 作用 力 Р 在 а 很 小 时 具有 量 级 a (因为 在 a 很 小 时 
cot(a/2) ~ 2/а). 
力 PP 在 运动 速度 的 相反 方向 (z 轴 的 相反 方向 ) 上 的 分 力 是 阻力 , 在 垂直 于 运 
动 速度 方向 上 的 分 力 是 升力 . 由 公式 (7.9) 可 知 , 阻力 值 R 和 升力 值 4 可 以 表示 为 
В = Psina = pbv2(1 + cosa), 
а (7.10) 
А = Рсоза = ри соб 5 сова. 
АЗ (1.10) 不 依赖 于 Н, 所 以 , 在 无 限 水 深 的 情况 下 , 即 当 Н = оо, № = оо, h* = ос 
时 , 这 些 公式 也 是 成 立 的 . 这 时 , 量 5 仍然 是 任意 的 , 但 是 可 以 把 这 个 量 通过 角 a 和 
浸水 段 的 “长 度 ”! 表示 出 来 . 量 ! 的 定义 已 经 在 图 33 中 明显 地 给 出 . 
在 实际 滑 水 时 , 被 绕 流 的 平板 表面 上 的 黏 性 摩擦 力 导致 滑 水 阻力 增加 近 1 倍 , 但 
在 a 很 小 时 可 以 忽略 黏 性 摩擦 力 对 升力 А 的 影响 . 可 以 证 明 , 流体 重量 的 影响 在 高 
速 滑 水 时 是 极其 微弱 的 2 . 
博 尔 达 管 设 不 可 压缩 流体 通过 博 尔 达 管 从 一 个 很 大 的 、 在 极限 上 无 穷 大 的 容器 中 
以 射流 的 形式 流出 (图 34). 我 们 认为 充满 流体 的 容器 位 于 以 АВЕС 为 
边界 的 全 部 左 半空 间 , 不 计 流 体 的 重量 . 在 边界 上 有 一 个 面积 为 5 的 小 孔 , 其 形状 
可 以 是 任意 的 . 在 小 孔 内 安装 有 一 个 足够 长 的 柱 形 管 ED 一 BC, 这 样 的 柱 形 管 称 为 
博 尔 达 管 ， 在 容器 中 距离 小 孔 很 远 的 地 方 , 流体 的 压强 为 p,, 而 外 部 空间 中 的 压强 
po < р. 流体 在 压强 差 nm - po 的 作用 下 从 容器 向 外 部 空间 定常 地 流出 , 形成 表面 为 
DN 一 CM 的 射流 ， 距 离 容 器 小 孔 很 远 
的 射流 横 截面 的 渐 近 面积 记 为 50. 我 们 
来 计算 射流 的 收缩 比 , 即 比值 50/5. 
我 们 用 po 表示 不 变 的 环境 压强 , 用 
vo 表示 射流 表面 的 相应 速度 . 射流 横 截 
面 面 积 在 极限 情况 下 等 于 So, 这 时 横 截 
面 上 的 压强 也 等 于 po. 对 不 可 压缩 流体 
射流 中 的 任何 一 条 流 线 应 用 伯 努 利 积分 ， 
得 


2 
т =р+ 50, (7.11) 
式 中 p 是 流体 的 密度 ; 这 里 认为 , 容器 中 
的 流体 在 距离 小 孔 很 远 的 地 方 在 极限 上 具有 压强 р). 
为 了 求 出 射流 的 收缩 比 , 我 们 取 虚 线 所 表示 的 曲面 ( 见 图 34)、 博 尔 达 管 管 辟 、 
13: Седов Л.И. Плоские задачи гидродинамики и аэродинамики. Москва: Гостех- 
издат, 1950; 3-е изд. Москва: Наука, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov 1..1. Two-Dimensional 
Problems in Hydrodynamics апі Aerodynamics，New Уогк: Wiley 1965). 书 中 给 出 了 滑 水 的 平面 
运动 问题 在 考虑 流体 重量 时 的 完整 的 解 . 


图 34， 流 体 从 博 尔 达 管 流出 的 示意 图 
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射流 表面 和 横 截面 So 组 成 控制 面 区 , 并 对 它 应 用 动量 方程 (7.2). 在 图 34 中 , 封闭 
曲线 ABCMNDEGFA4 表示 控制 面 2. 利用 等 式 (7.5) 可 以 把 方程 (7.2) 写 为 


о [оао =— [е р0пао. 
Ы ў 


现在 , 我 们 将 此 方程 投影 于 速度 方向 , 即 平行 于 博 尔 达 管 母线 的 方向 . 对 于 距离 小 也 
无 穷 远 的 部 分 控制 面 , 可 以 认为 速度 о 趋 于 零 , 所 以 通过 这 部 分 控制 面 的 动量 流 等 
于 零 . 对 于 控制 面 区 上 除了 5 的 其 余部 分 , 有 v= 0. 又 因为 流体 是 理想 的 , 所 以 
可 以 写 出 
24% -- | росы, т) ао = (ә, в), (742) 
ВАРСЕ 


这 里 使 用 了 对 封闭 曲面 BAFGEB 成 立 的 等 式 


(р, — ро) cos(n, оо) іс = 0, 
ВАРСЕВ 
即 
Ј в-ро, wao = /tp п): 
ВАРСЕ 5 
№ (7.11) 和 (7.12) 立即 得 到 
51 7.13) 
а се 
因此 , 当 不 可 压缩 流体 通过 博 尔 达 管 以 射流 的 形式 流出 时 , 收缩 比 等 于 1/2. 在 
一 般 情况 下 (对 于 其 他 形状 的 喷 管 ), 收缩 比 依赖 于 喷 管 的 几何 形状 . 
对 于 由 亚 声速 连续 气流 形成 的 射流 , 如 果 在 射流 表面 p = po, 则 公式 (7.12) 仍 
然 成 立 . 在 完全 气体 的 情况 下 , 可 以 把 这 个 公式 写 为 
50 р-ро. (р, _ МН 
5 р | ) TMI 
式 中 Mo 是 截面 56。 上 的 马赫 数 . 
现在 需要 用 气体 的 伯 努 利 积分 代替 形 如 (7.11) 的 伯 努 利 积 分 . 在 (5.11) 的 第 一 
个 公式 中 令 p* = р, М = Мо, 由 此 可 得 
-1) 
(+ Tm) 1 а 
5 


0 


м? (7.14) 


公式 (7.14) 在 Мо 一 0 时 化 为 公式 (7.13). 
当 


2 \YWo-D 
в-а) 
# р 7+1 
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时 , 流动 是 亚 声速 的 . 当 压 强 差 很 大 时 , po/p* < pe/p”, 在 射流 中 出 现 超声 速 流动 . 如 
果 po/p* 足够 小 , 在 射流 中 就 会 出 现 激 波 , 问题 的 解 因而 变 得 非常 复杂 . 


$8. 定常 运动 的 流体 与 被 绕 流 物体 之 间 的 相互 作用 


我 们 来 研究 流体 绕 某 一 个 或 一 组 物体 的 定常 流动 (图 35). 

0 1, у»... 是 被 绕 流 物体 的 表面 , 它们 都 位 于 流 管 Хо 的 内 部 . 在 选取 流 管 
хо 的 时 候 , 我 们 既 可 以 通过 想象 在 运动 流体 中 直接 选取 , 也 可 以 采用 其 他 一 些 方式 ， 
例如 , 如 果 所 研究 的 流体 确实 在 一 个 管道 内 流动 , 就 可 以 把 管 壁 取 作 流 管 50. 还 可 
以 这 样 选 取 流 管 Yo, 使 得 它 的 一 部 分 是 某 些 固体 的 边界 . 控制 面 包括 被 绕 流 物体 
的 表面 DB;，Z2，.…, ИМ Хо, 以 及 流 管 Po 的 横 截面 5, 和 52. 这 样 , 我 们 将 对 控制 
ШУ = Хоф + 52+... + 5; + 52 应 用 关系 式 (7.1) 一 (7.4). 

假设 流 管 的 横 截面 5, 和 52 (其 面积 是 有 限 的 , 也 用 5, 和 52 表示 ) 距离 被 绕 
流 的 物体 足够 远 , 流动 在 这 两 个 横 截面 上 是 均匀 的 ,， 于 是 在 横 截 面 上 分 别 有 均 匀 分 
布 的 密度 ру, p 和 速度 v1, vo, 并且 
速度 分 别 垂直 于 9, 和 52. 此 外 ,我 
们 还 假设 横 截面 5, 和 5. 上 的 内 应 


Жо. 在 流 管内 部 区 域 和 流 管 表面 ， 
既 允 许 存在 与 外 部 物体 的 各 种 机 理 
的 能 量 交换 , 也 允许 存在 切 向 应 力 ， 
图 35， 流 体 在 管道 (或 流 管 ) 中 绕 一 组 障碍 物 定常 流 ”因为 在 一 般 情 况 下 我 们 并 不 需要 理 
动 的 示意 图 . 控制 面 2 = Уо + Zi 十 Dz 十 … 十 Si 十 S2 


想 流体 假设 . 
反作用 力 的 合力 R， 下 面 将 使 用 以 下 记号 : 
合力 矩 M 和 流体 所 
ЧАИ" ИЕ оу -R= | һд GD 
30+; 1+ 2+--- 
-М = (r x pn + Qn) о, (8.2) 


$0+51+Я2+-- 


-w= [ (воо ры ] (рл о – 4) їо, (8.3) 


у ох +ха+- 


„ 12 р 
Cn ДРУ (8.4) 


显然 , 矢量 -А 是 内 部 物体 在 边界 面 2;，Z2，.… 上 对 流体 的 作用 力 与 流体 在 


这 个 假设 便于 应 用 , 并 且 在 许多 情况 下 是 完全 可 以 接受 的 . 不 过 , 即使 在 5: 和 5。 上 还 有 切 
向 应 力 , 也 可 以 推广 下 面 的 公式 . 


S$ 8， 定 常 运动 的 流体 与 被 绕 流 物体 之 间 的 相互 作用 43. 


流 管 хо 上 所 受到 的 面 力 的 合力 , 而 矢量 В 是 相应 反作用 力 的 合力 , 即 流体 对 被 绕 
流 物体 和 流 管 Zo 的 作用 力 的 合力 . 类 似 的 解释 适用 于 对 某 个 固定 点 的 合力 矩 矢量 
-м 和 М. 

标量 -W 是 单位 时 间 内 进入 控制 面 所 包围 的 控制 体 У 的 总 能 量 (包括 机 械 
能 、 热 量 和 其 他 形式 的 能 量 ), 减 去 单位 时 间 内 通过 横 截面 5, 和 Ss 进入 控制 体 的 总 
能 量 (W 是 从 该 区 域 释放 的 总 能 量 ). 

按照 定义 , 记 为 i* КВА, 即 质量 动能 与 质量 烩 ( 见 第 一 卷 第 五 章 公 
式 (6.6)) 之 和 . 

如 果 考 虑 重力 , ФЕ = д, 则 


J Foar = мо, Је врат ме хд, [е-орат= быта, (8.5) 
у у у 


式 中 . 是 控制 体 V 中 流体 的 质量 , >” 和 о" 分 别 是 控制 体 中 流体 的 重心 的 径 矢 和 
速度 (密度 在 控制 体 У 中 的 分 布 可 能 不 均匀 ). 
在 许多 应 用 中 可 以 认为 
Е=0, Һ=0, 
从 质量 守恒 定律 (7.1) 得 
PiV151 = 020252 = С, (8.6) 
式 中 G 表示 所 研究 的 流 管 的 质量 流量 . 
根据 条 件 , 在 Хо 和 被 绕 流 的 物体 表面 Pi，za2，.… 上 ww = 0, 所 以 动量 方程 
(7.2) 给 出 以 下 公式 : 
R= +). ~ (pa+ ры. (8.7) 


在 这 个 公式 中 , 我 们 引入 了 单位 矢量 = -ml 和 о/о = п, 来 代替 横 截面 5， 
和 52 上 的 单位 外 法 向 矢量 n; 和 по. 要 想 考虑 流体 的 重量 , 根据 (8.1) 和 (8.5), 只 
要 在 (8.7) 的 右 侧 加 上 横 截面 S 和 5 之 间 的 流体 的 重量 即 可 . 

现在 引入 横 截面 5, 和 5> 的 几何 中 心 的 径 矢 r? 和 3, 并且 认 为 在 5 和 5。 上 
к= 0. 动量 矩 方程 (7.3) ее 


адан 


а 


туха 9 


= (р + p08)S1 0 ~ (pa ру), 72002 (8.8) 


如 果 考 虑 流体 的 重量 , 就 需要 在 (8.8) нии 51 和 5: 之 间 的 流体 所 受 

重力 的 合力 对 流体 重心 的 力矩 ( 见 (8.5). 如 果 外 部 对 全 部 表面 Yo (在 整体 上 对 流 

管 和 射流 表面 ) 的 压强 po 是 常量 , 则 根据 前 面 的 结果 , 在 公式 (8.7) 和 (8.8) 中 可 以 

把 ру 和 pz 分 别 替换 为 p, – ро 和 р. — ро). 以 后 可 以 认为 p, 和 ma 等 于 总 压 , 或 
此 时 在 В Я м 的 定义 中 也 应 进行 相应 苦 换 . 一 一 译注 
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者 等 于 在 某 常 压强 po 基础 上 的 增 量 . 
最 后 , 如 果 认 为 在 5 和 52 上 аз = 0 (这 是 一 个 很 自然 的 假设 , 并 且 容 易 考 虑 在 
Sl 和 5) а 70 的 情况 , 只 不 过 在 很 多 应 用 中 无 此 必要 ), 则 能 量 方程 (7.4) 给 出 
一 个 形式 很 简单 的 公式 : 
W = (i )6. (8.9) 


在 这 个 公式 中 很 容易 单独 考虑 W 的 定义 式 所 包含 的 重力 的 功 ( 横 截 面 5, 和 52 之 
间 的 流体 的 势能 之 差 ). 

于 是 , 在 W = 0 时 有 证 = 这. 对 于 完全 气体 , 这 个 等 式 在 展开 后 就 是 伯 努 利 积 
中 考虑 了 本 来 沿 流 线 不 变 的 能 量 常量 因为 流体 向 外 部 物体 “释放 ”能 量 W 而 发 生 
变化 . 

在 一 般 情况 下 , 公式 (8.6) 一 (8.9) 既 适 用 于 连续 运动 , 也 适用 于 在 控制 体内 部 有 
各 种 间断 的 运动 . 它们 在 工程 流体 力学 中 具有 重要 价值 , 是 对 流体 机 械 在 一 维 流动 理 
论 中 进行 各 种 计算 的 基本 关系 式 和 方程 . 显然 , 对 于 横 截面 5 和 5, 之 间 的 有 限 质 
量 的 介质 , 定常 运动 公式 (8.6) 一 (8.9) 与 强 间断 面 关系 式 具有 相同 的 本 质 . 当 横 截面 
81 和 $2 完全 相同 并 且 无 限 接近 时 , 公式 (8.6) 一 (8.9) 变 为 正 激 波 关系 式 , 因为 根据 
前 面 所 提 假 设 , 5 和 5: 上 的 速度 垂直 于 相应 横 截面 . 

在 推导 公式 (8.6) 一 (8.9) 时 , 我 们 曾经 假设 速度 、 密 度 和 压强 在 流 管 的 有 限 大 小 
的 横 截面 5, 和 52 上 均匀 分 布 . 如 果 相 应 流体 力学 问题 的 精确 解 满足 这 些 假设 , 则 
公式 (8.6) 一 (8.9) 是 精确 的 如果 根 据 精确 解 或 实验 结果 可 知 这 些 假 设 仅仅 近似 成 
立 , 则 所 得 公式 也 是 近似 的 , 只 不 过 在 许多 情况 下 , 这 些 假设 实际 上 是 完全 可 以 接受 
的 . 与 此 同时 也 需要 注意 , 从 实际 应 用 的 角度 看 , 所 有 理论 计算 在 本 质 上 其 实 永远 都 
是 近似 的 ， 上 述 公式 对 无 穷 细 的 流 管 总 是 成 立 的 , 这 时 不 必 对 速度 、 密 度 和 压强 在 
横 截面 上 是 否 均匀 分 布 提出 任何 假设 . 在 一 般 情况 下 , 当 运动 特征 量 在 横 截面 5, 和 
52 上 的 分 布 非 常 不 均匀 时 , 可 以 通过 对 5: 和 52 进行 积分 的 形式 写 出 类 似 的 公式 ， 
这 时 必须 把 横 截 面 5, 和 5> 分 割 为 诸多 无 穷 小 的 微 元 Д5, 和 Д5), 然后 对 这 些微 
元 写 出 (8.6) 一 (8.9) 的 右 侧 表达 式 并 求 和 . 

在 理想 流体 的 绝热 定常 运动 中 , 如 果 дд" = 0, 并 且 没 有 因为 质 

流 线 二 的 能 量 方程 - 量 访 做 功 而 出 现 的 机 械 能 流 ,那么 , 只 要 与 流体 接触 的 物体 是 
静止 的 , 理想 流体 中 的 面 力 (压强 ) 在 静止 曲面 Хо 和 2i, Z2，… 上 就 不 做 功 , 于 是 
从 (8.3) 可 知 , 对 每 一 个 流 管 都 有 W = 0. 所 以 , 根据 (8.9), 在 流 线 上 成 立 以 下 形式 


3 原文 如 此 , 其 实 应 当 是 单位 时 间 内 流 过 横 截面 51 和 52 的 流体 的 势能 之 差 . 因此 , 如 果 考 虑 
流体 的 重量 , 则 


М = G(ii + 927 — 5 - 925), 
式 中 z? 和 23 分 别 是 横 截 面 5; 和 52 的 几何 中 心 的 高 度 .一 一 译注 
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的 能 量 方程 

лаар Р. (8.10) 
在 我 们 所 研究 的 一 般 情况 下 , 质量 内 能 О, д, ха, ха, ---) 可 能 依赖 于 表征 流体 微 
元 内 部 过 程 的 各 种 力学 参量 和 物理 化 学 参量 Xi, ха, 这 些 参量 一 般 是 变量 , 可 能 
沿 流 线 发 生变 化 . 即使 在 控制 体 V 内 的 流动 中 存在 强 间断 一 激 波 , 等 式 (8.9) 和 
相应 的 (8.10) 也 是 成 立 的 . 

由 于 么 性 流体 在 被 绕 流 物体 的 表面 满足 无 滑 移 条 件 , 所 以 面 力 在 静止 固体 边界 
(зо, 还 可 能 包括 全 部 或 部 分 曲面 о) 上 不 做 功 . 然而, 共性 内 应 力 在 自由 边 
界 (全 部 或 部 分 曲面 о) 上 是 要 做 功 的 , 所 以 W 0. 此 外 , 在 黏 性 导热 流体 中 ， W 
的 值 还 依赖 于 流动 中 的 热量 交换 情况 、 因 此 , 对 于 黏 性 流体 中 的 微 流 管 ， 等 式 (8.10) 
的 右 侧 在 一 般 情况 下 应 当 包括 形 如 W/G 的 一 项 , 并 且 在 该 流 管 的 流量 趋 于 零 时 有 
И 一 0. 

对 于 机 截面 大 小 有 限 的 静止 的 绝热 国体 管道 ,只 要 黏 性 力 在 模 截 面 5 #152 上 
不 做 功 (精确 的 或 近似 的 结果 ), 就 可 以 认为 W = 0. 

为 了 在 实际 中 应 用 方程 (8.9), 我 们 再 给 出 以 下 说 明 . 

о 对 于 气体 , 经 常 可 以 使 用 公式 U = cvT Оо. 在 有 化 学 反应 
对 外 部 能 天 流 的 一 些 ”的 时 候 , 例如 在 稀 烧 过 程 中 , 在 方程 8.9) 中 需要 考虑 着 


О — 0 = сузТ — су1Т, + Иез — Чи 


以 及 可 加 常量 оз — Оо, 的 变化 . 参量 xi, xz,，… 的 变化 导致 内 能 变化 , 内 能 的 相 
应 变化 量 可 以 解释 为 内 部 化 学 能 的 变化 量 , 它 等 于 化 学 反应 的 “反应 热 ”. 可 以 用 类 
似 的 方法 引入 熔化 能 .汽化 能 、 电 离 能 等 . 


1 如 果 考 虑 重力 做 功 的 影响 , 流 线 上 的 能 量 方程 就 可 以 写 为 
位 ЕА а 32 8 
++ он = ОЕ я, 
式 中 用 字母 = 表示 高 度 (z 坐标 轴 指 向 上 方 ). 这 个 方程 实际 上 是 能 量 方程 的 一 个 首次 积分 , 可 以 称 
为 能 量 积分 . 其 实 , 对 于 理想 流体 在 有 势 质量 力 场 Е = grad 多 中 的 绝热 定常 运动 , 利用 连续 性 方 
程 可 以 把 微分 形式 的 能 量 方程 写 为 以 下 形式 : 
12 р 
зем (чин +) =0. 
因此 , 在 流 线 之 上 成 立 能 量 积分 
а 
2 


于 是 , 作为 动量 方程 (或 动能 方程 ) 和 能 量 方程 的 首次 积分 , 伯 努 利 积分 和 能 量 积分 都 是 沿 流 线 成 
立 的 关系 式 . 在 文献 中 , 这 两 个 首次 积分 经 常 都 称 为 伯 努 利 方程 或 伯 努 利 公 式 . 一 一 译注 


+0454 042), 
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在 实际 工程 计算 中 经 常 对 气体 使 用 内 能 公式 
U =evT, 


并 把 化 学 反应 和 其 他 一 些 类 似 过 程 所 导致 的 能 量变 化 当做 给 定 的 外 部 能 量 流 , 这 部 
分 能 量 流通 过 方程 (8.9) 中 的 量 W/G 表现 出 来 . 在 这 种 便于 应 用 的 研究 方法 中 , 就 
本 质 而 言 , 内 部 物理 化 学 过 程 的 作用 被 替换 为 给 定 的 外 部 能 量 流 . 

现在 考虑 几 个 重要 的 实例 . 
设 流 体 在 静止 管道 Yo 中 作 定常 运动 , 管道 一 般 是 弯曲 的 (图 


ИНЕ. 36) 根据 公式 (8.7), 流体 对 管 避 的 反作用 力 的 合力 就 是 
利用 矢量 
(ps + p208)52 2 和 (рр) 
К 7 


构建 起 来 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 . 如 果 流 量 G = mw S, = pzv252 不 等 于 零 , pn > 0, 
Pa > 0, 横 截面 5, 不 平行 于 S>, 则 Е 0 
Ap A 然 不 等 于 零 . 显然 , 流动 方向 的 任何 改变 
都 会 导致 管 辟 上 的 反作用 力 的 合力 不 等 
于 零 . 
从 公式 (8.8) 容易 看 出 , 如 果 分 别 从 
— Ар ВМ 51 和 5) 的 几何 中 心 引出 的 重 线 
这 一 (rposi 相交 于 点 О, 则 流体 对 管 壁 的 反作用 力 对 
图 36， 流 体 对 管道 的 反作用 力 点 O 的 合力 矩 等 于 零 ), 这 时 可 以 把 管 
道中 的 固定 点 О 当做 力 в 的 作用 点 . 
物体 在 柱 形 管 中 运 动 ” 为 了 计算 在 无 界 流体 中 运动 的 物体 所 受到 的 阻力 , 首先 研究 
时 的 无 穷 远 条 件 以 常 速 度 v 在 无 穷 长 柱 形 管 中 沿 平行 于 母线 的 方向 进行 平 
动 的 一 个 或 一 组 物体 (图 зт). 流体 的 扰动 依赖 于 物体 和 柱 形 
道 的 形状 、 物 体 在 管 中 的 位 置 、 物 体 的 速度 、 流 体 的 性 质 (黏度 、 可 压缩 性 等 ) 以 及 
流体 未 受 扰动 时 的 原始 状态 .为 了 解决 这 个 流体 力学 问题 , 必须 根据 实验 提出 某 些 
假设 作为 相应 问题 的 附加 的 定 解 条 件 . 
如 果 物 体 的 尺寸 远 小 于 管道 模 截 面 的 尺寸 , 则 在 许多 情况 下 可 以 认为 , 由 物体 运 
动 引起 的 流体 扰动 在 物体 前 方 无 穷 远 处 在 极限 上 完全 消失 , 即 运动 物体 前 方 无 穷 远 
处 的 流体 处 于 静止 状态 2 . 这 个 基本 假设 在 应 用 上 和 理论 上 都 是 可 以 接受 的 . 
2 上述 垂 线 一 般 不 相交 , 所 以 流体 对 管 壁 的 反作用 力 的 合力 矩 一 般 不 等 于 零 . 一 一 译注 
对 于 放置 在 管道 中 的 物体 , 这 个 “自然 的 ”假设 在 某 些 情况 下 是 不 可 能 的 ! 例如 , 如 果 物 体 是 
静止 的 , 但 是 物体 上 安装 有 能 够 驱动 流体 的 螺旋 桨 , 在 物体 前 方 就 会 形成 射流 ; 因此 , 不 能 认为 流 
体 在 这 样 的 “静止 " 物体 前 方 处 于 静止 状态 , 换言之 , 不 能 认为 前 方 无 穷 远 处 的 速度 在 管道 横 截面 


上 的 所 有 点 都 趋 于 零 . 在 无 界 流体 中 不 会 出 现 这 种 效应 , 不 过 , 如 果 有 无 限 多 个 物体 (ЗЕЯ, 
在 无 界 流体 中 也 可 能 出 现 这 种 效应 


(Pa+Po3)S> 
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图 37， 柱 形 管 中 的 固体 绕 流 示意 图 


我 们 进一步 假设 流体 的 绝对 运动 和 (在 物体 的 固 连坐 标 系 中 的 ) 相对 运动 是 定 
常 的 ; 这 在 理论 上 表示 , 所 研究 的 流体 运动 是 极限 情况 下 的 运动 , 这 时 具有 给 定 速度 
的 物体 已 经 在 流体 中 运动 了 无 穷 长 的 时 间 , 换言之 , 物体 是 从 后 方 无 穷 远 处 运动 到 
管道 中 的 给 定位 置 的 . 

定常 运动 假设 使 运动 物体 后 方 的 无 穷 远 条 件 变 得 复杂 起 来 . 乍 一 看 似乎 可 以 认 
为 , 就 像 在 前 方 无 穷 远 处 的 情况 那样 , 由 物体 引起 的 扰动 在 后 方 无 穷 远 处 也 会 消失 . 
对 流动 图 案 更 加 深入 的 研究 表明 , 在 所 用 流体 模型 的 范围 内 , 例如 对 理想 流体 而 言 ， 
可 以 根据 物体 后 方 的 不 同 无 穷 远 条 件 求 出 各 种 受 扰 运 动 . 在 许多 重要 情况 下 , 与 实 
验 相对 应 的 却 正 是 流体 扰动 在 物体 后 方 无 穷 远 处 不 消失 的 一 些 流动 图 案 . 

在 研究 由 流体 内 部 的 运动 物体 引起 的 流体 受 扰 运动 时 , 为 了 更 加 深入 地 理解 这 
个 问题 的 数学 提 法 , 我 们 首先 在 理想 流体 假设 下 研究 当 物体 后 方 无 穷 远 处 没有 扰动 
时 物体 所 受阻 力 的 问题 . 
流体 的 相对 运动 在 发 展 下 述 理论 时 , 考察 流体 对 运动 物体 的 相对 运动 更 加 方便 , 这 

时 要 在 流体 和 固体 所 组 成 的 系统 上 香 加 一 个 平 动 速度 , 该 速度 与 
物体 速度 的 大 小 相同 但 方向 相反 . 经 过 这 样 的 变换 , 流体 从 无 穷 远 处 流向 静止 的 物 
体 ; 根据 物体 前 方 的 无 穷 远 条 件 , 来 流速 度 值 等 于 物体 绝对 运动 的 速度 值 , 方向 则 与 
之 相反 (图 37). 

显然 , 流体 中 所 有 的 力 和 内 应 力 在 以 上 变换 下 都 保持 不 变 . 根据 伽利略 一 牛顿 
原理 , 对 任何 流体 模型 都 可 以 进行 这 样 的 变换 , 使 得 所 有 力 的 相互 作用 都 保持 不 变 . 
对 于 黏 性 流体 , 由 于 无 滑 移 条 件 的 限制 , 在 绝对 运动 中 静止 不 动 的 柱 形 管 在 上 述 变 换 
后 必须 沿 母 线 运动 . 对 于 理想 流体 , 管 壁 的 这 种 运动 对 流体 运动 毫 无 影响 , 所 以 在 变 
换 之 后 仍然 可 以 认为 管 壁 是 静止 的 . 在 通常 情况 下 , 有 限 长 管道 的 无 滑 移 边界 条 件 
仅仅 对 管 壁 附近 区 域 才 有 重要 影响 , 所 以 对 于 放置 在 管道 中 心 线 附 近 的 不 大 的 物体 ， 
绕 流 时 的 上 述 近 壁面 效应 并 没有 十 分 重要 的 实际 意义 . 

因此 , 一 组 物体 以 相同 的 速度 在 流体 中 匀速 运动 的 问题 可 以 替换 为 与 之 等 价 的 
静止 物体 绕 流 问题 , 只 要 让 来 流速 度 与 物体 运动 速度 相反 即 可 . 
анат 在 实验 观察 中 发 现 , 如 果 存 在 不 参与 上 述 变换 的 其 他 一 些 物体 ,例如 

风 洞 、 水 槽 .船体 的 固体 壁面 ,上面 两 个 问题 就 不 是 完全 等 价 的 . 于 是 ， 
我 们 得 到 迪 比 亚 伴 雇 : 在 原来 静止 的 流体 中 运动 的 物体 所 受到 的 阻力 不 等 于 该 物体 
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静止 时 因为 流体 绕 该 物体 流动 而 出 现 的 阻力 ， 为 了 消除 迪 比 亚 伴 诬 , 在 模拟 时 必须 
消除 (降低 ) 无 关 物体 的 影响 , 这 一 般 要 求 扩大 实验 装置 试验 段 的 尺寸 . 

因为 介质 的 运动 是 定常 的 , 被 绕 流 的 物体 是 不 可 渗透 的 刚体 ， 
ЭЭЛЕЙ ичине, 并 且 来 自 无 穷 远 的 流 线 在 绕 过 物体 后 

应 当 延 伸 至 无 穷 远 ， 为 简单 起 见 ,我 们 在 理想 流体 模型 下 考 
虚 完全 气体 的 绝热 运动 , 不 计 外 质量 力 . 此 时 , 在 每 条 流 线 上 者 成 立 伯 努 利 积分 . 设 
来 流 在 无 穷 远 处 的 密度 р, 压强 р, 和 速度 v 是 常量 , 于 是 可 以 把 伯 努 利 积分 和 绝 
热 条 件 表示 为 以 下 两 个 等 式 : 


v2 т/б) „ v2 10-0) 
= (1-53 ) Ў (1) А (8.11) 


式 中 

es oT" ро)^ = 13 я er-G-a)/er， 

В г, ТЯ wax 在 所 有 流 线 上 都 相同 且 保持 不 变 , 并 且 这 个 结论 对 连续 运动 和 
具有 激 波 的 运动 都 成 立 . 只 有 当 气 体 微 元 从 外 部 获得 在 形式 上 不 同 于 压强 做 功 的 能 
基 W 时 , 上 述 参量 才 有 可 能 发 生变 化 . 在 所 研究 的 绝热 运动 中 , 参量 р" 仅 在 因为 流 
线 穿 过 激 波 而 导致 焙 增 加 时 才 发 生变 化 . 

我 们 来 研究 当 z 一 -oo 和 z 一 co 时 横 截面 5S; 和 5, 上 的 运动 特征 量 . 在 从 5 
延伸 到 52 的 所 有 流 线 上 都 成 立 等 式 waaxi = vmax2 (TY = 75); 此 外 , 在 运动 连续 的 
流 线 上 有 р; = p3, 而 在 穿 过 激 波 的 流 线 上 有 ру < рї. 

现在 考虑 横 截 面 $2 上 的 流体 运动 . 与 实验 结果 相符 的 一 个 基本 假设 是 , 在 物体 
后 方 距离 物体 很 远 的 横 截 面 5s。 上 , 压强 的 分 布 是 均匀 的 , 所 以 za 在 5。 上 处 处 相 
同 . 因此 从 (8.11) 可 知 , 如 果 流 动 是 连续 的 , 即 如 果 在 横 截面 5。 上 p; = р} = const， 
则 在 52 上 有 о, = const 和 р, = const, 并 且 流 量 方程 给 出 


ри, = 020283. (812) 


在 物体 前 方 和 后 方 很 远 处 , 如 果 流 体 充满 管道 的 全 部 横 截 面 , 即 如 果 5; = 52= 5, 
则 从 (8.12) 可 得 


раз = Рау. (8.13) 


根据 (8.11), 沿 每 一 条 流 线 都 容易 把 pu 通过 р", Т", vmax 和 р/р" 表示 出 来 , 所 以 从 
(8.13) 可 知 0 , po/p3 = р;/рї, 或 者 , 因为 рі = рз, 所 以 py = pz, р = ро = о. Ф 
是 , 如 果 假 设 柱 形 管 中 的 绕 流 运动 是 连续 的 , 并 且 在 被 绕 流 物体 的 后 方 没 有 延伸 到 
无 穷 远 的 空 腔 , 即 认为 51 = 52, 那么 , 作为 压强 均匀 分 布 条 件 的 推论 可 知 , 在 位 于 物 
体 前 方 和 后 方 很 远 处 的 横 截面 S; 和 52 上, 所 有 流动 参量 都 保持 不 变 . 这 个 结论 是 


2 这 里 假设 流动 速度 没有 跨越 声速 , 该 假设 在 5 远 远大 于 被 绕 流 物体 的 横 截 面 面 积 时 是 成 立 的 
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2. 5"<5 
Ру 
я“ 
А 工 


я 


(b) 


РЕ зв. (а) 柱 形 管 中 的 半 无 穷 长 固体 绕 流 示意 图 ; (b) 柱 形 管 中 的 固体 的 基 尔 霍 夫 绕 流 示意 图 , 在 
固体 表面 发 生 流动 分 离 , 在 固体 后 方 出 现 延伸 至 无 穷 远 的 空 腔 


因此 , 从 公式 87) 得 АЫ 
R=0. (8.14) 


当 没有 外 质量 力 时 , 力 RR 是 流体 对 被 绕 流 物体 的 作用 力 R 和 对 柱 形 管 壁 面 的 作用 
力 в 的 合力 ， 
R= В, + Е. 


公式 (8.14) 对 于 任何 形状 的 柱 形 管 都 成 立 , 只 要 在 无 穷 远 处 $1 = 92. 因为 管道 是 柱 
形 的 , 所 以 从 理想 流体 假设 可 知 , 作用 于 管 壁 的 力 Ro 垂直 于 管道 的 母线 或 中 心 线 ， 
即 垂直 于 无 穷 远 处 的 来 流速 度 . 所 以 , 从 (8.14) 可 以 得 到 以 下 重要 结果 : 


В, 19. (8.15) 


因此 , 我 们 在 所 采用 的 问题 提 法 下 证 明了 , 在 流体 绕 位 于 其 内 部 的 静止 物体 定 
常 流动 时 , 流体 对 物体 的 作用 力 的 合力 可 能 不 等 于 零 , 但 是 这 个 力 一 定 垂直 于 来 流 
速度 vw = vi = v2. 换言之 , 升力 в, 可 能 不 等 于 零 , 但 是 被 绕 流 物体 所 受阻 力 的 合 
力 等 于 零 . 

а л. 因为 它 它 Ре ЗЕ 总 可 以 观察 


尽管 在 流体 中 常 速 运 动 的 物体 不 受阻 力 的 结论 乍 一 看 完全 不 符合 实验 结果 ， 但 
是 如 果 注 意 到 , 当 来 流速 度 和 被 绕 流 物体 的 体积 都 保持 不 变 时 , 在 实验 中 可 以 通过 
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一 CD 一 = 
баны Ф => 
(а) 


(Ы) (b) 


图 39，(a) 流线型 物体 在 对 称 绕 流 时 受到 很 小 的 。 图 40， 固体 绕 流 示意 图 : (a) 存在 尾 涡 
阻力 , (b) 流线型 物体 在 非 对 称 绕 流 时 受到 升力 区 , (b) 存在 充满 气体 或 静止 液体 的 空 腔 


把 被 绕 流 物 体 做 成 流线型 的 方法 来 大 大 降低 阻力 (图 39), 就 可 以 认为 上 述 结论 与 实 
验 结果 相差 不 远 , 为 了 保证 流动 的 连续 性 , 为 了 保证 在 绕 流 过 程 中 在 物体 表面 不 出 
现 类 似 于 图 38 (b) 所 示 的 流动 分 离 , 被 绕 流 物体 必须 具有 流线型 外 形 ， 与 非 流线型 
物体 相 比 , 例如 与 球体 相 比 , 流线型 物体 的 阻力 小 上 百倍 . 然而 , 当 具 有 不 可 渗透 的 
静止 表面 的 物体 被 空气 或 水 绕 流 时 , 阻力 不 可 能 完全 消失 , 因为 在 物体 表面 存在 切 
向 应 力 一 一 由 黏 性 引起 的 摩擦 力 . 只 有 在 没有 黏 性 的 超 流体 中 大 概 才 会 出 现 流线型 
物体 完全 不 受阻 力 的 现象 2 . 

我 们 在 前 面 从 理想 流体 在 柱 形 管 中 绕 物体 定常 流动 的 问题 中 得 到 了 达 朗 贝尔 伴 
Ў (8.15), 这 个 基本 结论 与 管道 模 截面 5 的 形状 和 面积 都 无 关 , 例如 在 圆柱 形 管 的 情 
况 下 , 该 结论 不 依赖 于 管道 半径 . 在 管道 半径 趋 于 无 穷 大 的 极限 过 程 中 , 公式 (8.14) 
和 (8.15) 仍然 成 立 , 所 以 , 对 于 无 界 流体 绕 一 组 物体 的 连续 定常 流动 , 只 要 流动 特征 
基 在 距离 物体 无 穷 远 的 地 方 是 均匀 的 ， 就 成 立 达 朗 贝尔 伴 廖 , 它 是 同样 一 组 物体 在 
柱 形 管 中 的 绕 流 问题 的 相关 结论 的 极限 . 

达 朗 贝尔 伴 恋 是 对 任何 一 组 物体 提出 的 .在 若干 个 物体 的 绕 流 问题 中 , 不 能 认 
为 流体 对 每 一 个 物体 的 作用 力 在 来 流速 度 方 向 上 的 分 力 都 分 别 等 于 零 ， 我 们 强调 ， 
我 们 仅仅 证 明了 一 组 物体 所 受到 的 合力 在 平行 于 这 组 物体 的 共同 平 动 速度 的 方向 上 
的 分 力 等 于 零 . 

我 们 还 指出 , 在 证 明达 朗 贝 尔 伴 廖 时 一 般 不 用 假设 流体 的 运动 是 有 势 的 ， 也 不 
用 假设 在 流体 中 不 存在 充满 气体 、 蒸 气 和 静止 液体 的 有 限 空 腔 ( 见 图 40). 

显然 , 在 类 似 于 如 图 40 所 示 的 理想 流体 定常 绕 流 问题 中 , 单独 一 个 (或 一 组 ) 物 
体 所 受阻 力 的 合力 等 于 零 , 因为 从 一 般 方 程 (7.2) 显然 可 知 , 如 果 在 一 个 区 域 的 边界 
面 上 vn = 0, 则 物体 和 流体 对 该 区 域 的 作用 力 的 合力 等 于 零 . 例如 , 作用 于 图 40 中 
的 封闭 区 域 4BCDE4 中 的 运动 流体 或 静止 流体 的 合力 等 于 零 2 . 


3 超 流体 具有 一 些 非 同 寻常 的 特性 , 例如 超 流 氢 的 黏度 比 液 所 的 黏度 小 很 多 个 量 级 . 关于 超 流 
体 的 基本 理论 , 可 以 参阅 : л.д. ВК, Е.м. ЖЖ. 流体 力学 (第 五 版 ). 李 植 译 . 北京 : 高 等 教 
育 出 版 社 , 2010. 第 十 六 章 . М, ЕИ. 超 流 氨 传 热 . 北京 : 科学 出 版 社 , 2009. 一 一 -译注 

3 在 相应 流动 中 , 如 果 流 体 的 速度 在 这 个 区 域 中 的 某 些 点 达到 无 穷 大 , 则 应 假设 表示 流体 动量 
的 积分 在 该 区 域 中 收敛 
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半 无 穷 长 物体 绕 流 的 、 有 限 大 小 的 物体 在 理想 流体 中 的 阻力 д. 还 总 是 可 以 用 以 下 
达 朗 贝尔 伴 廖 公式 进行 计算 : 


в. = [орсок з)ао, (8.16) 
> 


式 中 卫 是 物体 表面 , n 是 流体 所 占 区 域 的 外 法 向 矢量 , pa = const 是 任何 常 压强 , 我 
们 在 下 面 将 认为 p 等 于 物体 后 方 无 穷 远 处 的 压强 . 
如 图 38 (а) 所 示 , 如 果 物 体 表面 У: 延伸 到 无 穷 远 , 则 在 不 计 流体 重量 的 情况 下 ， 
对 于 不 可 压缩 (ol = р = р) 理想 流体 在 柱 形 管 中 的 绕 流 运动 , 物体 的 阻力 е, 满足 
公式 
В, = 2, = 0). (8.17) 
其 实 ,就 像 前 面 那样 , 我 们 认为 被 绕 流 物体 前 方 无 穷 远 处 和 后 方 无 穷 远 处 的 流动 都 
是 均匀 的 平 动 , 在 后 方 无 穷 远 处 的 压强 为 p。, 速度 为 w, 但 后 方 流体 横 截面 面积 的 
渐 近 值 5* < 5. 从 连续 性 方程 可 知 mmS = 025°, 所 以 v。 > оу. 从 伯 努 利 积分 得 
22—02 
р Аа AP 8 1). 
由 此 可 知 р, < р. 利用 (8.16) 和 (8.7), 我 们 有 
В, = (р -py)S+ Обо, ы) = 2504) 
而 这 就 是 公式 (8.17). 
现在 , 我 们 用 50 表示 表面 为 > 的 被 绕 流 物 体 的 横 截面 在 后 方 无 穷 远 处 的 极限 
面积 ( 横 截 面 垂 直 于 速度 о). 利用 等 式 


+pSu(ol — 05), 


可 以 把 公式 (8.17) 改写 为 
В, = 9800,00, - в). (8.18) 


由 此 可 见 ， 当 管道 无 限 扩张 时 о 一 w, 于 是 А, 仅 在 50 一 оо 时 才 可 能 不 等 于 零 . 
如 果 已 经 给 定 有 限 值 So, 则 在 极限 情况 下 对 这 样 的 半 无 穷 长 物体 成 立 达 朗 贝尔 伴 泼 ， 
即 

В, =0. (8.19) 


显然, 这 个 结论 对 于 向 前 延伸 到 无 穷 远 的 半 无 穷 长 物体 被 无 界 流体 绕 流 的 情况 也 是 
成 立 的 . 
我 们 再 来 单独 研究 有 限 大 小 的 物体 在 重力 场 中 的 绕 流 问题 
凤 芝 及 泡 的 物体 在 为 简单 起 见 ,考虑 不 可 压缩 流体 的 情况 , 并 且 相 应 流动 是 在 
竖 直 放 填 的 柱 形 管 中 进 行 的 ， 为 了 明确 地 表述 问题 , 我 们 只 
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研究 一 个 物体 被 绕 流 的 情况 , 并 认为 该 物体 在 管 中 常 速 上 浮 ; 相应 地 , 当 物体 静止 不 
动 时 , 来 流速 度 指向 下 方 . 如 果 有 一 个 重量 可 以 忽略 的 气泡 附着 在 物体 后 面 , 流动 的 
一 般 状 态 就 会 变 得 复杂 一 些 (图 41). 

这 时 , 方程 (8.7) 在 考虑 重力 并 在 z 轴 投 影 后 给 出 公式 

В, =—(pi + pv?)S + (ро + pv2)S — My, (8.20) 
式 中 M 是 横 截面 5, 和 52 之 间 的 流体 的 质量 . 显然 , 量 м 满足 公式 
М = pSh— p(Vi + №), 

式 中 是 横 截面 5, 5 52 之 间 的 距离 , И, 和 WV 分 别 是 被 绕 流 物体 和 附着 在 物体 后 
面 的 气泡 的 体积 . 

根据 伯 努 利 积分 (3.3) 和 连续 性 方程 , 再 利用 压 


强 在 横 截 面 S， 和 52 上 均匀 分 布 的 条 件 , 我 们 立刻 
得 到 


м = 0, р-р: = pgh. 
据 此 , 从 (8.20) 得 
В, = pg(Vi + №). 


因此 , 合力 在 竖 直 方向 的 分 量 Р, 就 是 物体 和 气 
泡 整 体 受到 的 阿 基 米 德 力 . 当 气 泡 体积 因为 气体 进入 


ЕЯ 或 者 静 压 在 竖 直 运动 过 程 中 降低 而 发 生变 化 时 ,这 个 
力也 会 发 生变 化 0 .如果 通过 预先 或 持续 释放 气体 的 
о 则 合力 及 可 能 远 远大 于 


物体 的 重量 ,如果 没有 附着 气泡 , 较 重 的 物体 就 会 下 
沉 ,但 是 附着 有 气泡 的 物体 可 能 上 浮 , 并 且 是 加 速 上 浮 , 因为 阿 基 米 德 力 在 上 浮 过 各 
中 因为 气泡 膨胀 而 增加 . 
现在 研究 不 可 压缩 理想 流体 (液体 ) 在 柱 形 管 中 绕 有 限 大 小 
АИМА. ”的 物体 按照 图 38 (b) 所 示 方式 进行 的 流动, 不 计 流 休 重量. 这 
时 , 在 物体 后 面 形成 以 自由 流 面 为 边界 的 区 域 9， 其 中 充满 
压强 为 某 个 值 ms ps 的 液体 燕 气 或 气体 就 像 前 面 那样 ,这 里 也 认为 物体 前 方 远 
处 的 流动 是 均匀 平 动 , 但 在 物体 后 方 很 远 的 地 方 , 均匀 平 动 仅 发 生 在 区 域 9 以 外 , 这 
部 分 流体 的 压强 为 p, 速度 为 wu, 机 截面 面积 的 渐 近 值 5* < 5， 这 时 , 物体 的 阻力 
(8.16) 仍然 满足 公式 (8.17), 因为 自由 流 面 上 和 物体 后 部 的 压强 满足 р р, 
因此 ,如 果 在 理想 流体 线 物体 流动 时 发 生 上 述 流动 分 离 现象 , 则 被 绕 流 物体 的 


这 里 忽略 相应 非 定常 效应 . 一 一 译注 
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阻力 不 等 于 零 , 这 时 不 成 立 达 朗 贝尔 伴 雇 ， 一 般 而 言 , 对 于 管道 中 的 流动 , 可 以 在 
ps < pt 的 条 件 下 任意 给 定 压强 值 m 和 р, = раар. 

对 于 理想 气体 在 柱 形 管 中 绕 物体 的 绝热 流动 , 如 果 气 流速 度 连续 变化 (这 一 般 
意味 着 亚 声速 流动 ), 则 在 发 生 上 述 流动 分 离 时 可 以 建立 类 似 的 理论 ， 

如 果 伴 有 流动 分 离 的 被 绕 流 物体 是 一 个 孤立 的 物体 , 并 且 在 物体 后 面 形成 一 个 
内 部 压强 为 常量 的 无 穷 长 空 腔 , 则 为 了 计算 物体 的 阻力 , 必须 考虑 流体 在 S — оо 时 
的 极限 运动 . 对 于 孤立 物体 , 该 极限 2 的 结果 是 v — о, 所 以 


Psvap = Рә —* Рі. 


因此 , 在 不 计 重量 的 理想 流体 绕 扳 立 物体 的 流动 中 , 在 物体 后 面 有 可 能 形成 延伸 到 
无 穷 远 的 空 腔 的 条 件 是 р = р. = psvap, 即 空 腔 内 部 压强 pw 正好 等 于 距离 被 绕 
流 物 体 很 远 的 流体 的 压强 . 

当 无 界 流体 绕 物体 流动 时 ， 对 于 伴 有 流动 分 离 的 基 尔 堆 夫 绕 流 ， 如 果 物 体 的 流 
体力 学 阻力 不 等 于 零 , 则 根据 в, 的 公式 (8.18) 可 知 , 空 腔 的 横 截面 面积 ( 模 截 面 垂 
直 于 来 流速 度 ) 在 物体 后 方 无 穷 远 处 也 应 当 趋 于 无 穷 大 , 因为 


lm S(t — и) #0. 


我 们 指出 ,如果 在 无 界 流体 绕 孤 立 物体 的 流动 中 发 生 流动 分 离 并 在 物体 后 面 形成 空 
В, 其 中 рр = poe 那么 , 车 不 求解 相应 流体 动力 学 问题 , 就 不 能 从 柱 形 管 中 线 流 
的 阻力 公式 (8.17) 得 到 孤立 物体 绕 流 的 阻力 公式 . 
当空 腔 中 的 压强 pwww 给 定 且 Pow 7р. 时 , 也 可 以 建立 相应 的 绕 流 运动 , 但 
空 及 在 这 种 情况 下 不 可 能 延伸 到 无 穷 远 ， 可 以 证 明 , 如 果 pwws > pw, 则 结果 如 图 
40 (b) 所 示 , 这 时 物体 在 理想 流体 中 的 流体 力学 阻力 等 于 堆 
在 рл, < pu 时 可 以 考虑 各 种 定常 绕 流 方式 , 例如 图 42 中 
НЯ ид 这 时 形成 一 股 反 向 射流 , 它 流向 黎 曼 面 第 二 叶 上 的 
无 穷 远 处 , 这 样 的 射流 最 初 是 由 Д.А. 埃 夫 罗斯 引入 并 研究 
的 习 ,显然 , 在 理论 上 这 样 构造 出 来 的 空间 运动 其 实 无 法 实现 , 这 表示 在 pws < pw。 
时 不 可 能 存在 定常 绕 流 然而 , 实验 在 许多 情况 下 都 明确 显示 , 在 物体 后 方 空 腔 的 尾 
部 区 域 中 存在 这 种 射流 , 它 在 进入 空 腔 边 界面 后 因为 耗损 而 明显 减弱 ,同时 导致 该 区 


这 里 认为 , 伴 有 流动 分 离 的 绕 有 限 大 小 的 孤立 物体 的 流动 是 基 尔 霍 夫 绕 流 , 其 中 о =. 

2) Ф: Эфрос Д.А. Гидродинамическая теория плоскопараллельного кавитационного 
течения. ДАН СССР, 1946, 1(4)， 对 相应 理论 更 加 详细 的 论述 参见 : Седов Л.И. Плоские 
задачи гидродинамики и аэродинамики. Москва: Гостехиздат, 1950; 3-е изд. Москва: 
Наука, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov 1..1. Two_ Dimensional Problems in Hydrodynamics апі 
Aerodynamics.New Үогк: Wiiey, 1965); 还 可 以 参阅 : Гуревич М.И. Теория струй идеальной 
жидкости. Москва: Физматгиз, 1961; 2-е изд. Москва: Наука, 1979 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : 
Gurevich М.Т. Theory of Jets in ldeal Fluids. New York: Academic Press, 1965). 
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图 42. 伴 有 反 向 射流 的 固体 绕 流 示意 图 


域 中 的 流体 运动 具有 像 沸腾 那样 的 非 定常 特性 ， 在 伴 有 反 向 射流 的 绕 流 运动 中 , 物 
体 的 流体 力学 阻力 不 等 于 零 
现在 , 设 不 可 压缩 理想 流体 绕 物体 流动 , 在 物体 后 方形 成 反 
НИЯ 向 射流 我们 来 推导 阻力 的 一 般 公式 ， 如 图 42 所 示 , 取 控制 
面 So + 了 +S+Z + Хо (封闭 曲面 Zo + 20 是 被 绕 流 物体 А 
的 边界 )， 然后 对 其 中 的 流体 应 用 定常 运动 的 动量 定理 . 如 果 把 物体 4 的 总 阻力 记 为 


в. | орал) он Dado = [о раль) з) а, 
i Хо 


式 中 n 是 流体 所 占 区 域 边界 的 外 法 向 矢量 , 就 可 以 对 所 取 控 制 体 写 出 以 下 动量 方程 : 


-Re— | рыл) eostn, ва = -ou + oh), 
Z+So 


式 中 Q 是 反 向 射流 的 体积 流量 ， 
9 = Sv = 50%. 
根据 达 朗 贝尔 伴 雇 (8.19) 和 等 式 


cos(n, г) do = - | cos(n, 2) до, 
| / 


我 们 有 
[ (р — psvap) cos(n，z) с 


йу 
= [© - вы соц, а)ао + [бы — Риз) сок з)ао + Је. = рыть) окб, з) do 
рэ У So 


=0. 
利用 这 个 等 式 和 伯 努 利 积分 可 得 


2(р» — +2, 
а у Ре Рен) Бат п) Pe утэ, 
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04 «2 — 
pa — 


图 43， 被 绕 流 物体 А: + 42 吸收 反 向 射流 


式 中 
2(p。 — Psvap) 
Pua 


是 空 化 数 , 于 是 可 以 写 出 Rs 的 一 个 简单 的 公式 : 
В, = pQ(voo + vk) = рдо (1+ УТ+ и). (8.21) 


如 果 x 一 0, 并 且 速 度 ve 是 固定 的 , 则 р, аъ 一 pw, 于 是 伴 有 反 向 射流 的 绕 流 
ДА РАК, 这 时 阻力 不 等 于 零 . 取 极 限 后 有 wk =, 


Rr kirch = 2000. 


因此 , 取 极限 后 , 空 腔 的 最 大 模 截 面 5* ( 见 图 42) 位 于 无 穷 远 处 , 其 面积 趋 于 无 穷 大 ， 
而 反 向 射流 的 流量 Q 0. 

当 x 关 0 时 , 如 图 43 所 示 , 可 以 把 上 述 流动 解释 为 绕 能 够 吸收 反 向 射流 的 物体 
А; + 42 的 流动 , 反 向 射流 减速 至 相对 于 物体 静止 的 状态 并 留 在 物体 内 部 . 显然, 我 
们 可 以 在 某 一 较 短 的 时 间 间 隔 内 考虑 这 种 绕 流 问题. 物体 А, + Ао 不 但 受到 满足 公 
式 (8.21) 的 阻力 Rs, 而 且 因 为 在 物体 内 部 减速 的 反 向 射流 所 提供 的 冲 量 而 受到 向 
前 的 推力 pQv. 因此 , 物体 А, + Аг 受到 的 总 阻力 Rai 等 于 


Вал = Rs — рдо, = Ро = рт, 


式 中 5 是 被 吸收 的 反 向 射流 的 横 截面 面积 . 
Е 在 理想 流体 绕 物 体 А, + 4 的 上 述 定常 流动 中 , 在 物体 后 面 
ие 形成 的 反 向 射流 被 物体 吸收 , 如 果 把 流体 速度 方向 变 为 相反 
Рича 方向 , 就 可 以 构造 出 理想 流体 的 一 种 新 的 定常 流动 . 显然 , 当 
压强 分 布 保持 不 变 时 , 所 有 运动 方程 在 这 样 的 变换 下 仍然 成 
立 . 在 新 的 流动 中 , 可 以 把 原来 的 反 向 射流 看 做 物体 疝 前 喷 出 的 射流 , 它 使 迎面 来 流 
分 开 并 绕 物 体 А; + до 流动, 然后 又 汇合 于 物体 后 部 . 
显然 , 如 果 物 体 А: + Ао 在 原来 的 流动 中 受到 阻力 Р, 则 
ПИ 该 物体 在 新 的 流动 中 向 前 (不 是 向 后 , 而 是 向 前 !) НЯ, 
物体 受到 推力 ( 即 方向 与 来 流 方向 相反 (1) 的 力 ), 其 值 等 于 
Вл. 因此 , 在 理想 流体 绕 物体 的 定常 流动 中 , 如 果 物 体 吸收 或 喷 出 射流 , 则 达 朗 贝尔 
伴 记 不成立: 用 这 种 方法 既 能 得 到 阻力 , 也 能 得 到 推力 


х= 
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(а) (b) 


图 44， 伴 有 流动 分 离 的 基 尔 霍 夫 绕 流 : (а) 利用 园 体 空 化 器 形成 空 腔 , (b) 利用 反 向 射流 形成 空 腔 


众所周知 , 在 火箭 的 经 典 运动 方式 中 , 当 物体 向 后 喷 出 射流 时 自然 可 以 得 到 扒 
力 .然而 , 上 面 的 分 析 表 明 , 当 物体 向 前 喷 出 射流 时 也 能 得 到 推力 . 这 时 , 射流 的 反 
作用 力 给 出 阻力 , 流体 在 物体 后 部 的 平稳 汇合 使 压强 得 以 恢复 , 从 而 产生 推力 2) . 流 
体 在 物体 后 部 平稳 汇合 的 这 种 理论 流动 状态 在 实际 中 很 难 实现 . 

我 们 再 来 研究 pv = pe Ни = о, 的 情况 , 这 时 空 腔 的 最 
НЫ ЖЕ 5- (图 42) 位 于 无 穷 远 处 , 其 面积 趋 于 无 穷 大 . 如 
аж 图 44 所 示 , 我 们 在 这 种 极限 情况 下 得 到 物体 д, ЗА 

绕 流 或 者 (在 流体 速度 方向 变 为 相反 方向 之 后 ) 向 前 喷 出 射 
流 的 物体 Ао 的 相应 绕 流 , 在 物体 后 方形 成 无 限 扩张 的 空 腔 . 

容易 看 出 , 当空 腔 的 渐 近 扩张 程度 相同 时 , 物体 А, 的 阻力 是 向 前 喷 出 的 射流 对 
物体 дь 的 反作用 力 的 2 倍 . 换言之 , 如 果 假设 在 x 一 0 的 极限 下 名 以 通过 把 图 43 
中 的 物体 A + Ао 分 解 的 方法 得 到 绕 物体 д, 和 42 的 上 述 流动, 则 物体 А, 的 阻力 
是 物体 Аа 的 阻力 的 2 倍 . 

空 腔 的 渐 近 行为 只 与 来 流 受到 的 合力 有 关 . 对 于 图 44 (b) 中 的 流动 方式 , 反 向 
射流 受到 的 合力 指向 下 游 , 其 大 小 为 2vQus。 (因为 速度 为 we 的 反 向 射流 先 减速 , 然 
后 再 被 来 流 加 速 至 ww。 并 指向 后 方 ). 另 一 方面 , 以 速度 w。 向 前 喷 出 的 射流 对 物体 
Ао 的 反作用 力 等 于 物体 的 阻力 Ra = рОо,,, 即 Raz = Rs/2. 对 于 图 44(a) 中 的 流 
动 方式 , 作用 于 具有 团体 空 化 器 的 物体 的 合力 在 大 小 上 正好 等 于 作用 于 来 流 流体 的 
合力 . 无 论 空 腔 是 利用 固体 空 化 器 形成 的 , 还 是 利用 反 向 射流 形成 的 , 只 要 其 扩张 各 
“ 汪 关 于 这 些 结果 和 进一步 的 论述 , 参见 : Седов Л.И. Об обтекании идеальной жидкостью 


тела со встречной струей. ДАН СССР, 1972, 206(1): 41—42 (Sedov 1.1. Flow of ап ideal 
fluid раз а Боду with а reverse stream. Sov. Phys. Dokl., 1973, 17: 852). 
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度 相同 , 作用 于 来 流 流 休 的 合力 就 都 等 于 R = оро. 

上 述 结论 具有 特别 重要 的 价值 , 因为 当 物体 在 流体 中 高 速 运动 时 ,发 生 流动 分 
离 并 形成 一 个 空 腔 把 运动 物体 包围 起 来 的 分 离 绕 流 比 不 发 生 流动 分 离 的 平稳 绕 流 更 
加 有 利 . 其 原因 在 于 , 由 于 流体 的 黏 性 , 在 流体 中 高 速 运动 的 具有 给 定 体积 的 流线型 
物体 即使 在 平稳 线 流 过 程 中 也 受到 极 大 的 摩擦 阻 力 ,这 种 摩擦 阻力 大 于 前 端 装 有 空 
化 器 的 物体 在 分 离 绕 流 过 程 中 受到 的 阻力 . 

我 们 已 经 在 前 面 指出 , 可 以 利用 反 向 射流 形成 伴 有 流动 分 离 的 基 尔 霍 夫 绕 流 , 从 
而 把 阻力 降低 至 利用 团体 空 化 器 形成 流动 分 离 时 的 阻力 的 一 半 习 

我 们 来 研究 理想 完全 气体 的 绝热 定常 绕 流 问题 , 但 同时 或 者 
НААСАН 假设 来 流 是 起 声速 的, 或 者 假设 在 被 绕 流 物体 附近 的 扰动 气 
流 中 存在 超声 速 流动 区 域 .在 这 些 情况 下 会 出 现 激 波 , 所 以 不 

能 使 用 上 述 关于 流动 连续 的 基本 假设 ， 当 气流 中 有 激 波 时 , 在 穿 过 激 波 的 流 线 上 , ЯВ 
止 温度 т" 仍然 保持 不 变 , 但 潜 止 压强 rr 下 降 , 因为 在 穿 过 激 波 时 精 是 增加 的 , 这 时 
发 生 不 可 滁 损 失 ,机械 能 转化 为 热 ， 以 游 止 压强 下 降 为 特点 的 这 些 损失 导致 被 气 体 
绕 流 的 物 休 受 到 阻力 . 

我 们 现在 考虑 洲 止 压强 和 灌 止 温度 在 物体 前 方 和 后 方 距离 物体 无 穷 远 的 模 截 面 
上 不 同 的 情况 , 即 р рт, Т: 2 ТГ 的 情况 ,并 更 详细 地 研究 这 时 的 阻力 值 .能够 引 
起 潜 止 温度 发 生变 化 的 因素 包括 气流 中 的 化 学 反应 (例如 燃 绕 ) 和 外 力 做 功 , 这 时 气 
体 获得 或 失去 能 量 .我 们 假设 , 在 距离 物体 很 远 的 地 方 , 运动 是 绝热 的 , 压强 均匀 分 
布 , 速度 平行 于 来 流速 度 3) 

设 有 限 大 小 的 被 绕 流 物体 位 于 柱 形 管内 , ро 和 v 在 5 上 的 分 布 不 是 均匀 的 . 
根据 (7.2), 气体 对 被 绕 流 物体 的 作用 力 在 z 轴 上 的 投影 为 


В. = (р р)8 + [ооо -un (822) 


我 们 在 前 面 已 经 证 明 , 在 Ту = ТЈ, р} = рз ВЯ ру = рз, о = и», 所 以 А. = 0, 
这 样 就 得 到 达 朗 贝尔 伴 廖 . М8 0" = cpT* = 2 „/2 和 滞 止 压强 发 生变 化 时 , 即 当 
Ц, р #05 时 , 由 (8.22) 可 知 , 力 в, 一 般 不 等 于 零 , 其 值 依赖 于 T" 和 р" 在 流 
线 上 的 变化 特点 . 我 们 在 в, > 0 时 得 到 阻力 ( 见 图 37), 在 К, < 0 时 得 到 推力 . 一 
般 而 言 , 在 有 能 量 输入 时 才 会 得 到 推力 , КВАНТ, 05 > И. 

我 们 来 考虑 17 = 15 的 情况 , 但 假设 在 气流 中 存在 不 可 逆 损 失 , 使 得 汪 止 压强 在 


О 这 正 是 超 空 泡 鱼雷 或 其 他 超 空 泡 武器 的 原理 . 一 一 译注 

习 由 此 还 显然 可 知 , 利用 聚 能 射流 穿 透 装 甲 比 利 用 固体 炮弹 更 加 有 效 (关于 聚 能 射流 穿甲弹 的 
原理 , 可 以 参阅 : М. А. 拉夫 连 季 耶 夫 , 5. B. 沙巴 特 . 复 变 函数 论 方法 . 施 祥 林 , 夏 定 中 , ВН 
北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006. 第 三 章 $4. 一 一 译注 ). 

引 还 可 以 而 且 需 要 研究 在 物体 后 方 无 穷 远 处 不 满足 这 些 假设 的 理论 绕 流 方式 , ИГИ БЕЗЕ Е 
型 的 绕 流 ( 见 $27), 以 及 螺旋 桨 的 有 旋 绕 流 (这 时 要 考虑 尾 流 中 的 涡 旋 ). 
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物体 附近 的 某 一 段 流 线 上 降低 , p; < рт. 被 绕 流 物体 后 方 的 远 场 压强 р, 一 般 不 等 于 
物体 前 方 的 远 场 压强 p,. 当 pi, m, р: 和 р 给 定 后 , 为 了 计算 po, 从 流量 方程 可 以 
得 到 一 个 很 复杂 的 方程 , 利用 (6.6) 可 以 把 它 写 为 以 下 形式 : 

1/2 


1 рМ (рү | — (о/р 0" Б 
$/ ( а) (8) [ ут] 491: 20 
从 这 个 方程 可 以 看 出 , 如 果 仅 在 横 截 面 S 上 的 有 限 区 域 中 才 有 p3 3 ру, 则 在 $ 一 oo 


时 有 р/р; 一 1. 对 于 5 = оо 的 无 界 气流 绕 孤 立 物 体 的 流动 , 在 许多 情况 下 一 一 例 
如 向 无 界 气流 输入 能 量 时 0 一 一 可 以 认为 


dim (рі 一 pa)3=0. 
所 以 , 在 实际 应 用 中 可 以 使 用 公式 


Р, = Гаю — в) аа (8.24) 
52 


来 计算 无 界 气流 中 的 阻力 (或 推力 ) А, 并 且 对 w 和 о, 成 立 公式 (5.9)， 


( 0-D/Y -DD/Y 
由 一 №29 р г (>) | va = em = (=) | 
Ш Те = 75, ЧН ру < ру, №] оо < о, 结果 得 到 阻力 . ЧА Т; > ТГ, (8 р; р; 
рро, И, > о, 物体 受到 推力 这 样 , 我 们 六 明了 阻力 和 推力 对 不 可 逆 损 失 
和 来 流 吸收 能 量 情况 的 依赖 关系 的 机 理 . 
在 喷气 发 动机 的 理论 和 实验 中 , 人 们 研究 和 使 用 在 各 种 飞行 条 件 下 向 气流 输入 
能 量 的 各 种 合适 的 方法 , 这 些 方法 也 适用 于 螺旋 染 (包括 船用 螺旋 染 ) 我 们 将 在 后 
面 研究 发 动机 理论 的 某 些 原理 . 这 里 仅仅 指出 , 例如 , 可 以 利用 螺旋 桨 或 者 在 气流 中 
燃烧 燃料 的 方式 向 气流 输入 能 量 , 从 而 获得 推力 .燃烧 可 以 在 位 于 发 动机 内 部 的 专 
门 的 燃烧 室 中 进行 ,这 时 外 部 空气 会 从 发 动机 的 前 端 流入 并 从 后 端 流出 ; 燃烧 也 可 
以 直接 发 生 在 被 绕 流 物体 的 外 部 气流 中 , 例如 飞机 的 机 要 和 机 身 以 外 . 
在 流体 机 械 的 流体 力学 理论 中 , ЗН СИА АЖ 
ВИННИ > 设 光 本 由 形状 相同 上 且 母 线 互相 平行 的 无 穷 多 个 周期 性 排 
列 的 柱 形 机 混 组 成 ( 见 图 45)， 在 平行 于 机 竖 横 截面 98) 
的 平面 上 取 笛 卡 儿 坐 标 系 , 为 明确 起 见 将 它 与 某 一 个 受 型 关联 起 来. 我们 用 表示 
ЗИНАИ А, 用 6 表示 矢量 1 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 要 想 组 成 图 45 АНЬ, 只 
ОА те з Ту, 则 在 (8.23) 中 的 积分 号 下 出 现 因子 ТУТУ, 该 因子 仅 在 横 截面 5 上 的 有 限 
区 域 中 才 不 等 于 1. 这 种 情况 并 不 改变 上 述 结论 . 类 似 的 因子 是 (p3/p?)Cv-D077. 


习 通 常 把 按照 一 定 规律 排列 起 来 的 一 系列 相同 的 机 权 称 为 光栅 . 要 权 理 论 在 叶片 式 流体 机 械 方 
面 有 广泛 应 用 , РАЗНЫХ. 一 一 译注 
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Р 45. ВТЕ И РЕЯ ЕКО 


о 如 果 周 期 性 翼 
栅 是 由 任何 一 组 辟 型 通过 周期 性 平移 得 到 的 , 则 所 有 下 述 结论 仍然 适用 . 

我 们 来 研究 兆 李 的 平面 定常 绕 流 , 并 假设 流体 的 密度 、 速 度 和 应 力 具有 周期 ! 
此 外 , 在 必 栅 前 方 无 穷 远 处 和 后 方 无 穷 远 处 (在 垂直 于 周期 ! 的 方向 上 距离 净 栅 无 
穷 远 的 地 方 ), 流动 是 均匀 平 动 , 分 别 具 有 速度 w 和 wa ( 见 图 45). 

为 了 应 用 积分 关系 式 , 如 图 45 所 示 , 取 单 位 高 度 的 柱 形 控制 体 , 其 表面 为 2, 底 
面 为 平面 zy 上 的 封闭 曲线 4BCD4 与 被 绕 流 翼 型 的 边界 之 间 的 区 域 , 并 且 侧面 АР 
和 BC 平行 于 周期 矢量 !/，4B 是 任意 曲线 , 而 DC 是 把 АВ 沿 周期 矢量 平移 一 个 周 
期 后 得 到 的 . 由 流动 的 周期 性 和 平面 性 可 知 , АВ 和 DC 上 的 相应 点 具有 相同 的 流 
动 特征 量 , 柱 形 控制 体 两 个 底面 上 的 相应 点 也 具有 相同 的 流动 特征 量 , 这 里 的 控制 
面 在 取 法 上 与 前 面 一 些 应 用 有 所 不 同 , 曲面 АВ 和 CD 不 是 流 面 , 侧面 4D 和 ВС 
也 不 垂直 于 相应 的 流动 速度 . 

质量 守恒 定律 给 出 


при = lp2v2n = С, (8.25) 


фо, 和 wan 是 流体 速度 在 单位 矢量 п 上 的 投影 , 矢量 п 垂直 于 周期 矢量 4, 并 
АЉ 1%] п 是 顺 时 针 方向 ( 见 图 45); С 是 单位 宽度 的 流体 层 在 一 个 周期 上 的 质量 
流量 . 

根据 流动 的 周期 性 和 平面 性 ,对 于 单位 宽度 的 被 绕 流 届 栅 在 一 个 周期 上 所 受到 
的 作用 力 Е, 动量 方程 在 不 计 质 量力 时 2 给 出 公式 


Е = (р – pa)ln + G(v - оз). (8.26) 


这 个 简单 的 公式 对 翼 概 的 应 用 或 理论 大 有 益处 .在 这 个 公式 中 , ИЕР 
的 周期 矢量 , 第 二 项 与 来 流 流 过 翼 栅 后 速度 的 大 小 和 方向 发 生变 化 有 关 . 第 二 项 一 
般 包 含 周期 矢量 方向 上 的 分 力 , 该 分 力 具 有 使 甸 顶 向 相应 方向 运动 的 趋势 ， 在 问题 
的 上 述 一 般 提 法 下 , 公式 (8.25) 和 (8.26) 对 任何 性 质 的 液体 和 气体 都 适用 , 不 论 是 
和 否 需要 考虑 其 黏 性 3 , 也 不 论 在 流动 中 (在 > 内 部 ) 有 何 种 物理 化 学 过 程 . 例如 , 根 


D 在 变 李 理论 的 相应 一 些 应 用 中 , 在 需要 研究 相对 运动 时 很 容易 额外 考虑 惯性 质量 力 . 
3) 因为 远 场 流动 是 平 动 , 竺 性 应 力 等 于 零 - 
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据 要 顶 前 后 流动 特征 量 的 实验 测量 结果 即 可 利用 这 些 公式 来 计算 作用 力 в. 下 面 ， 
我 们 将 在 一 些 可 以 接受 的 假设 下 对 公式 (8.26) 进行 变换 , 从 而 得 到 关于 一 组 孤立 器 
型 在 无 界 流体 中 受到 升力 的 重要 结果 . 
现在 引入 封闭 曲线 4BCD4 上 的 速度 环 量 ,以 逆 时 针 方向 为 环 量 所 对 应 的 正 
方向 . 不 难看 出 , 满足 公式 
T= (wz 一 mo (8.27) 


АНН о 和 w 是 速度 wm 和 v 在 周期 矢量 ! 上 的 投影 . 在 流体 有 旋 运 动 的 一 般 情 

况 下 , 环 量 与 积分 路 径 有 关 ". 在 计算 环 量 时 , 如 果 封 闭 曲线 附近 的 流体 运动 是 有 

势 的 , 就 可 以 使 积分 路 径 变形 , 而 如 果 被 绕 流 翼 型 以 外 的 流动 都 是 有 势 的 , 就 可 以 把 

封闭 曲线 АВСРА 变形 为 翼 型 的 边界 . 因此 , 这 时 可 以 把 满足 公式 (8.27) 的 环 量 

看 做 一 个 周期 内 所 有 翼 型 边界 上 的 环 量 之 和 , 并 且 在 计算 每 个 环 量 时 都 以 道 时 针 方 

向 为 正方 向 . 

公式 (8.26) 更 宜 写 为 复数 形式 , 这 时 把 矢量 看 做 复数 , 即 
В= К, +, n=nzt+iny= 108, 

V1 = vis + iviy = (vi іл) ей 


不 难 检验 , 利用 这 些 记 号 可 以 写 出 


,V2 = Vas + Ну = (вы — ivan) el. 


R= (ра — pi)ie® + риа — рии 
于 是 
R= TA Pava евр ( перы + рр, хаф, а est), (8.28) 
这 个 公式 中 的 第 二 项 垂直 于 翼 栅 的 周期 矢量 ; 在 机 栅 绕 流 的 一 般 情况 下 ,无论 流 体 
是 否 具有 可 压缩 性 , 这 一 项 都 不 等 于 零 . 


жина у Е 
И НЕЖИН, 没有 外 部 机 械 能 进 和 系统. 这 时 存在 
| 这 样 的 流 线 族 , РАПН Т ЖФ ЗС, 并 且 每 ~ 条 流 线 
的 匣 科 夫 斯 基 定理 Г н 
都 延伸 到 要 机 前 后 方 无 穷 远 处 ， 从 无 穷 远 条 件 和 伯 努 利 积分 
可 知 , 被 上 述 流 线 族 种 盖 的 流动 区 域 是 有 势 运动 区 域 ( 见 82 末尾 ) 与 此 同时 , 在 流 
动 中 也 可 能 存在 有 旋 运 动 区 域 . 既 可 以 研究 伴 有 有 旋 运 动 区 域 或 空 腔 的 各 种 绕 流 运 
动 , 也 可 以 研究 要 型 之 外 处 处 有 势 的 绕 流 运动 . 在 一 组 村 型 的 这 样 的 有 势 绕 流 问题 
中 , 即使 总 环 量 Г 是 给 定 的 , 但 如 果 对 不 同 翼 型 采用 不 同方 式 给 定 相应 环 量 , 则 绕 流 
方式 也 是 不 同 的 . 
3 在 一 般 情况 下 , 如 果 曲 线 Ав 和 DC 是 全 等 的 , ДЗ г 不 依赖 于 这 些 曲 线 的 取 法 , 但 是 , 如 
果 一 个 周期 内 的 曲线 лв 和 DC 不 是 全 等 的 , 则 环 量 值 一 般 依赖 于 这 些 曲 线 的 形状 . 在 有 势 绕 流 
的 情况 下 , ЖЕ г 则 不 依赖 于 上 述 非 全 等 曲线 . 


$8. 定常 运 动 的 流体 与 被 绕 流 物体 之 间 的 相互 作用 - 61. 


И 从 伯 努 利 积分 可 知 
О р РОБА), Е 


根据 (8.29) 和 (8.25), АХ (8.28) 中 的 第 二 项 等 于 零 , 所 以 公式 (8.28) 的 形式 变 为 


R= уг 21092, 


公式 (8.30) 就 是 翼 栅 有 势 绕 流 的 茹 科 夫 斯 基 定 理 . ЗАП ВНЕ УЕ 
处 有 势 的 运动 . 根据 这 个 公式 , 作用 力 R 垂直 于 平均 速度 (vi + wz)/2, 并 且 与 密度 
和 环 量 成 正比 . 环 量 T 取 自 一 个 周期 内 环绕 一 组 翼 型 一 周 的 封闭 曲线 , 该 曲线 应 包 
含 内 部 有 旋 运 动 区 域 或 空 腔 . 根据 公式 (8.30), 只 要 把 平均 速度 矢量 在 环 量 了 所 对 
应 的 环绕 方向 的 相反 方向 上 旋转 90° (在 所 给 情况 下 , 如 果 Г > 0, 则 应 把 平均 速度 
矢量 顺 时 针 旋 转 90°, 这 是 与 -i 相 乘 的 结果 ), 即 可 得 到 力 В 的 方向 . 

ЖЕ 1 — оо 时 对 (8.30) 取 极限 , 即 可 从 避 栅 过 渡 至 孤立 的 一 个 或 一 组 翼 型 , 显然 ， 
在 环 量 T 有 限时 取 极限 , 得 w = v2 = ve. 于 是 , 公式 (8.30) 给 出 著名 的 茹 科 夫 斯 
基 定 理 用 于 孤立 的 一 个 或 一 组 翼 型 时 的 通常 形式 : 


R= -iprv。， (8.31) 


式 中 的 总 环 量 等 于 向 无 穷 远 扩张 的 封闭 曲线 上 的 环 量 . 

对 于 孤立 的 一 组 或 一 个 慷 型 ,可 以 研究 各 种 极限 流动 , 例如 存在 有 旋 流动 区 域 
或 空 腔 时 的 绕 流 . 公式 (8.31) 对 任何 这 样 的 绕 流 都 成 立 . 

这 个 公式 具有 重大 价值 , 是 机 要 空气 动力 学 的 基础 . 公式 (8.31) 符合 达 朗 贝尔 
ФЕЯ, 因为 从 (8.31) 可 知 , 在 理想 流体 中 , 平行 于 速度 的 分 力 (阻力 ) 等 于 零 , 但 升力 
可 以 不 等 于 零 . 升力 的 存在 与 非 零 环 量 T 有 关 . 

为 了 计算 实际 的 升力 值 ,必须 指出 确定 环 量 的 方法 . С.А. 恰 普 雷 金 和 Н. Е. 
茹 科 夫 斯 基 曾 经 研究 并 解决 了 这 个 问题 7 . 

可 以 把 孤立 必 型 的 上 述 茹 科 夫 斯 基 定 理 推广 到 任何 马赫 数 下 的 连续 绕 流 情况 2， 
只 要 气体 的 连续 绕 流 是 能 够 实现 的 . 其 实 , 对 于 周期 值 ! 趋 于 无 穷 大 的 贸 栅 , 我 们 来 
研究 其 中 一 组 辟 型 的 绕 流 序列 在 构造 该 绕 流 序列 时 , 重要 的 仅仅 是 以 下 两 个 假设 : 
(1) 在 1 一 co 时 存在 极限 运动 ; (2) 在 极限 运动 中 , 所 有 来 自 翼 顶 前 方 无 穷 远 处 的 流 
线 和 所 有 延伸 至 油 李 后 方 无 穷 远 处 的 流 线 是 同一 族 流 线 , 并 且 这 些 流 线 上 的 气体 运 
动 是 连续 的 正 压 运 动 . 

根据 假设 (2), 从 伯 努 利 积分 和 无 穷 远 条 件 可 知 , 气体 的 运动 在 上 述 来 自 无 穷 远 
处 并 延伸 至 无 穷 远 处 的 流 线 族 所 覆盖 的 区 域 中 是 有 势 的 ( 见 本 章 82)， 为 确定 性 起 

0 在 中 文 文献 中 , 确定 环 量 的 相应 条 件 通常 称 为 库 塔 一 匣 科 夫 斯 基 条 件 . 对 于 翼 型 的 无 分 离 
绕 流 , 这 个 条 件 要 求 慨 型 上 下 表面 的 流动 在 尖 后 缘 处 汇合 . 一 一 译注 


2) 见 : Седов Л.И. Гидро-азродинамические силы при обтекании профилей сжимаемой 
жидкостью. ДАН СССР, 1948, 63(6): 627—628. 


(8.30) 
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见 , 对 于 所 给 的 全 部 翼 型 绕 流 序列 , 设 能 够 在 有 势 运动 区 域 中 变形 至 АВСРА КИЕ 
何 封闭 曲线 上 的 环 量 г 都 具有 固定 值 . 
对 于 上 述 序列 中 的 每 一 种 绕 流 运动 , 都 成 立 以 下 关系 式 : 


正 压 条 件 ро = (ро), р = f(p1), 
流量 方程 。 pzv2n = Рула, 


ГА 
伯 努 利 积分 + +0. Гарар _ 0, (8.32) 
2 2 арр 


А 
г 
环 量 公 式 。 wu 一 ul = 下 


如 果 量 p1, wn, wk 和 ГИ 是 给 定 的 , 就 可 以 把 关系 式 (8.32) 视 为 用 来 计算 Pi, ро, ро, 
van; val 的 方程 组 . 

在 一 般 情况 下 , 方程 组 (8.32) 有 若干 个 解 . 根据 所 假设 的 正 压条 件 , 运动 的 所 有 
特征 量 沿 流 线 连 续 变化 ( 正 压条 件 不 允许 出 现 激 波 ). 在 某 些 情况 下 , 例如 在 高 超声 
速 绕 流 中 , 正 压条 件 是 一 个 过 强 的 假设 , 因为 在 理想 气体 理论 的 范围 内 无 法 从 理论 
上 构造 出 连续 绕 流 , 这 时 茹 科 夫 斯 基 定 理 不 成 立 . 因此 , 我 们 仅仅 局 限于 上 述 流动 区 
域 中 的 连续 正 压 运动 , 例如 绝热 运动 . 

下 面 我 们 将 认为 , 在 ! 足够 大 时 , 速度 在 一 些 流 线 上 只 有 很 小 的 变化 (被 绕 流 物 
体 和 有 旋 运动 区 域 的 尺寸 比 ! 小 很 多 ). 由 此 显然 可 知 , 在 ! 足够 大 时 , 通过 求解 方 
程 组 (8.32) 得 到 的 翼 栅 后 方 的 流动 特征 量 非常 接近 于 辟 栅 前 方 的 流动 特征 量 , 于 是 ， 
在 1 一 со 时 取 极 限 , 有 


Ра — Рі, Р2— Рі, Von п, Уд 一 UL 
这 时 , 根据 方程 组 (8.32), 所 有 带 下 标 2 的 量 都 可 以 视 为 比值 T/L = vz -vi 的 
函数 , 所 以 公式 (8.28) 第 二 项 括号 中 的 表达 式 的 极限 值 可 以 写 为 
Pavat 十 асб + рид). 


根据 流量 方程 (8.25), 有 
а а 
ар) = Pavan Be 


根据 伯 努 利 积分 , 有 
ар 
ао 
由 此 可 知 , 在 了 有 限时 , (8.28) 中 的 第 二 项 在 取 极 限 后 等 于 零 , 从 而 证 明了 气体 绕 孤 
立 的 一 个 或 一 组 田 型 的 连续 流动 也 满足 公式 (8.31). 


Р Чи 
= -050д Pron 3 
ао 


$9。 流 体 机械 的 基本 部 件 63. 


流体 力学 作用 力 对 运 ”在 理想 流体 绕 静 止 翼 椰 的 定常 流动 中 , 效 栅 所 受 流体 力学 
动机 机 的 功 作用 力 可 以 通过 冉 栅 前 后 的 流动 特征 量 表示 出 来 , 相应 公式 
(8.26) 非常 简单 .显然 , 作用 于 静止 翼 栅 的 力 不 做 功 . 这 时 ， 
对 控制 面 2 ( 见 图 45) 写 出 的 能 量 方程 给 出 
= (8-96 = (Учи Я -и- т) в. 

根据 静止 翼 栅 定常 绕 流 的 以 上 结果 , 可 以 研究 相对 于 某 个 坐标 系 以 常 速 度 匀速 
平 动 的 翼 概 的 绕 流 问题 . 为 此 , 只 要 在 由 翼 栅 和 相对 于 避 栅 运动 的 流体 组 成 的 整个 
系统 上 重 加 平 动 速度 veo 即 可 . 

考虑 一 个 对 应 用 很 重要 的 实例 . 为 简单 起 见 , 设 平 动 速度 weo УЧЕНИЯ 
期 矢量 , 即 weo 与 z 轴 之 间 的 夹 角 为 8. 在 这 样 的 运动 中 , 翼 栅 前 后 的 渐 近 速度 为 


Vabs1 = 0 + Ucon， Vabs2 = 02 十 хоп. 


根据 伽利略 一 牛顿 原理 显然 可 知 , ТЕКОВИ Е ЗНАО Бтв за ада, 所 
有 的 作用 力 和 内 部 过 程 所 导致 的 能 量 流 W 都 是 相同 的 , 但 是 动能 不 同 , 8 io。 也 不 
等 于 па. 例如 , 流体 对 翼 栅 的 作用 力 相 同 , 但 是 这 个 力 在 滤 栅 的 绝对 运动 中 的 功率 
$ Въ. 

对 于 流体 的 绝对 运动 , Е И РНИИ ге, 的 变化 . 经 过 简单 变换 后 
容易 求 出 

2 2 
бъл -aaG= (бани ә о-в) с 
= (ба: — аз) + Rveon = + R: veon: 


因此 , 绝对 运动 的 能 量 方程 表明 , 流体 在 绝对 运动 中 会 额外 损失 一 部 分 能 量 , 这 部 分 
能 量 正 好 等 于 流体 对 运动 翼 栅 的 流体 力学 作用 力 的 功 . 


$9. 流体 机 械 的 基本 部 件 


运动 的 流体 与 图 体 壁 面 以 及 流体 内 部 物体 之 问 有 力 的 相互 作用 , 我 们 在 前 面 已 
经 研究 了 一 些 对 应 用 上 为 重要 的 相关 实例 和 规律 . 
为 了 得 出 这 些 基本 结果 , 我 们 选取 在 极限 情况 下 位 于 无 穷 远 
ЫШНА НОЕ 处 的 控制 面 ,并 假设 其 本 截面 上 的 流动 是 均匀 的 ， 然 而 , 有 
流体 流动 的 所 有 管道 其 实 都 是 有 限 长 的 , 甚至 常常 是 很 短 的 ， 
所 以 在 选取 控制 面 时 必须 注意 密度 、 压 强 和 速度 在 特征 模 截 面 上 分 布 的 不 均匀 性 . 
例如 , 夭 性 所 导致 的 无 滑 移 条 件 使 流体 在 静止 壁面 上 的 速度 永远 为 零 ， 所 以 流 
体 速度 在 壁面 和 被 绕 流 物体 表面 附近 区 域 中 的 分 布 总 是 很 不 均匀 的 然而 实际 得 到 
的 结果 经 常 是 , 在 流动 边界 附近 , 例如 在 管 壁 附近 , 速度 分 布 的 不 均匀 性 仅仅 在 很 薄 
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的 一 层 流体 中 才 表现 出 来 , 这 层 流体 的 质量 流量 与 管道 的 总 特征 流量 相 比 微不足道 . 

此 外 , 因为 在 实际 应 用 中 无 法 对 流体 机 械 各 部 件 中 的 三 维 流动 进行 精确 的 流体 
力学 计算 , 所 以 发 展 出 来 一 些 工 程 上 用 的 水 力学 计算 方法 . 在 这 些 方法 中 , 流体 在 所 
研究 的 每 个 横 截面 上 的 运动 由 为 数 不 多 的 几 个 整体 特征 量 来 描述 . 为 了 引入 这 些 特 
征 量 , 可 以 对 实际 上 不 均匀 分 布 的 流动 特征 量 进行 某 种 平均 , 它们 可 以 在 实验 中 测 
量 出 来 . 

即使 在 某 些 情况 下 能 够 考虑 并 计算 流体 机 械 个 别 部 件 中 的 三 维 流动 , 在 分 析 该 
机 械 的 整体 工作 状况 时 , 不 同 部 件 之 间 的 关系 也 是 用 水 力学 方法 根据 流体 参量 的 平 
均值 建立 起 来 的 相应 特征 量 可 以 并 且 应 当 以 某 些 平均 量 的 形式 引入 ; 鉴于 提高 计 
算 精度 的 必要 性 和 用 现代 技术 制造 出 来 的 各 个 部 件 以 及 整 机 的 高 度 完善 性 , 这 些 特 
征 量 的 每 一 个 百分点 都 具有 实际 价值 . 

可 以 采用 并 研究 各 种 量 的 平均 值 , 例如 平均 密度 和 平均 温度 , 气体 通过 横 截 面 的 
平均 流量 , 各 种 平均 效率 , 等 等 . 在 同一 个 过 程 中 , 这 些 量 的 平均 值 与 非 均匀 流 的 平 
均 化 方法 有 关 , 它们 在 不 同 的 平均 化 方法 中 可 能 相差 甚 远 . 显然 , 统一 的 平均 化 方法 
必须 满足 一 些 特殊 条 件 , 并 且 所 采用 的 那些 统一 的 平均 化 方法 应 当 具 有 合理 的 基础 ， 
使 得 相应 平均 值 所 定义 的 特征 量 不 但 符合 力学 和 物理 学 基本 定律 , 而 且 确实 真正 体 
现 所 研究 的 机 械 及 其 部 件 需要 在 实际 应 用 中 表现 出 来 的 那些 效应 和 性 质 , 使 这 个 问 
题 变 得 更 加 复杂 的 另外 一 个 原因 是 , 少数 几 个 平均 特征 量 永远 不 可 能 完整 地 描述 非 
均匀 流 与 机 械 各 部 件 之 间 复 杂 的 相互 作用 . 为 了 设计 和 制造 更 高 性 能 的 产品 , 在 对 
现象 进行 更 加 细致 的 分 析 时 , 这 些 复杂 的 相互 作用 可 能 至 关 重 要 . 

我 们 在 这 里 仅仅 用 最 一 般 的 形式 提 及 平均 化 问题 ) 和 流体 机 械 基本 部 件 的 理论 
就 本 质 而 言 , 我 们 只 是 从 给 出 水 力 机 械 和 气动 机 械 相关 术语 在 力学 上 的 定义 并 解释 
其 工作 的 最 一 般 的 流体 力学 原理 的 角度 进行 讨论 . 

引入 完全 气体 在 管道 给 定 横 截面 上 的 平均 特征 量 有 多 种 方法 , 其 基本 思路 是 确 
定 气体 通过 假想 的 绝热 可 逆 过 程 减速 到 静止 状态 时 的 热力 学 参量 (对 于 理想 完全 气 
Е, 这 些 参量 是 滞 止 压强 р’ МИЯ ="), 或 者 引入 气体 在 给 定 横 截面 上 的 某 种 假 
想 的 确定 的 平 动 , 并 且 速 度 оао х ЕЯ р 和 温度 Т 在 横 截面 上 均匀 分 布 . 在 某 些 应 
用 中 需要 引入 的 不 是 平 动 流 , 而 是 一 些 简单 的 旋转 基本 流 . 


0 关于 流动 的 平均 化 , 详 见 : Седов Л.И., Черный Г.Г. Об осреднении неравномервых 
потоков газа в каналах. Теоретическая гидромеханика: Сборник статей №. 12, вып. 4 
Москва: Оборонгиз, 1954. С. 17—30; 还 可 参阅 : Седов Л.И. Методы подобия и размер- 
ности в механике. 9-е изд. Москва: Наука, 1981 ( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : л.и. 谢 多 夫 . 力学 
中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 

习 水 力 机 械 和 气动 机 械 的 理论 与 应 用 是 内 容 广 泛 、 成 果 丰 富 的 一 门 工程 科学 , 是 在 大 量 经 验 的 
基础 上 发 展 起 来 的 . 表征 气动 机 械 和 水 力 机 械 完善 程度 的 性 能 指标 与 相应 机 械 的 经 济 性 、 耐 用 性 
以 及 控制 和 工作 的 可 靠 性 有 关 , 而 在 设计 飞机 和 火箭 时 , 外 形 的 紧凑 性 问题 和 重量 的 最 小 化 问题 
则 极为 突出 . 整体 上 最 优 的 解决 方案 是 各 方面 因素 折 中 的 结果 , 只 有 对 流体 力学 过 程 进行 优化 才 
有 可 能 实现 这 样 的 结果 , 因为 流体 力学 在 这 里 起 主要 作用 
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对 于 管道 中 的 非 均 匀 气 流 , 在 每 一 个 横 截 面 上 都 可 以 引入 以 下 重要 特征 量 : 
气体 的 总 质量 流量 


G= | pundo; (9.1) 
/ 
УВ 
1 1 
бишь = = [idG = /ipvn do, (9.2) 
1 [че 
式 中 г 是 流 过 横 截面 5 的 气体 微 元 的 质量 总 烩 ; 
Б2р 1 
Фаны = 2 / зас, (9.3) 
с 


式 中 s САГИТ С СЕАТ 
给 定 横 截面 上 的 平均 冲 量 


Te = Гот роо) (94) 
5 


式 中 п 是 模 截面 微 元 do 的 单位 法 向 矢量 . 这 里 不 考虑 平均 动量 矩 , 因为 它 只 在 基 
本 流 不 是 平 动 流 时 才 是 重要 的 . 

从 前 面 的 讨论 可 知 , 在 实际 流动 和 假想 引入 的 平均 流动 中 , 量 (9.1) 一 (9.4) 的 守 
恒 性 对 于 得 到 正确 的 特征 量 是 非常 必要 的 , 这 些 特 征 量 决定 了 气流 与 被 绕 流 物体 之 
间 力 和 能 量 的 相互 作用 , 这 些 相互 作用 本 身 也 决定 了 气流 的 那些 所 需要 的 性 质 ,所 
以 应 重点 指出 , 对 于 横 截 面 为 $ 的 给 定 管道 中 的 气流 , 如 果 把 给 定 的 非 均 匀 流 替换 
为 平 动 流 , 则 量 (9.1) 一 (9.4) 在 这 两 种 流动 中 不 会 完全 相同 . 其 实 , 当 柱 形 管 中 的 气 
流 是 平 动 流 时 , 气体 的 状态 取决 于 3 个 参量 


р, р, v. (9.5) 


如 果 给 定 面积 S、 流 量 С. АВЕ г АЙ 5, 就 可 以 利用 气体 力学 公式 计算 
参量 (9.5). 现在, 如 果 再 根据 给 定 的 p, p, v 计算 冲 量 工 并 用 公式 工 = р/р 计算 
绝对 温度 , 则 Г 不 等 于 根据 实验 测量 结果 按照 公式 (9.4) 计算 出 来 的 Imean, 而 温度 
Т = P/Rp 既 不 等 于 按照 横 截面 或 质量 取 平均 而 计算 出 来 的 温度 , 也 不 等 于 用 其 他 某 
种 独立 于 原始 引入 方法 计算 出 来 的 平均 值 . 
还 可 以 利用 其 他 一 些 条 件 来 计算 特征 平 动 流 的 平均 值 5, р, 5, 例如 利用 С, i* 
和 冲 量 分 量 Л, hy, Г, 的 守恒 条 件 了). 这 时 可 以 利用 热力 学 公式 计算 相应 平 动 流 的 质 
ЗЕЯ 5, 但 是 如 果 存 在 不 均匀 性 , 则 有 5 > smean, 式 中 smean 由 (9.3) 计算 . 这 是 因为 ， 
更 细致 的 研究 表明 ,， 有 时 可 能 根本 无 法 这 样 计算 , 即 利用 С, 1", г 的 守恒 条 件 计 算 р, р, о 的 


问题 在 某 些 情况 下 无 解 . 然而 , 如 果 在 横 截面 上 给 定 С, i*, в, 则 类 似 方程 永远 有 解 ( 见 ба 页 脚注 
中 的 文献 ) 
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如 果 在 柱 形 管 壁面 上 没有 摩擦 力 , 则 当 速 度 在 模 截面 上 的 非 均 匀 分 布 状态 在 假想 的 
(或 真实 的 ) 内 部 过 程 中 变 为 均匀 分 布 状 态 时 ( 当 非 均匀 流 成 为 均匀 流 时 ), 相应 的 寺 
就 是 5 在 这 样 的 过 程 中 存在 不 可 逆 损 失 , 从 而 引起 粹 增加 , 滞 止 压强 下 降 ， 一 般 而 
言 , 这 样 的 过 程 即使 在 理论 上 也 并 非 总 是 存在 的 . 如果 气流 速度 向 均匀 分 布 的 趋势 
发 展 , 相应 可 用 能 量 就 会 有 实际 损失 ; 如 果 速 度 仍然 保持 非 均匀 分 布 , 相应 可 用 能 量 
就 可 能 没有 实际 损失 . 由 此 可 知 , 要 想 在 某 些 情况 下 通过 引入 相应 平 动 流 的 方式 进 
行 平均 化 , 更 适宜 的 和 更 正确 的 做 法 是 在 С, г", smean 保持 不 变 时 进行 处 理 . 

在 实际 问题 中 , 平均 值 的 上 述 区 别 仅 对 非常 不 均匀 的 气流 才 会 明显 表现 出 来 . 对 
于 不 均匀 程度 较 低 的 气流 , 相应 平均 值 的 区 别 很 小 有 时 甚至 小 于 测量 和 计算 的 精 
度 , 但 也 并 非 总 是 如 此 . 因此 , 无 论 是 为 了 全 面 理解 问题 的 本 质 , 还 是 为 了 在 计算 中 
使 用 实验 数据 , 都 必须 明确 表述 引入 平均 值 的 条 件 . 

下 面 将 在 С, Г 和 smean 保持 不 变 的 条 件 下 使 用 气流 在 管道 的 给 定 横 截 面 上 
的 平均 特征 量 . 利用 这 些 条 件 可 以 计算 р, р 和 速度 值 v. 至 于 速度 的 方向 , 在 轴 对 称 
管道 中 通常 可 以 认为 平均 速度 指向 管 轴 方 向 , 在 一 般 情况 下 则 可 以 认为 , 在 非 均 匀 流 
和 用 来 模拟 的 相应 平 动 流 中 , 平均 冲 量 (9.4) 的 方向 保持 不 变 , 该 方向 就 是 速度 的 方 
向 . 

任何 平均 化 运算 和 特征 量 数目 的 降低 都 导致 所 研究 的 现象 失去 一 些 性 质 . 在 计 
算 管 道 横 截 面 和 被 绕 流 物 体 的 形状 时 , 为 了 更 细致 地 分 析 和 解决 问题 , 一 般 需 要 增 
加 气流 平均 特征 量 的 数目 并 研究 一 些 用 于 模拟 的 非 平 动 流 , 从 而 需要 对 所 给 气流 建 
立 更 复杂 的 平均 化 模型 . 不 过 , 这 些 复杂 模型 仅 用 于 一 些 细节 问题 , 它们 仅 在 进行 更 
精确 的 计算 时 才 是 需要 的 . 
теч ЗАРА ТРАКА АЗИ ВВ о 可 以 使 流体 以 所 需 速 度 运动 . 例如 , 收缩 喷 管用 
于 为 亚 声速 气流 加 速 , 拉 瓦 尔 喷 管 用 于 获得 超声 速 气流 ， 对 于 理想 流体 的 可 
逆 绝 热 过 程 , 我 们 已 经 在 $3 和 56 中 详细 地 研究 了 这 些 问题 

这 里 仅仅 指出 , 喷 管 是 许多 机 械 和 设备 的 重要 部 件 , 被 应 用 于 风 洞 、 火 箭 发 动 
机 、 喷气 发 动机 、 各 种 导 流 管 和 导向 装置 、 涡 轮机 (水 轮机 、 汽 轮机 、 燃气 轮机 ) 和 
各 种 试验 台 . 例如 , 火 第 发 动机 和 喷气 发 动机 的 推力 就 是 因为 气流 从 喷 管 高 速 向 后 
喷 出 而 产生 的 . 

可 以 对 喷 管 提出 各 种 要 求 . 例如 , 对 风 洞 而 言 , 通常 要 求 气流 从 喷 管 进入 试验 段 
时 具有 良好 的 均匀 性 , 从 而 可 以 用 来 研究 各 种 物体 和 装置 的 绕 流 .对 喷气 发 动机 而 
言 , 喷 出 均匀 气流 有 助 于 提高 推力 . 从 喷 管 流出 的 流体 , 其 流量 、 速度 和 均匀 性 与 喷 
管 的 几何 尺寸 和 导 流 管 的 形状 有 密切 关系 . 

我 们 在 83 2156 中 曾经 研究 过 一 些 理想 过 程 . 在 流体 沿 管道 的 实际 流动 中 , 96 
性 内 应 力 的 影响 和 管 壁 对 流体 的 外 部 摩擦 力 的 影响 都 会 显现 出 来 . 这 些 影响 在 管道 
较 长 时 极为 显著 , 所 以 在 典型 情况 下 尽量 使 用 较 短 的 喷 管 . 另 一 方面 , 对 于 非常 短 的 


) 喷 管 一 般 指 用 来 使 流体 加 速 的 一 段 管道 . 一 一 译注 
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喷 管 , 速度 分 布 的 均匀 性 遭 到 很 大 破坏 , 从 而 明显 产生 非 均匀 的 三 维 流动 , 在 壁面 可 
能 发 生 流动 分 离 , 还 会 出 现 口袋 状 回流 . 喷 管 的 基本 尺寸 、 形 状 和 相应 压强 梯度 者 对 
喷 管 内 的 速度 分 布 有 很 大 影响 . 此 外 , 必须 考虑 管 壁 的 粗糙 程度 , 有 时 还 必须 考虑 通 
过 管 壁 的 热流 (例如 , 火箭 发 动机 转 管 内 的 运动 气体 具有 3000 К 量 级 的 温度 ). 在 超 
声速 流 中, 不 可 逆 损 失 和 不 均匀 性 主要 来 自 激 波 . 在 喷 管内 部 , 形成 这 样 的 激 波 可 能 
与 喷 管 形状 的 某 些 几何 性 质 有 关 , 但 在 非 理 论 流动 状态 下 , 无 论 喷 管 形状 如 何 都 会 
形成 激 波 ( 见 36). 因此 , 流动 特征 量 在 喷 管 横 截面 上 的 平均 值 可 能 不 等 于 在 83 和 
$6 中 用 理想 化 理论 计算 出 来 的 结果 ， 
我 们 分 别 用 p? 和 ps 表示 喷 管 入口 和 出 口 的 滞 止 压强 . 对 理想 喷 管 有 p/p? = 1, 
但 在 实际 流动 中 
д= Р <1, 
рі 
ЖИ А САО ВН П. ЊН о 称 为 总 压 恢复 率 , 是 喷 管 性 能 的 一 
个 重要 指标 , 它 表征 流体 在 喷 管 中 的 实际 流动 状态 与 理想 流动 状态 的 偏离 程度 . 在 实 
际 应 用 中 , 优质 喷 管 的 o 接近 1: о = 0.98. 
发 动机 用 的 喷 管 具有 很 高 的 o, 所 以 起 主要 作用 的 是 推力 因子 А = R/Ria, ВП 
在 进出 口 压强 条 件 相 同时 具有 给 定 喷 管 的 发 动机 的 推力 R 与 具有 理论 喷 管 的 发 动 
机 的 推力 Ria 之 比 . 理想 的 理论 喷 管 没有 不 可 逆 损 失 , 其 出 口气 流 是 均匀 的 . 对 于 优 
ЖШ, й = 0.98 一 0.996. 
气流 的 非 均匀 率 
Ч 
0 
对 风 洞 有 重要 价值 , 式 中 Av 是 试验 段 气流 速度 对 相应 平均 速度 的 偏离 值 对 横 截面 
和 对 时 间 的 平均 值 . 对 于 性 能 优秀 的 风 洞 , e 的 量 级 为 1%. 
在 许多 应 用 中 (例如 风 洞 ), 为 了 保证 所 需 流量 或 喷 管 出 口 流速 , 需要 采用 可 调 
喷 管 或 可 更 换 喷 管 . 对 于 亚 声速 喷 管 , 主要 可 调 特征 量 是 出 口 横 截面 面积 ; 对 于 超声 
速 喷 管 , 主要 可 调 特征 量 则 是 喉 部 横 截 面 面 积 , 气流 在 这 里 达到 临界 速度 ( 见 8 6). 
扩散 段 为 了 使 流动 速度 降低 、 压强 增加 , 可 以 利用 被 称 为 扩散 段 (或 扩 压 段 、 扩 散 
器 、 扩 压 器 ) 的 一 段 专门 的 管道 ， 就 像 喷 管 那样 , 扩散 段 也 是 喷气 发 动机 、 
各 种 机 械 和 试验 台 的 组 成 部 分 . 例如, 气流 流 过 风 洞 的 亚 声速 或 超声 速 试 验 段 后 仍 
然 具 有 很 高 的 机 械 能 , 应 当 为 这 部 分 气流 减速 ) , 所 以 在 风 洞 中 设计 有 扩散 段 . 如 何 
降低 扩散 段 不 可 北 损 失 的 问题 就 是 如 何 保持 可 用 机 械 能 的 问题 . 只 要 解决 了 这 个 问 
题 , 对 风 洞 而 言 就 可 以 保证 其 装置 的 经 济 性 , 对 喷气 发 动机 而 言 就 可 以 提高 其 推力 . 
扩散 段 中 的 过 程 与 喷 管 中 的 过 程 正好 相反 , 所 以 亚 声速 流动 的 扩散 段 在 流动 方 
1 无 论 是 为 了 把 空气 流 排放 到 压强 大 于 风 洞 试验 段 压强 的 大 气 中 , 还 是 为 了 让 空气 流通 过 风扇 


段 后 再 循环 使 用 , 都 必须 使 流动 减速 . 在 回流 风 洞 中 应 当 使 空气 减速 , 以 便 降低 壁面 阻力 并 改善 风 
扇 的 工作 条 件 - 


图 46， 超 声速 绕 流 时 简单 扩散 器 入口 之 前 的 激 波 示意 图 和 照片 


向 上 是 扩张 管 ,而 超声 速 流动 的 扩散 和 先 收缩 再 扩张 , 气流 速度 在 其 喉 部 减速 至 志 
速 然后 再 减速 至 亚 声速. 
利用 扩散 自得 到 损失 很 小 的 平稳 气流 要 比 利 用 号 管 得 到 损失 很 小 的 高 速 气流 困 
难得 多 ， 无 论 是 扩散 段 还 是 距 管 , 理想 的 可 道 运动 都 因为 同样 的 原因 和 同样 的 流体 
性 质 而 遭 到 破坏 , 但 是 这 些 因素 在 气流 减速 时 表现 得 更 加 显著 . 扩散 段 中 的 气流 在 压 
强 增加 的 情况 下 减速 , 喷 管 中 的 气流 在 压强 降低 的 情况 下 加 速 . 相对 而 言 , 前 者 在 避 
面 发 生 流动 分 离 的 条 件 更 容易 实现 1， 为 了 避免 流动 分 离 , 亚 声速 扩散 段 应 当 是 光 
滑 的 , 既 不 能 有 接 颖 和 尖 点 , 也 不 能 有 过 大 的 扩张 角 . 当 超声 速 气流 进入 超声 速 扩散 
段 时 ,，-- 般 在 人 口 形成 激 波 , 从 而 出 现 巨 大 的 机 械 能 损失 . 
表征 扩散 段 的 基本 指标 是 总 压 恢 复 率 
到 
=. 
在 理想 扩散 段 中 о = 1, 但 实际 上 即使 在 性 能 极 好 的 扩散 段 中 , о 的 值 也 小 于 具有 类 
似 出 入 口 压强 的 喷 管 的 总 压 恢复 率 . 
зан 在 喷气 发 动机 前 方 有 一 个 进 气 道 , 它 是 扩散 自 的 前 部 . 我 们 
用 于 超声 速 飞 行 的 扩 将 在 下 面 证 明 , 空气 进入 进 气 道 后 应 当 减速 , 以 便 获得 能 量 
来 形成 向 后 喷 出 的 高 速射 流 , 从 而 产生 所 需 推力 
在 超声 速 飞 行 中 , 当 相 对 速度 大 于 声速 的 气流 接近 喷气 发 动机 扩散 段 时 ,或 者 
在 扩散 段 内 部 , 可 能 因为 激 波 而 出 现 极 高 的 机 械 能 损失 . 如 图 46 所 示 , 在 简单 扩散 
段 人 口 之 前 形成 一 道 正 激 波 . 
利用 正 激 波 条 件 ( 见 第 七 章 $6) #155, 56 中 的 气体 力学 一 般 公 式 , 容易 得 到 激 
波 后 的 洁 止 压强 р 与 激 波 前 的 洁 止 压强 ру 之 比 对 来 流 马赫 数 Mr; 二 w/a, (马赫 数 
Mi 对 应 飞行 速度 也 称 为 飞行 马赫 数 ) 的 依 帧 关系 公式 : 
by bat 
в атм -1) 
Р [ 4у 20-1 1 Р (+ тм” 


+ 6+1 м? пас 


с= 


с 


пей 525. 一 一 译注 
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(а) (b) 
图 47， 超 声速 来 流 进 入 扩散 段 的 示意 图 
当 Y=1.4 时 , 由 此 可 知 


0.72, ЖМ, =2, 

0.33, 2 М, = 3. 
显然 , 当 飞行 马赫 数 增加 时 , 损失 增长 极 快 .为 了 避免 如 此 巨大 的 损失 , 扩散 段 被 设 
计 为 具有 锋利 前 缘 和 锥 状 中 心 体 , 以 便 在 人 口 前 面 产 生 斜 激 波 ( 见 图 47). 这 时 , 正 激 
波 仅 出 现 于 一 系列 斜 激 波 之 后 . 因为 利用 斜 激 波 法 向 速度 计算 出 来 的 马赫 数 M 不 
Ж, 所 以 斜 激 波 的 损失 也 不 大 . 气流 在 穿 过 最 后 面 的 正 激 波 后 变 为 亚 声速 流 , 正 激 波 
之 前 的 马赫 数 м 这 时 已 经 接近 于 1, 所 以 正 激 波 的 损失 也 很 小 . 斜 激 波 的 数目 越 多 ， 
超声 速 流 减速 时 的 总 压 损失 就 越 小 .在 实际 飞行 时 , 如 果 飞 行 马赫 数 在 Mi = 3 以 
内 , 则 只 要 1 至 2 个 斜 激 波 就 足以 使 损失 降低 到 可 接受 的 程度 . 

扩散 段 的 另 一 个 重要 指标 是 流量 因子 w, 它 被 定义 为 超声 速 飞行 时 扩散 段 的 实 

际 流量 与 可 能 的 最 大 流量 之 比 . 如 果 流 入 扩散 段 的 那 部 分 气流 在 无 穷 远 处 的 横 截面 
面积 等 于 扩散 段 入 口 面积 , 则 相应 流量 就 是 最 大 流量 . 扩散 段 在 亚 声速 飞行 中 能 够 
吸入 气流 , 所 以 p 以 及 扩散 段 流量 的 可 能 的 最 大 值 对 应 扩散 段 人 口 的 临界 速度 . 由 
此 可 知 ， 


0.96， 若 Mi = 1.4， 
"-{ 


= Реа 
529 
如 果 斜 激 波 正好 位 于 超声 速 扩散 段 外 这 的 前 缘 (图 47 (а), 则 p = 1. 如 果 完 全 
关闭 气 道 , 则 全 部 气流 都 在 扩散 段 以 外 流动 , p = 0. 在 实际 流动 的 某 些 工 况 下 , 能 够 
进入 扩散 段 的 全 部 流量 可 能 无 法 通过 扩散 段 的 最 小 横 和 截面 一 一 只 部 ,这 时 0 <р < 1， 
流入 扩散 段 的 部 分 外 侧 气 流 又 沿 着 相反 方向 流出 扩散 段 ， 并 且 斜 激 波 可 能 出 现在 扩 
散 段 外 壳 前 方 或 者 与 之 相交 (图 47 (b))， 所 有 这 些 因素 都 会 引起 扩散 段 外 部 阻力 的 
额外 增加 . 如 果 这 部 分 阻力 很 大 , 从 而 必须 采取 减 阻 措施 , 就 可 以 采用 叭 部 机 截面 可 
变 的 可 调 扩散 段 . 例如 , 可 以 改变 锥 状 中 心 体 相对 于 扩散 段 外 壳 的 位 置 ,或 者 采用 其 
他 一 些 方法 , 以 便 实现 这 种 调节 作用 . 
ниж 我 们 在 前 面 已 经 指出 , 要 想 让 完全 气体 流 能 够 对 内 部 物体 产生 推力 ,就 要 从 
外 部 向 气流 输 和 能量, 或 者 通过 化 学 反应 (例如 燃烧 ) 向 气流 释放 能 量 . 在 
产生 推力 的 发 动机 中 总 有 能 量 输入 ， 向 气流 输入 的 能 量 通常 或 者 表现 为 热量 , 或 者 
表现 为 外 部 面 力 或 质量 力 的 功 . 混合 有 燃料 的 空气 在 流 经 发 动机 内 部 的 专门 管道 时 


Pmax 
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发 生 燃烧 , 从 而 向 气流 提供 热量 . 这 样 的 管道 称 为 燃烧 室 . 

在 空气 中 添加 燃料 使 气流 的 质量 有 所 增加 , 而 当 燃 料 在 空气 中 燃烧 并 释放 热量 
时 还 会 形成 一 些 气体 一 一 燃烧 产物 . 在 详细 的 计算 中 可 以 考虑 额外 增加 的 这 些 质量 
和 气流 在 物理 化 学 性 质 上 的 相应 变化 , 只 不 过 这 部 分 质量 和 气流 性 质 的 变化 实际 上 
经 常 相对 较 小 , 因为 燃料 的 质量 分 数 与 参加 化 学 反应 的 空气 的 质量 分 数 相 比 很 小 , 其 
至 在 化 学 计量 混合 气 中 这 一 比例 也 是 很 小 的 . 例如, 煤油 的 质量 与 煤油 燃烧 所 需 空 
气 的 质量 之 比 为 awoios ~ 1/15. 在 空气 喷气 发 动机 的 燃烧 室 中 , 空气 的 质量 分 数 其 
实 远 远大 于 化 学 计量 混合 气 的 相应 质量 分 数 , 比值 a 的 量 级 为 1.5% 至 3%. 

我 们 来 研究 完全 气体 在 燃烧 室 中 运动 的 基本 效应 和 原理 , 并 且 只 考虑 理想 完全 
气体 在 定常 流动 中 所 获得 的 热量 . 我 们 将 用 水 力学 理论 来 研究 燃烧 室 中 气流 参数 的 
变化 , 换言之 , 在 计算 中 将 认为 燃烧 室 的 管道 是 柱 形 的 , 气流 的 所 有 特征 量 在 其 模 截 
面 上 均匀 分 布 . 

气流 的 质量 炉 在 有 热量 输入 时 总 是 增加 的 , 因为 


2 2 
dg(e) 
s -si= |ds> | 一，dqo >0， (9.6) 
js 
式 中 用 下 标 1 表示 燃烧 室 人 口 的 参量 , 用 下 标 2 表示 所 研究 的 横 截面 上 的 参量 或 者 


燃烧 室 出 口 的 参量 , ааб) 是 单位 质量 的 气体 在 中 间 位 置 获得 的 热量 . 
根据 能 量 方程 (8.9), 我 们 有 


8-й = (Т; - Тр) = 49 > 0， (9.7) 
式 中 09 表示 所 研究 的 横 截 面 之 间 的 单位 质量 的 气体 所 获得 的 总 热量 . 于 是 
44®) = cpdT". (9.8) 


灌 止 压强 之 比 可 以 用 灌 止 温度 和 炉 表 示 出 来 , 相应 公式 为 ( 见 第 五 章 公式 (5.12)) 
-0 
к" (1) я \ 
由 此 可 知 , ЗРЯ ВАА И = cpTY 和 热流 gfe) 给 定时 , ОА НИН 75 /Тр 给 定时 , ЭМ 
加 越 多 (s — si > 0), 则 比值 越 小 . 根据 滞 止 温度 7* 的 定义 , 当 气 体 从 温度 为 Т 
的 给 定 状态 通过 绝热 过 程 减速 至 i = г = const 的 静止 状态 时 , 我 们 有 


ТЕТ. (9.9) 


利用 (9.6), (9.7) 和 (9.8) 可 得 


ат 
сы /a (9.10) 
{ 
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公式 (9.10) 表明 , 在 输入 热量 时 流速 越 小 , АВВ И, 滞 止 压强 的 损失 也 越 小 . 显 
然 , 可 能 的 最 小 丧 增 对 应 v = 0 的 静止 流体 中 的 可 北 传 热 过 程 , 此 外 还 要 求 没有 其 他 
耗 散 损失 . 在 这 种 理想 情况 下 , 我 们 有 


яи 1-1) 
о-в) ре тү" 
еее w= (2) ， 
从 而 
с= 1. 
pi 
在 燃烧 室 的 实际 条 件 下 永远 有 о < 1. 

上 述 重 要 结论 是 利用 一 维 水 力学 理论 得 到 的 , 这 些 结论 在 该 理论 的 范围 内 对 非 
柱 形 燃烧 室 也 显然 成 立 . 我 们 强调 , 要 想 降低 水 力学 损失 并 在 燃烧 室 中 实现 输入 热 
量 的 适宜 条 件 , 气流 相对 于 燃烧 室 的 速度 在 极限 情况 下 等 于 零 . 此 外 , 又 因为 燃料 被 
喷射 人 燃烧 室 后 必须 在 运动 的 空气 中 完成 燃烧 过 程 , 所 以 需要 对 进入 燃烧 室 的 空气 
流 进行 预 减速 . 为 了 部 分 或 者 全 部 实现 气流 的 预 减速 , 可 以 在 燃烧 室 之 前 设计 合适 的 
扩散 段 . 在 超声 速 飞行 中 需要 使 用 专门 的 扩散 段 为 超声 速 流 减 速 ( 见 前 面 68 页 ). 

根据 对 推力 问题 的 分 析 (公式 (8.24)) 显然 可 知 , 为 了 增加 推力 , 必须 增加 滞 止 温 
度 之 差 Ту - Тү 并 尽量 增加 或 保持 滞 止 压强 之 比 рз /рт. 前 面 已 经 证 明 , 比值 ру /рт 
在 向 气流 输入 热量 的 理想 情况 下 保持 不 变 , 这 时 无 法 增加 这 一 比值 . 下 面 将 证 明 , 比 
值 p/p? 在 外 力 对 气流 做 功 时 能 够 远 远大 于 1. 

为 了 进一步 分 析 燃 烧 室 中 的 气流 的 性 质 , 我 们 考虑 气流 的 速度 、 密 度 、 压 强 和 
马赫 数 在 柱 形 燃烧 室 中 的 变化 规律 . 理想 完全 气体 在 柱 形 管 中 的 定常 运动 满足 以 下 
方程 : 

流量 方程 (为 简单 起 见 不 计 燃料 质量 ) 


(ро) = pdv +vdp =0; 
动量 方程 (不 计 外 质量 力 ) 


热流 方程 


因为 内 能 满足 公式 
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从 这 3 个 方程 解 出 微分 dv, dp, dp, 得 


dv 1 dg(®) 

= рем Юж, 

90-9 (911) 
р 5’ 

арма руа 

р 1-м? а? 


式 中 а2 = (др/др), = ур/р, 而 М = о/а 是 马赫 数 , 并 且 根 据 (9.8), (9.9) 和 完全 气 
体 的 状态 方程 p = pRT 容易 得 到 
0-D = (1+251м) ат (9.12) 
由 公式 (9.11) 可 知 , 柱 形 管 中 的 亚 声速 气流 在 吸收 热量 (44°) > 0) 时 其 速度 增 
加 而 压强 降低 , 超声 速 气流 的 情况 则 相反 . 
根据 (9.11) 和 马赫 数 的 定义 М? = v2/(7P/p) 容易 得 到 


ам? du dp ар 1+7M? 449 


МУ 25 + р A * (9.13) 


所 以 , 向 亚 声速 气流 输入 热量 将 导致 其 马赫 数 M 增加 , 向 超声 速 气流 输入 热量 将 导 
致 其 马赫 数 降低 . 利用 (9.12) 容易 求 出 等 式 (9.13) 的 积分 , 从 而 把 它 葵 换 为 代数 关 

ЖА. 
因此 , 在 向 柱 形 管 (燃烧 室 ) 中 的 亚 声速 气流 输入 热量 时 , 气流 速度 只 能 增加 到 
临界 值 在 达到 临界 速度 后 , 继续 向 柱 形 管 中 的 气体 输入 热量 是 不 可 能 的 , 这 种 
现象 称 为 热 阻塞 如果 试 图 输入 更 多 热量 (例如 继续 燃烧 燃料 ), 就 会 出 现 以 下 两 种 
情况 之 一 : 或 者 出 现 流动 状态 的 变化 , 这 时 燃烧 室 人 口 参量 发 生变 化 , 使 得 出 口 速度 
有 所 下 降 , 以 便 在 继续 输入 热量 后 燃烧 室 出 口 速度 能 够 达到 声速 ; 或 者 , 如 果 流 动 的 
上 述 变 化 无 法 发 生 (例如 , 利用 一 些 专门 装置 能 够 保证 进入 燃烧 室 的 气体 具有 严格 
确定 的 参量 ), 则 在 强制 输入 热量 时 不 可 能 维 


站 持 定常 流动 , 在 气流 中 出 现 非 定常 振荡 (例如 
<= ОНИ О). 


агн 火焰 前 锋 在 气体 中 的 传播 速度 仅 有 几米 

на виздовевелияяан ВИНА, 所 以 即使 流速 不 大 , 火焰 的 直接 

前 锋 也 无 法 稳定 地 停 贸 在 气流 中 ， 它 将 被 气 

流 带 出 燃烧 室 ， 为 了 保证 顽 伐 的 稳定 性 , 必须 在 燃烧 室 中 安装 用 来 点 燃气 流 的 稳定 
器 , 在 稳定 器 后 面 形成 维 形 火焰 前 锋 ( 见 图 48). 

根据 火焰 在 气体 中 的 传播 速度 和 来 流速 度 就 可 以 计算 火焰 前 锋 的 倾角 ， 因 为 该 

角度 不 大 , 所 以 为 了 不 让 稀 烧 室 的 形状 过 于 细 长 ， 在 癸 烧 室 横 截 面 上 必须 安装 若 二 
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个 稳定 器 . 
压缩 机 (8) 压缩 机 是 一 种 把 机 械 能 转化 为 气体 的 内 能 或 动能 的 流体 机 械 , 它 能 够 
提高 气体 的 有 效 做 功能 力 . 当 工 作物 是 液体 时 , 类 似 的 机 械 经 常用 于 

提升 液体 的 高 度 , 从 而 使 液体 势能 增加 . 这 样 的 机 械 称 为 泵 . 

当 气体 在 准 静 态 过 程 中 被 缓慢 压缩 时 , 其 内 能 一 般 而 言 会 增加 . 不 过 , 如 果 气 体 
在 被 压缩 的 过 程 中 同时 被 冷却 , 例如 气体 同时 与 环境 介质 发 生 热 交 换 , 则 气体 的 内 
能 也 可 能 不 增加 ， 其 实 , 完全 气体 的 质量 内 能 只 依赖 于 气体 的 温度 ,所 以 内 能 就 是 
热 运动 的 能 量 . 如 果 气 体 的 缓慢 压缩 过 程 是 在 温度 保持 不 变 的 条 件 下 进行 的 , 则 气 
体 在 接受 机 械 能 的 同时 也 向 外 释放 同样 数量 的 热量 , 气体 的 总 能 量 不 变 , ЛАЗ 
з = cpln(Tp 0/1) + сопзі 降低 . 然而 , 气体 的 实际 有 效 做 功能 力 , 即 把 内 能 直接 
转化 为 机 械 力 的 功 或 直接 转化 为 动能 的 能 力 , 显然 不 仅 依赖 于 气体 所 具有 的 内 能 , 而 
且 依赖 于 其 压强 . 从 工程 应 用 的 观点 看 , 对 于 温度 给 定 的 一 定 质量 的 气体 , 其 能 量 在 
压强 较 高 时 ( ВОЧИЗНАНЕНЫ) 具有 更 高 的 品质 0, 尽管 完全 气体 的 能 量 永远 是 热 运 动 的 
能 量 . 

气体 压缩 机 有 很 多 种 类 型 . 在 活塞 式 压缩 机 中 , 活塞 的 运动 使 进入 气缸 的 低压 
气体 得 到 压缩. 广泛 应 用 于 航空 技术 和 工业 生产 的 是 连续 作用 的 压缩 机 , 气体 在 其 导 
流 管内 或 者 直接 在 开放 区 域 中 在 专门 的 旋转 叶片 的 作用 下 获得 能 量 . 旋转 叶轮 (或 
风扇 、 螺 旋 桨 ) 是 压缩 机 以 及 电动 机 、 内 燃 机 和 涡轮 机 等 动力 装置 中 负责 把 能 量 传 
递 给 气体 或 水 的 装置 的 基本 而 典型 的 部 件 . 

螺旋 桨 还 用 于 获得 推力 . 螺旋 桨 把 机 械 能 传递 给 气体 并 在 后 方 制造 出 一 个 高 压 
区 , 从 而 为 喷气 射流 的 发 展 创造 条 件 . 工业 用 风机 和 家 用 风扇 经 常用 于 制造 压强 差 
并 形成 所 需 气 流 . 例如 , 在 回流 风 洞 中 , 为 了 保证 气流 的 连续 循环 , 为 了 克服 各 种 阻 
力 并 补偿 机 械 能 损失 , 风扇 装置 是 必须 的 . 我 们 还 指出 , 因为 在 风 洞 的 工作 过 程 中 机 
械 能 不 断 转化 为 热量 , 所 以 如 果 通过 自然 方式 不 足以 全 部 释放 这 部 分 热量 , 就 必须 
设法 进行 冷却 

在 暂 冲 式 风 洞 中 , 必须 预先 用 压缩 机 把 空气 压缩 进 专门 的 气缸 中 , 这 部 分 空气 
在 风 洞 启动 后 经 过 风 洞 流入 大 气 或 真空 钠 . 在 各 种 喷气 发 动机 和 活塞 式 发 动机 中 ， 
尤其 是 当 它 们 在 高 空 的 稀薄 大 气 环境 中 工作 时 , 利用 压缩 机 使 流入 扩散 段 的 空气 在 
进入 燃烧 室 之 前 预先 减速 并 压缩 是 大 有 好 处 的 . 

连续 作用 的 压缩 机 有 两 种 基本 类 型 : 径流 压缩 机 (离心 压缩 机 ) 和 轴 流 压缩 机 . 
图 和 9 给 出 这 两 种 压缩 机 的 示意 图 . 在 径流 压缩 机 中 , 气体 主要 沿 径 向 流 过 叶轮 , 并 
且 在 相对 运动 中 , 气体 是 被 离心 力 加 速 并 压缩 的 , 在 轴 流 压缩 机 中 , 气体 主要 以 绕 柱 
形 叶 片 流动 的 方式 流 过 旋转 叶轮 , 叶轮 对 气体 的 作用 类 似 于 前 面 研究 过 的 翼 机 ( 叶 


0 见 第 一 卷 173 一 174 Я. 
2) 暂 冲 式 风 洞 一 般 用 于 研究 超声 速 流 , 尤其 是 高 超声 速 流 . 暂 冲 式 风 洞 分 为 下 吹 式 (气流 排 向 大 
气 ) , 吹 吸 式 (气流 流 人 真空 锥 ) 和 吹 引 式 (气流 流 过 引 射 器 后 再 排 向 大 气 , 见 下 文 ) 一 一 译注 
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图 49， 压 缩 机 示意 图 : (А) 单 级 径流 压缩 机 (а. 进 气管 , b. 叶轮 , с. 扩 压 器 , d 排 气管 ); (B) 轴 流 
压缩 机 (а. 进口 导 流 器 , 6. 叶轮 , ci. 出 口 导 流 器 , ©. 叶轮 转轴 ). 把 压缩 机 叶轮 与 同样 以 2 为 
轴 的 圆柱 面相 交 的 部 分 展开 为 平面 图 案 , 可 以 得 到 如 下 图 所 示 的 叶 李 . 如 果 该 圆柱 面 的 半径 远大 
于 叶片 横 截 面 的 尺寸 , 则 在 许多 情况 下 可 以 忽略 气体 的 径 向 运动 , 从 而 可 以 在 良好 近似 下 把 气体 
绕 柱 形 叶片 的 运动 看 做 叶 栅 平面 绕 流 . 在 图 中 标 出 了 相应 横 截 面 上 的 绝对 速度 、 相 对 速度 和 牵连 
速度 的 方向 


8) 平面 绕 流 的 情况 . 通 向 旋转 叶轮 的 进口 导 流 器 和 通 向 排 气管 的 扩 压 器 是 压缩 机 
的 重要 部 件 - 

在 单 级 压缩 机 实际 工作 时 , 使 气体 高 度 压 缩 ( 即 获 得 很 大 的 增 压 比 т = p3/pi) 
而 不 出 现 巨大 的 不 可 逆 损 失 是 难以 实现 的 , 所 以 必须 使 用 由 中 间 导 流 器 连接 起 来 的 
若干 个 叶轮 逐步 进行 压缩 . 因此 , 人 们 设计 出 多 级 压缩 机 , 以 便 对 气流 进行 高 度 压缩 . 

表征 压缩 机 工作 状况 的 基本 参量 是 : 气体 的 质量 流量 С = piv15, = pov252 (51 
和 52 分 别 是 压缩 机 进 气 口 和 排 气 口 的 面积 ); 滞 止 温度 Ту, Ту; 增 压 比 = ру/рі 
(也 可 以 引入 其 它 一 些 等 价 指标 来 代替 量 7). 

下 面 考虑 气体 在 压缩 机 的 静止 管道 中 的 运动 并 研究 上 述 参量 . 从 能 量 方程 可 知 ， 
在 实际 过 程 中 , 单位 时 间 内 对 气体 做 功 的 总 量 等 于 


и = А = (7: –Т0)6. 
容易 证 明 , 这 部 分 功 总 是 大 于 为 了 获得 同样 的 增 压 比 x 而 在 无 损失 的 可 地 过 程 中 必 
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须 对 气体 做 功 的 理想 值 . 其 实 , 对 完全 气体 成 立 以 下 一 般 公式 : 


т 91-1 -De -s/c ТУ -a 到 -DYeta so/ 
(a 是 使 量 纲 平衡 的 常量 ), 并 且 由 于 压缩 机 内 部 流动 的 不 可 逆 损 失 (ФЕРЕ, ВО, Е 
动 分 离 、 非 均匀 流 混合 等 ), 我 人 有 


sa 一 so0> 81 — 80. 


假想 气体 经 过 一 个 绝热 可 逆 过 程 后 , 其 滞 止 压强 从 pi ХЕ ру. 在 这 个 理想 过 程 中 没 
有 不 可 逆 损 失 , НИЖНЕЕ, 所 以 对 滞 止 温度 得 到 另 一 个 值 加 ,a, 它 满足 公式 


1 
v ee er р; D/rels —#0)/ер < т. 
了 


在 理想 过 程 中 应 当 输 入 的 机 械 功 Ааа 等 于 
Ава = с(Т;,а — TI)G < А = о(Т5 – ТГ)С. 


比值 
А. 


称 为 压缩 机 的 整体 绝热 效率 . 也 可 以 单独 考虑 每 一 级 的 绝热 效率 . 绝热 效率 是 表征 压 
缩 机 技术 性 能 完善 程度 的 主要 指标 . 

对 于 一 台 给 定 的 压缩 机 , 绝热 效率 na 和 增 压 比 r 主要 依赖 于 流量 G 和 增 压 叶 
轮 的 转速 . 在 一 般 情况 下 , 流量 可 由 外 部 条 件 (飞行 速度 、 气 道 横 截面 面积 等 ) 来 调 
节 . 对 给 定 的 压缩 机 而 言 , 存在 最 优 的 理论 工作 状态 , 这 时 ma 具有 最 大 值 , 这 个 值 
依赖 于 压缩 机 的 类 型 、 用 途 和 工作 条 件 . 在 最 好 的 航空 压缩 机 中 , 每 一 级 压缩 在 增 压 
Бля 1.5 一 1.4 时 具有 效率 ma = 0.87—0.88. 

如 果 在 定常 运动 中 有 外 部 能 量 流 


4+QG) = сут; [00е 21)/ср — Ца (9.14) 


进入 (或 者 有 能 量 流离 开 ), 则 从 一 般 公式 可 知 , 为 了 获得 给 定 的 增 压 比 т, 可 以 通过 
МЫК s 的 方式 来 降低 压缩 过 程 所 需 的 机 械 功 А. Т РЫНИЙ s, 可 以 给 气体 降 
- Ш (00 < 0), 因为 气体 在 失去 热量 时 炳 会 减 小 . 在 这 种 情况 下 , 被 压缩 的 气体 可 能 
最 初 具有 明显 很 低 的 温度 , 但 是 当 这 部 分 气体 贮存 到 气 负 中 之 后 ,其 温度 最 终 会 因 
为 热传导 而 变 得 与 环境 温度 一 致 . 
为 了 定量 估计 在 压缩 气体 时 给 气体 降温 可 能 带 来 的 好 处 , 我 们 对 气体 的 准 静态 
可 逆 等 温 压 缩 过 程 应 用 公式 (9.14). 这 时 , 公式 (9.14) 和 等 式 Td5 = 400 给 出 


АВ = -9® = -Т(вь — 6. 
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图 50， 各 种 涡轮 机 的 示意 图 : (A) 径流 向 心 涡轮 机 ; (В) 径流 离心 涡轮 机 ; (С) 轴 流 涡轮 机 (а. ЗА 
器 , 5 叶轮 ), ФР ВИНО НАУ ЗНИЖЕННЯ ВЕ 


在 等 温 过 程 中 , 我 们 有 


и \(7- 0/7 
1= 52 = (=) eta-s)/o， 即 s 一 si = -colnro-D/， 


所 以 
Аб = Сорт шт ОА < Ава = GepT? [ro-D/r – 1], 


因为 在 а = ro-5/? > 1 时 显然 成 立 不 等 式 


а= [< [ча-а-1. 
а 
і 1 


涡轮 机 “流体 在 流 过 压缩 机 时 获得 能 量 ， 与 此 相反 , 涡轮 机 用 于 从 运动 的 流体 中 获 

得 机 械 能 . 在 通过 涡轮 机 的 绝热 (09 = 0) 流动 中 A < 0, 所 以 根据 (9.14) 

可 知 , 在 涡轮 机 中 п < 1, 即 气体 在 流 过 涡轮 机 后 其 总 压 下 降 , ру < ру. 图 50 是 轴 流 
涡轮 机 和 径流 涡轮 机 的 典型 示意 图 . 

已 经 在 磨坊 中 使 用 了 多 个 世纪 的 风车 和 水 车 是 最 简单 的 涡轮 机 . 各 种 功率 的 水 

轮机 广泛 应 用 于 水 电站 , 单机 容量 可 达 百 万 千瓦 ,汽轮机 和 燃气 轮机 广泛 应 用 于 解 

决 诸多 重要 的 工业 问题 . 数 十 万 千瓦 量 级 的 大 功率 燃气 轮机 用 于 推动 现代 航空 发 动 
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机 的 螺旋 桨 和 压缩 机 叶轮 . 涡轮 机 在 许多 情况 下 也 用 于 船舶 发 动机 . 

在 涡轮 机 叶轮 上 有 专门 设计 的 叶片 , 叶轮 的 旋转 使 水 流 或 气流 在 流 过 叶片 时 改 
变 方向 , 从 而 使 叶轮 受到 巨大 的 反作用 力 并 输出 正 的 机 械 功 . 这 样 , 能 量 从 流体 转移 
到 旋转 的 叶轮 . 在 许多 情况 下 , 为 了 获得 最 佳 速度 , 可 以 利用 专门 的 静止 导 流 器 使 流 
体 在 流 过 叶轮 以 前 预先 旋转 起 来 , 而 在 流 过 叶轮 以 后 再 停止 旋转 ( 见 图 50). 导 流 器 
也 能 够 控制 流体 的 速度 值 . 就 像 压 缩 机 那样 , 涡轮 机 也 可 以 由 若干 级 组 成 , 每 一 级 的 
转速 既 可 相同 也 可 不 同 

考虑 涡轮 机 (或 压缩 机 ) 中 的 匀速 旋转 的 叶轮 并 研究 作用 在 叶轮 上 的 流体 力学 
作用 力 (对 静止 旋转 轴 ) 的 力矩. 

我 们 首先 指出 , 在 不 同 惯性 参考 系 下 的 
作对 运动 中 , 介质 每 一 点 的 相互 作用 力 以 及 
合力 、 合 力矩 都 是 相同 的 . 这 一 性 质 在 前 面 
曾经 多 次 被 提 及 和 使 用 ， 现 在 假设 涡轮 机 
叶轮 以 角速度 w 绕 静 止 轴 匀 速 旋转 , 并 考虑 
流体 的 下 述 两 种 运动 : 第 一 种 是 相对 于 静止 
的 惯性 坐标 系 的 运动 , 第 二 种 是 相对 于 与 旋 
转 叶轮 辐 连 在 一 起 的 非 惯 性 坐标 系 的 运动 . 
在 第 二 种 运动 中 必须 引入 作用 在 介质 上 的 
离心 力 和 科 里 奥 利 力 , 这 两 种 惯性 力 都 是 外 
质量 力 . 在 相对 运动 中 出 现 惯性 质量 力 , 这 
关系 到 广义 “ 阿 基 米 德 力 ” 及 其 力矩 . 

这 些 力 不 仅 作用 于 流体 , 而 且 作 用 于 旋 Ра 51， 涡 轮机 流程 和 相应 控制 面 的 示意 图 
转 叶 轮 和 固定 在 叶轮 上 的 叶片 . 当 涡轮 机 叶 
轮 高 速 旋转 时 , 角速度 w 很 大 , 惯性 质量 力 很 大 , 结果 在 涡轮 机 叶轮 中 出 现 巨大 的 拉 
伸 应 力 , 在 叶片 中 尤其 如 此 .主要 正 是 因此 才 不 得 不 限制 涡轮 机 和 空气 螺旋 桨 的 转 
速 . 受 涡轮 机 强度 条 件 的 这 种 限制 , 钢 质 叶片 的 圆周 速度 不 允许 超过 700 m/s. 这 是 
一 个 非常 重要 的 限制 条 件 , 在 设计 空气 螺旋 桨 和 旋转 叶轮 时 必须 考虑 这 个 条 件 . 显 
然 , 在 设计 静止 导 流 器 的 部 件 时 不 会 产生 这 种 拉 伸 应 力 . 从 应 用 观点 看 , 静止 部 件 上 
的 作用 力 和 力矩 应 当 在 静止 坐标 系 中 进行 研究 , 而 运动 部 件 上 的 作用 力 和 力矩 应 当 
在 运动 的 随 体 坐 标 系 中 进行 研究 . 在 计算 涡轮 机 旋转 叶轮 上 的 流体 力学 作用 力 的 合 
АНН, 可 以 假设 流体 相对 于 叶轮 的 运动 是 定常 的 7 . 

为 明确 起 见 , 我 们 来 考虑 涡轮 机 的 一 个 叶轮 (图 51), 并 把 叶片 表面 、 轴 对 称 机 
壳 表 面 、 套 在 转轴 上 的 整流 装置 表面 (与 流体 接触 的 部 分 ) 以 及 涡轮 机 入 口 和 出 口 的 


少 - 转 轮 叶片 组 


У 这 个 假设 在 存在 导 流 器 时 仅仅 在 平均 意义 上 符合 实际 情况 , 因为 涡轮 机 叶片 的 位 置 相 对 于 导 
流 器 管道 有 周期 性 变化 , 而 流体 的 周期 性 运动 是 非 定常 的 . 相应 周期 在 转速 很 高 时 很 小 , 增加 叶片 
数目 也 能 降低 周期 
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圆锥 面 51, 52 取 作 控制 面 - 

我 们 来 计算 涡轮 机 叶片 上 的 流体 力学 作用 力 对 涡轮 机 转轴 的 力矩 . 为 简单 起 见 ， 
我 们 忽略 静止 机 壳 、 整 流 装置 和 圆锥 面 S,, S> 上 的 摩擦 力 , 仅 在 理想 流体 范围 内 考 
虑 问题 . 

显然 , 一 部 分 控制 面 是 以 z 轴 为 对 称 轴 的 旋转 曲面 , 作用 在 这 部 分 控制 面 上 的 
所 有 压力 都 与 z 轴 相 交 或 平行 , 所 以 这 些 力 对 z 轴 的 力矩 等 于 零 . 于 是 , 只 有 作用 在 
旋转 叶片 上 的 压力 对 z 轴 的 力矩 一 般 才 不 等 于 零 . 

作用 在 叶片 上 的 离心 力 与 z 轴 相交 , 其 力矩 也 等 于 零 . 作用 在 流体 微 元 上 的 科 
氏 力 的 合力 矩 不 等 于 零 , 我 们 把 它 记 为 Mk:. 在 定常 运动 的 情况 下 很 容易 计算 该 力 
ЖЕ. 为 此 , 在 流动 区 域 中 的 每 一 点 把 流体 的 相对 速度 we 表示 为 


Vrel = Vrrel + Verel + 0 геј 


式 中 о, а 是 径 向 相对 速度 , wire 是 横向 相对 速度 , v,,。, 是 轴 向 相对 速度 , 相应 速度 
值 记 为 vwo wre 0 0, о 容易 看 出 , 力矩 Mkz 等 于 


= а з= Тат = а т 


式 中 Y 是 控制 体 , АТД ИЖЕ. 
因为 运动 被 认为 是 定常 的 , 并 且 在 控制 面 上 онго 9 0 的 条 件 仅 在 圆锥 面 5; 和 
52 上 成 立 , 所 以 
Мы, =w | ridG ~-w | 246 = | riuaG— | тас, (9.15) 
Е Г. 
式 中 G 是 质量 流量 ，dG = ро, йо, и, 和 и, 分 别 是 圆锥 面 5, 和 5, 上 的 牵连 线 速 
度 值 , 法 向 矢量 n 的 方向 见 图 51. 
根据 定常 运动 的 动量 矩 方程 (7.3) (其 中 к= 0, h = 0, Qn = 0), 压力 对 叶轮 的 
力矩 为 
М, = | пон а 46 | mooradG+ М. (9.16) 
е в 


可 以 引入 横向 绝对 速度 来 代替 横向 相对 速度 ， 


Ун те) = ЭН аз — Шз Vi2rel = Ve2abs — Шо» 
所 以 根据 (9.15) 和 (9.16) 可 以 得 到 
М. = | туола | тоос. (9.17) 
Е 


公式 (9.17) 称 为 欧 拉 公式 . 如 果 考 虑 流体 的 定常 绝对 运动 , №] Mkz = 0, 这 时 直 
接 从 公式 (9.16) 出 发 很 容易 得 到 这 个 公式 . 使 用 这 种 简单 而 直接 的 方法 推导 欧 拉 公 
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混和 室 тка 


图 52， 引 射 器 示意 图 , 引 射 流体 ОГВ 51) 和 被 引 射流 体 (通过 横 截面 52) 从 人 口 流 人 引 
射 器 , 混合 室 后 的 流动 在 横 截面 53 和 54 上 是 均匀 的 


式 是 非常 自然 的 , 但 是 上 述 方法 也 不 算 复杂 . 与 此 同时 , 要 想 更 深入 地 理解 这 个 问题 
的 本 质 , 要 想 更 清晰 地 体会 相对 运动 , 我 们 所 采用 的 方法 不 无 神 益 . 
扭转 力 箱 M 与 流体 机 械 的 流量 以 及 流体 在 流 过 旋转 叶轮 时 在 人 口 和 出 口 的 所 
转 情况 (ou wws 和 оны) 有 密切 关系 . 流量 、 最 大 流量 和 扭转 情况 不 仅 依赖 于 导向 
装置 和 叶轮 的 几何 参数 , 而 且 依赖 于 流体 的 给 定 参量 和 叶轮 的 角速度 
类似 于 压缩 机 的 绝热 效率 ma, 可 以 把 涡轮 机 的 绝热 效率 wa 定义 为 所 得 功率 
与 绝热 可 闻 过 程 中 的 理想 功率 之 比 : 
па 01-10) 
у 
在 绝热 可 壕 过 程 中 没有 任何 损失 , НЕЕ. 
相对 于 压缩 机 而 言 ， 涡 轮机 中 的 流体 力学 过 程 更 易于 完善 ,所 以 涡轮 机 的 效率 
通常 较 高 ,并且 一 般 高 于 压缩 机 的 效率 . 最 好 的 燃气 办 机 的 效率 可 达 nh 0.94. № 
轮机 与 压缩 机 之 间 的 定性 关系 近似 于 路 管 与 扩散 器 之 间 的 关系 . 
从 燃气 轮机 妖 烧 室 流出 的 气体 具有 很 高 的 温度 т, ЖЕЛЕ тт, ТОСЕ 
机 叶片 的 工作 条 件 比 压缩 机 叶片 的 工作 条 件 更 加 显 劣 ， 因 此， 如 何 冷却 涡轮 叶片 和 
涡轮 盘 ,如 何 保证 它们 的 强度 和 工作 寿命 , 都 是 与 此 相关 的 重要 问题 
水 轮机 在 高 速 运转 时 有 出 现 空 化 现象 的 危险 .涡轮 机 中 的 液体 或 气体 在 失去 大 
НЕЕ, 其 温度 会 大 为 降低 , 这 种 效应 可 用 于 气体 液化 装置 (涡轮 制冷 压缩 机 ). 
一 台 给 定 的 涡轮机 在 不 同 转速 下 能 够 具有 不 同 的 工作 状态 , 这 取决 于 对 流量 的 
控制 ,控制 方法 是 限定 来 流 流量 和 调整 出 口 压强 或 出 口 截面 
引出 器， 为 了 利用 一 种 气流 提高 另 一 种 气流 的 总 压 ,通常 可 以 使 用 一 段 专门 的 和 
道 一 引 射 器 ， 具 有 不 同 总 压 、 流 过 一 般 也 不 同 的 液体 或 气体 从 引 射 器 
АПА, 然后 在 被 称 为 混合 室 的 管道 中 发 生 混合 和 能 量 交换 , 压强 密度 和 温度 因 
此 变 得 处 处 基本 相同 , 结果 形成 均匀 的 混合 流体 , 以 便 进一步 通过 混合 室 后 面 的 扩散 
ВБД: 图 52 是 引 射 器 的 示意 图 . 引 射 器 还 用 于 需要 通过 入口 吸入 液 
体 或 气体 的 一 些 装 省 
引 射 流体 (主流 体 ) 具有 较 高 的 总 压 , 其 参量 用 下 标 1 表示 . 引 射 流体 从 出 口 槛 
截面 为 $ 的 喷 管 流出 后 带动 模 截面 $5 上 的 被 引 射流 体 一 起 进入 混合 室 . 被 引 射流 


冷却 过 程 中 的 不 可 北 损 失 导 致 涡轮 机 效率 降低 2%—4%. 


2245 
= а 
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体 (次 流体 ) 的 参量 用 下 标 2 表示 . 混合 室 是 一 段 具有 圆 形 (或 其 他 形状 ) 横 截面 的 
柱 形 (或 非 柱 形 ) 管道 , 两 种 流体 在 这 里 发 生 混合 , 并 且 经 过 混合 室 直径 8 一 10 倍 的 
距离 后 , 在 横 截面 S 上 就 能 得 到 基本 均匀 的 流动 . 图 53 给 出 了 速度 前面 在 混合 过 
程 中 的 变化 特点 . 在 图 52 和 53 中, 引 射 流体 位 于 中 央 , 但 也 可 能 存在 其 他 一 些 不 同 
情况 , 引 射 流体 可 以 位 于 外 侧 , 两 种 流体 也 可 以 分 别 从 若干 个 喷 管 流入 混 合 室 . 在 后 
一 种 方法 中 , 采用 较 短 的 混合 室 即 可 完成 混合 过 程 

引 射 流体 和 被 引 射流 体 在 引 射 器 人 口 具有 不 同 的 速度 , 其 混合 机 理 在 许多 情况 
下 取决 于 初始 速度 间断 面 的 不 稳定 性 , 这 与 符 性 效应 和 扩散 现象 有 密切 关系 , 在 某 些 
情况 下 还 与 物理 化 学 过 程 有 关 , 例如 与 混合 室内 的 燃烧 有 关 . 尽管 如 此 , 对 柱 形 混合 
室 而 言 , 如 果 忽 略 固体 壁面 上 的 摩擦 力 , 则 在 混合 过 程 能 够 实际 发 生 的 许多 情况 下 
可 以 认为 , 横 截面 5 上 的 流动 特征 量 不 依赖 于 混合 室 中 的 中 间 过 程 . 引 射 器 模 截 而 
St + 5 和 5 上 的 流动 参量 之 间 的 关系 满足 普 适 的 守恒 方程, 这 在 本 质 上 类 似 于 强 
间断 ( 激 波 ) 的 情况 . 我 们 知道 , 在 许多 情况 下 
(但 并 非 总 是 如 此 ) 可 以 在 理想 流体 范围 内 对 强 
间断 引入 普 适 的 守恒 方程 并 加 以 研究 , 尽管 实 
际 现象 中 的 相应 内 部 过 程 其 实 也 是 
不 过 其 变化 过 程 非常 剧烈 ， 它们 与 用 
导 、 化 学 反应 动 理学 等 因素 有 关 

流动 混合 问题 对 于 混合 室 的 设计 (例如 对 
图 зз, АТАНАР ЗЕЕ ХА ОАО 。 于 混合 室 长 度 的 确定 ) 有 重要 价值 . 然而 , 如 果 
а 对 于 给 定 的 引 射 器 已 经 在 入 口 给 定 了 引 射 流体 
和 被 引 射 流体 , 则 在 某 些 情况 下 根据 上 述 一 般 守 恒 方程 即 可 回答 流动 混合 能 否 实现 
的 问题 . 但 是 , 在 某 些 重要 情况 下 , 例如 当 混合 室 中 存在 超声 速射 流 时 , 需要 分 析 射 
流 形状 的 变化 和 射流 在 引 射 器 内 部 发 生 混合 的 机 理 才能 回答 这 个 问题 . 

对 于 柱 形 混合 室 中 的 定常 流动 , 无 论 其 中 的 内 部 过 程 有 何 特性 , 都 可 以 对 由 混 
合 室 壁 面 、 横 蕉 面 51 + 52 和 5s 组 成 的 控制 面 写 出 一 般 的 积分 关系 式 , 其 形式 如 下 . 

质量 流量 守恒 方程 


Gi+G2 = Gu， . (9.18) 
式 中 G = рац. 
没有 外 部 能 量 流 时 的 能 量 方程 
Gii? +6, = 611, (9.19) 
式 中 2 
пе ++ Еч 


ЗЕН АЯ, | 和 05 是 引 射 流体 和 被 引 射流 体 (它们 一 般 是 不 同 的 流体 ) 在 进入 引 
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ВААС ВЕДАЯ, 5 是 混合 物 在 流出 引 射 器 时 的 质量 总 丛 , 并 且 从 热力 学 上 讲 , 混 
合 物 的 烩 在 其 组 分 给 定时 具有 确定 的 表达 式 . 
柱 形 混合 室 的 动量 方程 


DiS1 + Сул + р252 + Gavz = p353 + Gava. (9.20) 


如 果 混 合 室 不 是 柱 形 的 , 例如 , 如 果 其 形状 是 以 z 轴 为 对 称 轴 的 旋转 曲面 , 则 在 
(9.20) 的 右 侧 必 须 增加 一 项 : 


= f peos(n, z) do = —Rsy,, 
高 
式 中 n 是 混合 室 壁 面 5o 的 单位 外 法 向 矢量 , р 是 %o。 上 的 压强 , 其 数值 与 混合 现象 
的 细节 有 关 . Ш Rrz。 是 作用 于 混合 室 壁面 Ze 上 的 阻力 (或 推力 ). 在 某 些 情况 下 可 
以 使 用 方程 (9.20) 来 计算 RR;,, 而 在 其 他 一 些 情况 下 则 可 以 根据 实验 或 与 实验 相符 
的 假设 给 出 R;,. 还 可 以 在 方程 (9.20) 中 近似 地 引入 与 хо 上 的 黏 性 摩擦 力 有 关 的 
半 经 验 阻力 项 . 
面积 51, 52 和 53 是 引 射 器 的 几何 特征 量 . 如 果 混 合 室 是 柱 形 的 , 则 


5, + $2 = 53. (9.21) 
被 引 射流 体 流量 G 与 引 射流 体 流量 С. 之 比 
_ бо _ 225 

"65 див, 082) 


称 为 引 射 率 , 它 是 引 射 器 工作 过 程 的 基本 指标 之 一 . 如 果 被 引 射 流体 和 引 射 流体 不 是 
同一 种 流体 , №] i3 与 引 射 率 n 有 关 . 关系 式 (9.18) 一 (9.22) 对 液体 和 气体 均 成 立 . 如 
果 在 扩散 段 出 口 给 定 某 些 流动 特征 量 (例如 在 亚 声 速 流 动 中 给 定 出 口 压强 ), 则 在 上 
述 方程 组 中 应 当 补充 描述 流体 在 扩散 段 中 的 运动 的 关系 式 (在 实际 应 用 中 还 要 考虑 
扩散 段 的 不 可 逆 损 失 ). 在 (9.18) 一 (9.21) 这 4 个 关系 式 中 含有 12 个 参量 : px, руу, 
S54, 而 流体 的 特性 是 通过 总 烩 的 表达 式 аг (рд, ру. ок) 表现 出 来 的 . 

无 论 是 为 了 设计 引 射 器 , 还 是 为 了 确定 引 射 器 中 的 流动 性 质 , 相关 理论 和 计算 都 
密切 关系 到 并 在 很 大 程度 上 基于 对 相应 未 知 参量 的 上 述 方程 组 的 分 析 和 求解 20 . 究 
竞 哪 些 参量 是 给 定 的 已 知 参量 , 哪些 参量 是 待 求 的 未 知 参量 , 在 不 同 问题 中 可 能 各 
不 相同 , 这 依赖 于 问题 的 提 法 . 原来 相互 分 离 的 非 均 匀 来 流 从 入 口 Si + 52 进入 引 射 
器 , 从 横 截 面 Ss 流出 时 已 经 变 为 均匀 流 . 在 柱 形 混合 室 中 的 实际 混合 过 程 可 以 视 为 
在 动量 守恒 条 件 下 的 一 种 平均 化 过 程 , 这 时 实际 流动 与 平均 流动 都 满足 条 件 (9.20). 


可 以 从 一 些 专著 和 论文 中 了 解 所 用 求解 方法 和 结果 , 例如 : Абрамович Г.Н. Прикладная 
газовая динамика. 4-e изд. Москва: Наука, 1976; 5-е изд. (в 2 ч.), 1991. Григорян С.С 
К теории газового эжектора. Теоретическая гидромеханика: Сборник статей №. 13, 
вып. 5. Москва: Оборонгиз, 1954. 
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对 方程 (9.18) 一 (9.21) 的 分 析 表 明 , 当 ру, ру, v1, 51, Ро, Ра, wz, 52 (8 рї, ТЕ, 
№ = 由 /ou Si РЗ, ТЗ, №» $2) 给 定时 , 在 53 = 5; + 52 的 条 件 下 并 非 总 是 能 够 从 
该 方程 组 解 出 pa, рз оз (或 рз, Ту, Аз). 因此, 这 种 平均 化 方法 一 般 可 能 无 法 实现 . 
亚 声速 来 流 应 当 具 有 相同 的 人 口 压强 , 即 р; = р». 如果 两 股 来 流 都 是 (或 其 中 之 一 
是 ) 超声 速 的 , 则 p = ро 可 能 不 成 立 . 在 рї, Т; 和 ру, Ту 给 定时 , ра, pl v1 和 р, 
ра, ua 依赖 于 入 口 管道 的 形状 . 

在 混合 过 程 能 够 发 生 的 情况 下 , 利用 方程 (9.18) 一 (9.21) ЭГИЗИ ЧЕ 


(С, + G2)ss — С.з, — G2s2 = AS. (9.23) 
计算 结果 应 当 满 足 
AS>0, 
因为 混合 过 程 是 不 可 逆 的 . 
可 以 考虑 理想 的 可 逆 混 合 过 程 (这 时 存在 外 质量 力 ), 于 是 AS = 0, 从 而 可 以 把 
动量 守恒 方程 (9.20) 替换 为 右 侧 为 零 的 方程 (9.23) 并 计算 相应 总 压 р. 那么 , 可 
以 引入 以 下 比值 作为 混合 室 的 一 个 基本 指标 (混合 室 效 率 ): 


Pa 


са = 


式 中 ру 是 实际 过 程 中 的 总 压 ， pis 是 引 射 器 入 口 流动 情况 相同 时 的 理想 过 程 中 的 
总 压 

2 我 们 再 来 定性 地 研究 引 射 器 内 流动 的 一 些 重要 效应 . 假设 来 
混合 过 程 中 的 动能 损 法 吓 速 度 不 同 但 压强 相同 的 同一 种 不 可 压缩 流体 , р, =, 

ра = pa 二 const 对 于 不 可 压缩 流体 ， 

т 
式 中 。 是 热 容 , eT 是 内 能 . 可 以 这 样 选择 轴 对 称 引 射 器 的 形状 , 使 得 流体 在 混合 过 
程 中 始终 具有 处 处 相同 的 压强 ру = ps. 我 们 认为 混合 室 中 的 混合 过 程 是 由 恭 性 
引起 的 (但 忽略 混合 室 壁 面 和 模 截 面 5,, 3;, Ss 上 的 黏 性 摩擦) 在 问题 的 这 种 提 法 
下 , 能 量 方程 (9.19) 和 动量 方程 (9.20) 给 出 


说 ош Е 
6:5. + 6 +GicTi + GazcT2 = (Gi + Go) + (С: + G2)cTs, 


"= 


+ет+Р, 
р 


Сул + G2v2 = (G1 + G2)vs, 
因为 压强 在 51, 52, 53 和 Zo 上 处 处 相同 , 其 合力 为 零 . 由 此 直接 得 到 
2 2 = 2 
ав-601009 69-69-0683 


= С.Т + СТ – (С + С>)сТз < 0 (9.24) 
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在 不 可 压缩 流体 在 混合 室 中 发 生 混合 的 过 程 中 , 由 于 压强 是 常量 ,所 以 动能 损 
失 AE 就 是 机 械 能 的 全 部 损失 . 损失 掉 的 能 量变 为 热量 , ЗЭ ГЭЕ РНЕ ВН 
过 程 中 的 能 量 损失 , 这 时 物体 在 碰 擅 之 后 也 具有 相同 的 速度 . 从 (9.24) 的 右 侧 可 见 ， 
内 能 在 流体 发 生 混合 之 后 增加 . 利用 (9.24) 可 以 计算 混合物 的 温度 ть. 

我 们 来 研究 完全 气体 在 引 射 器 中 的 混合 . 随 着 总 压 之 比 ру 
混合 中 的 起 声速 < 的 增加 以 及 扩散 肌 出 口 夫 面 5，( 见 图 52) 上 的 反 压 的 降低 
混合 室 人 口 的 气流 速度 不 断 增加 ， 在 上 述 参量 满足 一 定 的 关 

系 时 , 高压 引 射 气流 在 使 用 收缩 晓 管 时 达到 声速 ,Mi = А, = 1 在 使 用 拉 瓦 尔 喷 管 时 
ЖКШ Й, А, 二 Л > 1 А А 是 喷 管 出 口 的 速度 因子 在 拉 瓦 尔 号 管理 论 
流动 状态 下 的 值 . 当下 /或 p/ps О po 是 拉 瓦 尔 喷 管 前 方 很 远 处 的 静止 气体 
的 压强 ) 进一步 增加 时 , А. 已 经 不 能 再 发 生变 化 于是, 在 po/ps 等 于 菜 个 值 时 , № 
度 在 拉 瓦 尔 号 管 的 只 部 达到 声速 ， 并且 从 这 一 时 刻 开始 , 引 射 气流 的 流量 达到 临界 
值 .这 时 , 混合 室 人 口 的 引 射 气流 和 被 引 射 气流 可 能 具有 不 同 的 静 压 ,所 以 一 般 可 以 
任意 给 定 速度 因子 Xs， 然而 实验 表明 ,要 想 使 被 引 
射 气流 在 引 射 器 中 的 流量 Со ЖАР, А 仅 有 确 м 
定 的 取 值 范围 .为 了 确定 Ао 的 可 能 取 值 ,必须 分 析 ац 
气流 刚 进入 混合 室 时 的 流动 情况 . 引 射 气流 达到 或 Е! 
超过 声速 时 (X\ > 1 时 ) 出 现 的 效应 与 亚 声速 情况 下 > 
或 不 可 压缩 流体 情况 下 的 效应 有 定性 的 区 别 . 一 

ЯКИН НВО ЕНН не данин 
出 口 的 静 压 p, 大 于 被 引 射 气流 的 静 压 , 则 引 射 气流 “图 到 ази 
платио, ззат, Волт 7, РАЗ ОЙ 
扩张 . 引 射 气流 的 横 截面 面积 在 位 置 1 一 1' (图 54) ” 流 的 边界 , b. 激 波 
达到 最 大 值 , 这 时 其 核心 部 位 的 静 压 远 小 于 周围 气 
流 的 静 压 . 此 后 , 引 射 流体 又 被 压缩 ,形成 一 种 以 周期 “ 桶 状 "结构 为 特点 的 气流 , Е 


强 和 速度 在 纵向 和 横向 都 发 生 明显 变化 . 
引 射 气流 从 拉 瓦 尔 喷 管 出 口 到 第 一 个 “ 桶 状 ” 结构 的 最 大 横 截 面 之 间 的 流动 特 
性 对 引 射 器 中 的 基本 流动 规律 有 非常 重要 的 影响 , 这 个 横 截面 (图 54 中 的 1 一 1) 称 


为 阻 守 稚 面 . 利用 基于 实验 结果 的 一 系列 假设 可 以 对 混合 室 前 部 的 流动 进行 近似 计 
算 , 但 我 们 在 此 并 不 关注 定量 的 计算 , 仅仅 概括 地 指出 在 混合 室 中 形成 阻塞 截面 时 的 
某 些 定性 的 流动 特点 . 横 截 面 1 一 1 与 一 1 之 间 的 引 射 气流 加 速 运动 ,带动 被 引 射 
气流 也 加 速 运动 . 因为 被 引 射 气流 在 横 截 面 1—1 是 亚 声 速 的 , 所 以 在 模 截 面 1 一 1 
之 前 , 被 引 射 气流 的 加 速 主要 是 由 压强 差 引起 的 , 这 时 两 种 气流 的 混合 相对 很 弱 . 
被 引 射 气流 在 位 置 1 一 1 具有 最 小 的 模 截 面 , 速度 因子 № 达到 最 大 值 ,X < 1 
最 大 值 № = 1 对 应 气流 在 引 射 器 入 口 的 临界 值 xx, 并 且 利用 降低 引 射 器 扩散 段 出 
口 反 压 ps 的 方法 不 能 提高 该 临界 值 . 不 过 , 利用 这 种 方法 可 以 在 小 于 ja 的 范围 内 
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任意 改变 被 引 射 气流 的 速度 因子 2， 如 果 (在 模 截 面 1 一 上 ) № = № (Xa 依赖 于 
НИН р:/рз), 则 引 射 器 中 的 定常 流动 称 为 临界 流动 . 

图 55 给 出 超声 速 气流 引 射 器 的 实验 
结果 . 

在 临界 流动 状态 下 , 随 着 已 /pi 的 下 
降 和 pi/p; 的 上 升 , 引 射 气流 的 膨胀 程度 
增加 ,而 被 引 射 气流 的 通过 面积 减 小 ， 所 
| манки = с/с: 降低 . 当下 /下达 到 
依赖 于 比值 pi/pt 和 55/5: 的 某 个 值 时 ， 
у 。 引 射 气流 在 位 置 1 一 1 膨胀 到 充满 混合 室 
4 | 0с 横 截 面 (图 56), 结果 使 引 射 率 n 降 为 零 ， 
5” 这 时 引 射 过 程 完全 停止, 在 引 射 器 中 发 生 

阻塞 现象 . 阻塞 现象 使 柱 形 混合 室 中 的 某 


0.7702 03 04 


图 55. ЖННЫЙ рт /рз 下 的 引 射 器 特征 最 . 在 
各 条 曲线 中 , 类 似 于 АВ 的 部 分 对 应 临界 状态 
之 前 的 流动 , 类 似 于 BC 的 部 分 对 应 临界 流动 
状态 . 引 射 率 п 在 临界 流动 状态 下 与 反 压 无 关 


些 混合 方式 不 可 能 实现 , 尽管 相应 流动 能 
够 根据 方程 (9.18) 一 (9.21) 计算 出 来 . 
在 实际 应 用 中 , 引 射 器 中 的 临界 流动 


状态 是 最 佳 状态 , 因为 相应 引 射 率 最 高 , 混 
合 气流 中 的 速度 差 最 小 , 从 而 使 损失 最 小 . 就 像 间 断面 条 件 那样 , 当 完全 气体 发 生 混 
合 时 , 方程 组 (9.18) 一 (9.21) 具有 两 个 解 . 一 个 解 对 应 混合 室 出 口 的 亚 声速 流动 , 另 
一 个 解 对 应 超声 速 流动 . 只 要 对 混合 室 中 的 流动 进行 分 析 , 就 能 选择 出 所 需要 的 解 . 
可 以 证 明 , 能 够 在 混合 室 出 口 实现 的 流动 状态 在 很 大 程度 上 取决 于 阻塞 截 面 上 的 一 
些 条 件 . 


图 56， 引 射流 体 在 引 射 器 阻塞 
时 发 生 膨胀 的 示意 图 


图 57， 引 射 式 风 洞 示意 图 . 1. 压缩 空气 
хай. 2. 引 射 器 , 3. 试验 段 


引 射 器 的 应 用 “ 引 射 器 是 一 种 简单 而 方便 的 装置 , 具有 广泛 的 实际 应 用 . 例如 , 位 于 

风 洞 出 口 的 引 射 器 可 以 起 到 抽 吸 空气 的 作用 . 引 射 器 经 常用 于 向 大 
气 排 气 的 高 马赫 数 超声 速 风 洞 . 当 高 温 高 压气 体 流 过 超声 速 风 洞 试验 段 时 , 气流 具 
有 很 高 的 总 压 和 总 温 , 相应 条 件 全 部 或 部 分 满足 高 速 飞行 的 相似 律 . 高 马赫 数 气流 
在 通过 风 洞 试验 段 以 后 , 其 总 压 在 接 下 来 的 减速 过 程 中 不 可 避免 地 大 幅 下 降 . 借助 
于 扩散 段 和 起 压缩 机 或 抽 气 机 作用 的 引 射 器 , 再 利用 气 负 中 的 压缩 空气 , 就 可 以 保 
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证 气流 按照 所 需 方式 流 过 风 洞 (图 57). 

为 了 进一步 利用 喷气 射流 的 能 量 , 可 以 加 装 引 射 器 , 使 喷气 射流 与 被 吸入 的 空气 
发 生 混合 . 只 要 在 专门 混合 室 的 人 口 和 内 部 形成 适宜 的 压强 分 布 , 就 能 够 提高 推力 . 
然而 , 除了 额外 的 推力 , 在 引 射 器 外 表面 还 有 额外 的 阻力 , 这 种 情况 以 及 其 他 一 些 原 
因 使 得 引 射 器 在 提高 推力 方面 的 作用 是 有 限 的 . 还 可 以 把 引 射 器 当做 气泵 , 这 样 能 
够 形成 高 度 的 真空 . 例如 , 以 水 银 蒸气 为 工作 对 象 , 利用 引 射 器 可 以 获得 几 百 万 分 之 
一 大 气压 的 真空 . 此 外 , 引 射 器 还 广泛 应 用 于 与 气体 的 开采 和 管道 输送 有 关 的 许多 
装置 . 
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火箭 发 动机 ”火箭 发 动机 是 一 种 典型 的 喷气 发 动机 ). 考虑 一 个 静止 的 或 匀速 平 动 
的 物体 , 在 其 内 部 的 一 个 区 域 中 存 有 或 者 能 够 通过 燃烧 物体 本 身 携带 

的 一 些 物质 (通常 是 固体 推进 剂 或 液体 推进 剂 , 发 生 燃 烧 的 区 域 是 燃烧 室 ) 形成 总 压 
Ўр". А Т" 的 压缩 气体 . 假设 压缩 气体 通过 一 个 专门 的 喷 管 从 燃烧 室 流 到 物 
体 以 外 的 空间 , 外 部 空间 的 压强 po < р" (图 58). 如 果 比 值 pVpo ~ 1, 喷 管 出 口 的 流 
速 就 是 亚 声速 的 ; 如 果 ppo > 1, (在 使 用 拉 瓦 尔 喷 管 时 ) 就 产生 超声 速射 流 . 

我 们 用 5 表示 气流 流出 物体 时 
的 出 口 横 截面 面积 . 如 果 气 流 相对 
于 物体 的 速度 是 亚 声 速 的 ， 则 出 口 
的 均匀 气流 的 压强 (根据 一 维 流动 
理论 假设 ) 等 于 外 部 空间 的 压强 ро. 
如 果 拉 瓦尔 喷 管 是 理论 喷 管 ， 则 出 
口 的 超声 速 气流 也 具有 压强 po， 拉 瓦尔 喷 管 中 的 气流 在 临界 截面 之 后 达到 超声 速 
后 , 也 能 够 在 喷 管 内 部 通过 一 系列 激 波 减 速 为 亚 声速 气流 , 这 时 气流 在 喷 管 出 口 的 
压强 (在 一 维 理论 范围 内 ) 仍然 等 于 外 部 压强 ро. 在 超声 速 非 理论 流 动 状态 下 , 气流 
在 出 口 横 截面 5 上 的 压强 р’ 不 等 于 po; 如 果 р > ро, 则 相应 喷 管 是 不 完全 膨胀 喷 
管 , 而 如 果 р’ < ро, 就 得 到 过 膨胀 喷 管 . 在 一 维 理论 中 , 气流 流出 喷 管 时 的 相对 速度 
矢量 о 在 出 口 横 截 面 上 均匀 分 布 并 且 垂直 于 该 截面 . 

我 们 来 研究 气流 和 外 部 常 压强 po 对 物体 的 总 作用 力 . 气流 对 物体 的 作用 力 分 
布 于 喷 管 和 燃烧 室 的 壁面 2, 压强 ро 则 作用 在 物体 的 外 表面 Хо. 

我 们 把 火箭 发 动机 的 推力 В 定义 为 壁面 Z + Хо 上 的 面 力 之 和 . 因为 


= Гата = Гота = 5, 
Хо 5 


图 58， 火 箭 发 动机 示意 图 


火箭 发 动机 是 自 带 推进 剂 的 喷气 发 动机 . 推进 剂 是 燃烧 剂 (燃料 ) 和 氧化 剂 的 总 称 . 一 一 译注 
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所 以 推力 В ( 见 定义 (8.1)) 满足 公式 


в-- /par- [рае = [ро вт, (10.1) 
У Хо $ 


式 中 п 5 的 单位 法 向 矢量 , 其 方向 与 气流 方向 一 致 . 为 了 计算 推力 , 我 们 对 相对 
于 物体 运动 的 气体 应 用 动量 方程 , 相应 的 封闭 控制 面 由 曲面 2 和 喷 管 出 口 截 面 5 组 
成 . 假设 气体 相对 于 火箭 发 动机 的 运动 是 定常 的 , 不 计 质 量力 , 则 有 


| рео = /par- /rnde (10.2) 
р 5 


У+5 
因为 在 固体 壁面 上 w = 0, 所 以 在 忽略 进入 燃烧 室 的 高 密度 液态 或 固态 推进 剂 诸 组 
元 的 微小 动量 之 后 , 我 们 从 (10.1) 和 (10.2) 得 到 火箭 发 动机 推力 的 基本 公式 : 
неет В = –[(р – ро) + ри25] п. (10.3) 
AR 括号 前 的 负 号 表明 , 矢量 А 在 括号 中 的 表 


РМР 达 式 大 于 零 时 指向 5 的 外 法 向 矢量 n 的 
相反 方向 , 所 以 它 确实 是 推力 . 


давний у] 在 理论 流动 状态 这 种 特殊 情况 下 ， 推 
НАЯ 力 的 大 小 满足 非常 简单 的 公式 ; 
图 59， 不 同 流动 状态 所 对 应 的 喷 管 出 口 横 截 К = pv25 = Съ, 
面 示意 图 


式 中 G = pvs 是 喷 管 的 流量 
理论 喷 管 给 出 最 大 的 ” 喷 管 的 流量 完全 取决 于 喉 部 的 横 截 面积 . 下 面 将 证 明 , 在 流 
推力 量 给 定时 , 理论 喷 管 的 推力 具有 最 大 值 . 图 59 是 不 同 流动 状 
态 所 对 应 的 喷 管 横 截 面 示意 图 . 我 们 来 考虑 推力 在 不 同 流动 
状态 下 的 区 别 . 
如 果 不 考 虚 喷 管 壁 面 的 摩擦 , 则 从 一 般 公式 (10.1) 可 知 , 在 不 完全 膨胀 喷 管 中 
有 一 部 分 推力 AR 无 法 实现 , 其 表达 式 为 AB 段 的 积分 : 


AR= 一 Јо рот z)dc > 0, 
АВ 


因为 在 АВ 上 p > po, cos(n, т) < 0. 对 于 过 膨胀 喷 管 , 推力 的 增 量 AR 小 于 零 : 
дв=- Јер) 1) 40 <0, 
BC 


因为 在 ВС 上 р < po, cos(n, т) < 0. 由 此 可 见 , 理论 喷 管 在 理论 上 是 最 优 喷 管 . 
然而 , 实际 的 火箭 发 动机 用 于 高 空 飞行 (以 及 在 宇宙 空间 中 飞行 ), 这 时 无 法 保证 
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气体 以 理论 流动 状态 流出 喷 管 , 因为 理论 流动 状态 要 求 喷 管 具有 过 于 巨大 的 出 口 横 

截面 . 例如 , 如 果 燃 烧 室 中 的 压强 为 p* = 107 Ра, 飞行 高 度 为 30 km (po = 10° Ра), 

则 出 口 模 礁 面 面 积 应 当 是 临界 模 截面 面积 的 大 约 500 48. 当 po 一 0 时 9/55, — оо 
所 以 ,火箭 发 动机 的 喷 管 一 般 是 在 不 完全 膨胀 状 态 下 工作 的 . 

、 我 们 用 т” 和 mr 表示 火箭 发 动机 噶 管 出 口气 流 的 总 温和 总 

燃烧 产物 的 总 温和 反 压 , 并 把 高 喷气 射流 当做 完全 气体 , 用 z ОЗОН. 

ПНВ ИЕ ЗЕ НИМИ АЕ, 就 可 以 写 出 


说 二 ez 


=6+А, 


式 中 ор 是 燃烧 产物 的 平均 质量 定 压 热 容 , 7 是 进入 燃烧 室 的 推进 剂 诸 组 元 在 初始 
ЛЕ РАНЕ О, 2; 是 (在 不 同 燃烧 过 程 中 发 生 完 全 或 不 完全 燃烧 时 的 ) 相应 
化 学 反应 产物 在 同样 初始 温度 下 的 质量 总 丛 ，h 是 流出 喷 管 的 单位 质量 气体 的 相应 
反应 热 2 . 

对 于 给 定 的 推进 剂 诸 组 元 和 相应 燃烧 产物 , ХА РУ ЕЛЕНЕ АНЯ НН 
个 常量 . 只 要 把 这 个 常量 用 确定 方式 固定 下 来 , 就 可 以 对 气体 (反应 产物 ) 使 用 公式 


= Т", 


式 中 T* 是 总 温 . 

ЩИ 和 户 是 所 用 推进 剂 的 基本 化 学 特征 量 , 这 些 量 不 仅 显 著 依赖 于 进入 发 动机 
燃烧 室 的 推进 剂 各 组 元 的 质量 比 , 还 显著 依赖 于 燃烧 的 完全 性 ,而 这 取决 于 推进 
剂 的 汽化 和 混合 过 程 以 及 化 学 反应 的 动 理学 性 质 . 可 以 根据 推进 剂 组 成 和 化 学 热力 
学 实验 结果 对 量 И 进行 计算 , i 的 最 大 值 对 应 化 学 计量 混合 物 . 利用 推进 剂 组 元 供 
应 系统 即 可 保证 进入 燃烧 室 的 推进 剂 各 组 元 的 比例 符合 化 学 计量 数 之 比 . 可 以 采用 
化 学 计量 混合 物 或 者 在 组 元 质量 比 的 某 些 给 定 区 间 上 对 比 和 评价 火箭 推进 剂 的 各 种 
组 合 . 

下 面 的 表格 给 出 目前 正在 使 用 的 和 将 来 有 希望 使 用 的 一 些 推进 剂 的 某 些 数据 . 
从 表格 可 以 看 出 , 液 气 和 锂 是 高 能 燃料 . 尽管 从 力学 观点 来 看 , 液 氟 比 液 氧 具有 更 大 
的 优势 , 但 是 气 有 毒性 , 并 且 在 化 学 上 非常 活泼 . 氧 原子 和 所 原子 在 发 生 复合 时 会 释 
放出 极 多 的 热量 . 

在 使 用 某 种 推进 剂 时 , 除了 要 考虑 在 表格 中 列 出 的 数据 , 还 要 关注 如 何在 火箭 
发 动机 燃烧 室 中 实现 燃烧 过 程 的 问题 . 此 外 , 具有 重要 意义 的 问题 还 包括 推进 剂 诸 
组 元 的 毒性 ,侵蚀 性 和 爆炸 性 , 其 存放 的 方便 性 和 可 能 性 , 以 及 制造 成 本 等 其 他 某 些 

ПЛЕД ар Чт, 进入 燃烧 室 的 推进 剂 各 组 元 的 动能 仅 占 微不足道 的 比例 , 实际 上 小 于 h 的 万 分 
之 一 

2) 在 许多 对 实际 应 用 很 重要 的 情况 下 , 特别 是 在 使 用 低温 液体 推进 剂 (例如 液 氧 和 液 所 ) 时 , 对 
现代 火箭 发 动机 而 言 成 立 不 等 式 访 之 h. 

习 在 现代 的 发 动机 中 可 以 实现 程度 极 高 的 完全 燃烧 
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推进 剂 化 学 计量 混合 物 的 反应 热 * 
单位 质量 推进 | р/р" = 0.01 
燃烧 剂 氧化 剂 剂 的 反应 热 时 的 单位 推力 
№ / Кс -КЕ-* | Rsp.ia /8 
Жа н. | ЖЖ о» 3 030 400 
Е: 同上 3 500 370 
煤油 同上 2 270 310 
乙醇 同上 2 020 300 
м 同上 1 940 320 
ШЕН. | ЖЖ Р 3 030 420 
Е 同上 3 170 420 
м 同上 2420 370 
煤油 硝酸 1 440 265 
煤油 四 氧化 二 氮 1 720 285 
氧 原子 O | 氧 原子 O 3 800 
ЖЕН | 氢 原 子 卫 51 600 4 500 
ЖИКЕ Н | 氧 原子 O 11 300 


* 在 以 下 文献 中 可 以 找到 关于 燃烧 剂 与 氧化 剂 的 各 种 组 合 的 详 
细 的 热力 学 数据 : Sutton С.Р. Rocket Propulsion Elements. New 
York: Wiley 1963; Баррер М. и др. Ракетные двигатели 
Москва: Оборонгиз, 1962; Sarner 3.Р. Propellant Chemistry. 
Мем York: Reinhold, 1966. 


因素 . 例如 , 由 于 制造 和 存放 的 困难 , ЧЕН НОУ БЕЛ 
前 还 没有 得 到 实际 应 用 , 尽管 访 反 应 能 够 释放 很 多 热量 

因为 热 基 散失 或 者 部 分 释放 出 来 的 能 量 被 用 于 推进 齐 组 元 供应 系统 ， 攻 和 ТУ 
降低 至 加 和 Ти (i” < 省 , Т” < Тр), 这 些 量 可 以 在 专门 的 计算 中 加 以 考虑 . 

在 理想 的 燃烧 过 程 中 , 如 果 最 终 的 总 迷 只 与 被 释放 出 来 的 化 学 

总 压 与 推进 剂 流量 ”能 有 关 , 则 在 发 动机 的 理想 过 程 中 ,总 讨 在 喷 管 的 临界 模 蕉 面 
ss 给 定时 首先 依赖 于 推进 剂 诸 组 元 的 质量 流量 . 此 外 , 冲压 还 依赖 于 燃烧 室 中 的 不 
可 北 过 程 以 及 气体 在 喷 管 中 运动 时 的 不 可 洲 损 失 , 这 些 不 可 道 特性 都 导致 丧 增 加 . 

气体 的 质量 流量 满足 公式 ( 见 (6.5)) 


252 2 
в ут (ны) 

式 中 p* 和 Т* 是 临界 截面 上 的 总 压 和 总 温 . 
如 果 燃烧 过 程 在 喷 管 的 临界 截面 之 前 已 经 完成 , 并 且 可 以 忽略 热量 的 散失 , 则 


т" =Т". 从 流量 G 的 公式 显然 可 以 看 出 , 流量 С 与 p* 实际 成 正比 . 只 要 对 进入 燃 
烧 室 的 推进 剂 流量 进行 控制 , 即 可 改变 总 压 . 
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前 面 已 经 指出 ( 见 59), 比值 


表征 喷 管 中 临 界 截面 与 出 口 截面 之 间 的 损失 . 量 о 通常 接近 于 1, 优质 喷 管 的 o 的 
取 值 范围 是 0.98 一 0.99. 
р 到 МА: . А 以 写 出 
发 动机 的 推力 根据 火箭 发 动机 的 推力 公式 (10.3) 和 $6 中 的 公式 可 以 写 出 
Е = (Со +р'5) – ро = 四 "7(CA) 一 zolS， (10.4) 


式 中 
лм [= 
үт узет 


ү-1 1/(-1D 
К») = (1+ А2) Q- 11%) А 
5 是 喷 管 出 口 横 截面 面积 . 当 p* > po 时 (р" 的 量 级 为 50 一 100 atm, 在 地 球 表面 
po ~ 1 atm, 在 高 空 po ~ 0), (10.4) 右 侧 括号 中 的 第 二 项 比 第 一 项 小 得 多 . 
喷 管 出 口 的 速度 因子 和 在 忽略 喷 管 中 的 微小 损失 时 可 以 根据 56 中 的 公式 通过 
比值 Se-/S 表示 出 来 , 即 


уфа уо 2 19-05, 
(1-3%) - (=) 5 
НИ 5../5 是 由 喷 管 的 结构 定义 的 . 由 此 可 知 ， 
у = УсТ-Е Є =). 


喷气 射流 的 速度 依赖 于 燃烧 热 和 燃烧 产物 的 泊 松 绝热 线 指数 7. 

由 (10.4) 可 知 , 在 po ~ 0 时 推力 正比 于 流量 С 或 总 压 р", 总 压 的 所 有 损失 直接 
表现 为 推力 的 损失 . 用 流量 来 控制 总 压 p* 就 相当 于 控制 推力 . 
单位 推力 单位 推力 (也 称 为 比 推力 或 比 冲 ) 是 火箭 发 动机 推力 与 每 秒 消耗 推进 剂 
重量 的 比值 (单位 是 s): 


в 
В = jG 
式 中 gG 是 燃烧 产物 通过 喷 管 的 重量 流量 . 单位 推力 是 表征 火箭 发 动机 的 推进 剂 性 
能 、 燃 烧 过 程 完善 程度 和 喷气 特性 的 重要 实际 指标 . 
对 于 р = po 的 理论 喷 管 , 从 (10.4) 有 
ый _ ( р И 


я р 


Rp= R= = Е 
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或 者 Rs = Е, = 0.1v. 
对 于 非 理论 喷 管 ( 见 (10.3) 和 图 59), 有 
А, 

从 最 后 两 个 公式 显然 可 以 看 出 , 单位 推力 显著 依赖 于 推进 剂 的 发 热量 ( 即 量 i") 
和 比值 p/p", 后 者 表征 压强 在 发 动机 中 的 下 降 程度 ; 单位 推力 对 燃烧 产物 的 泊 松 绝 
热线 指数 y 也 相当 敏感 . 从 理论 喷 管 的 公式 可 知 , 在 其 余 条 件 相同 的 情况 下 , 单位 扒 
Я Е, 随 у 的 增加 而 增加 (对 于 单 原子 气体 , Y = 5/3, 对 于 分 子 结构 具有 更 多 自由 
度 的 气体 , 1 < y < 5/3). 显然 , 火箭 发 动机 的 单位 推力 与 飞行 速度 毫 无 关系 , 与 飞行 
高 度 则 有 微弱 的 关系 (通过 量 po 表现 出 来 )， 当 飞行 高 度 增加 时 , 压强 р’ 保持 不 变 ， 
压强 po 降低 , 所 以 单位 推力 随 着 po 的 降低 而 略 有 增加 . 

在 前 面 的 表格 中 列 出 了 推进 剂 各 种 组 合 的 化 学 计量 混合 物 在 理想 过 程 中 给 出 的 
单位 推力 , 在 计算 时 认为 发 动机 中 的 燃烧 是 完全 的 , 气流 流出 喷 管 的 运动 是 可 逆 的 ， 
并 且 压强 的 下 降 满足 p/p” = 1/100. 从 这 个 表格 可 以 看 出 , 仅 有 更 大 的 燃烧 热 并 不 
足以 获得 更 大 的 单位 推力 . 例如 , 肝 和 液 氧 比 乙醇 和 液 氧 具有 更 大 的 单位 推力 , 这 是 
因为 相应 燃烧 产物 的 分 子 组 成 具有 不 同 的 性 质 . 

现代 液体 火箭 发 动机 在 地 球 表面 的 单位 推力 为 


Rsp ~ 240—420 s, 
而 固体 火箭 发 动机 的 相应 指标 为 
В ~ 220—250 s. 
这 些 指标 对 于 未 来 的 发 动机 还 能 更 高 . 单位 推力 在 高 空 更 大 一 些 . 
作为 推进 剂 和 发 动机 的 一 个 指标 , 也 可 以 考虑 并 使 用 单位 推力 的 倒数 


we 
7 в» В 


(单位 是 3—1) 来 取代 单位 推力 . 这 个 指标 给 出 获得 1 N 推力 时 每 秒 所 需 消耗 的 推进 


火箭 发 动机 的 基本 特 火箭 发 动机 推进 剂 的 单位 重量 流量 csp 很 大 , 而 当 飞行 器 在 
性 


非常 高 的 高 空 飞行 时 , 化 学 推进 剂 应 当 储存 在 飞行 器 上 , 所 
以 火箭 发 动机 一 般 只 能 短 时 间 工 作 . 甚至 对 于 具有 超大 推力 
的 现代 火箭 而 言 , 主 发 动机 的 工作 时 间 也 仅 有 几 分 钟 而 已 . 其 他 一 些 类 型 的 发 动机 
在 大 气 层 中 工作 时 可 以 从 周围 空气 中 获取 氧气 , 由 这 样 的 发 动机 驱动 的 飞行 器 所 携 
带 的 燃料 具有 小 得 多 的 消耗 率 . 所 以 , 从 这 个 角度 讲 , 它们 比 火 第 发 动机 更 加 合算 . 
火箭 发 动机 的 质量 较 小 , 能 够 在 真空 中 工作 , 并 且 能 够 在 短 时 间 内 提供 其 他 类 型 
发 动机 所 无 法 提供 的 巨大 推力 . 例如 , 目前 的 单 喷 管 液体 火箭 发 动机 能 够 在 飞行 中 
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提供 воо 吨 力 的 推力, 而 现代 大 型 航天 火箭 的 第 一 级 具有 若干 个 这 样 的 发 动机 . 固 
体 火箭 发 动机 的 推力 可 达 几 千 吨 力 . 

用 于 在 地 球 大 气 层 中 飞行 的 发 动机 可 以 使 用 空气 中 的 氧气 作 
ВИЖ 为 氧化剂 . 从 大 气 吸入 的 空气 与 飞行 器 所 带 燃 料 共同 用 于 形 

成 喷气 射流 (将 来 可 以 用 核反应 代 葵 燃烧 来 加 热 工作 介质 )， 
从 而 产生 推力 . 这 时 , 工作 气流 中 的 空气 的 重量 比 燃料 的 重量 大 得 多 . 这 样 的 过 程 可 
以 直接 在 空气 喷气 发 动机 中 实现 ， 在 同样 使 用 空气 的 活塞 式 发 动机 和 燃气 涡轮 发 动 
机 中 , 燃烧 产物 的 能 量 通过 涡轮 转化 为 机 械 能 并 带动 螺旋 桨 旋转， 而 螺旋 桨 又 把 机 
械 能 传递 给 空气 或 水 并 形成 推进 射流 , 从 而 产生 推力 . 

驱动 飞行 器 在 大 气 中 飞行 、 物 体 在 水 中 运动 、 交通 工具 在 地 面 和 水 面 行驶 的 发 
动机 形式 各 异 , 种 类 繁多 . 实验 和 理论 表明 , 针对 推进 系统 的 不 同 运动 条 件 和 维护 条 
件 , 适宜 并 且 能 够 采用 不 同类 型 的 发 动机 . 例如 , 立刻 可 以 看 出 , 在 真空 (太空 ) 中 暂 
时 只 能 采用 火箭 发 动机 , 但 发 动机 中 的 工作 过 程 、 能 量 源 (包括 核能 ) 和 产生 喷气 壬 
流 的 工作 介质 可 能 各 不 相同 ; 化 学 燃料 的 燃烧 产物 .被 加 热 的 气体 、 等 离子 体 流 和 离 
子 流 等 , 甚至 光子 流 和 其 他 基本 粒子 流 (这 时 出 现 如 何 发 明 新 型 发 动机 的 问题 , 这 种 
发 动机 使 用 太空 中 的 稀薄 介质 , 就 像 空 气 喷气 发 动机 使 用 地 球 大 气 那样 ) 都 可 能 是 
工作 介质 ， 在 一 般 情况 下 , 如 何 选择 和 设计 最 优 的 推进 系统 的 问题 与 具体 应 用 条 件 
有 最 密切 的 关系 . 不 过 , 仍然 存在 某 些 普 适 的 关系 式 , 它们 是 描述 任何 具体 的 推进 系 
统 及 其 最 佳 工作 条 件 的 基础 .现在 , 我 们 就 来 对 各 种 空气 晓 气 发 动机 系统 建立 一 些 
类 似 的 普 适 的 概念 和 指标 . 
у МКА ХЕ 了 效率; 

екичазиюх 以 利用 以 下 公式 来 定义 发 动机 的 飞行 效率 


行 效率 Rv 有 用 功率 


n= 二 一 二 


и ”所 消耗 的 功率 


式 中 及 是 推进 系统 的 推力 ,。 是 飞行 速度 ，W 是 单位 时 间 内 向 气流 输入 的 能 量 . 量 
W 一 般 正 比 于 单位 时 间 内 所 消耗 的 燃料 的 重量 . 

类 似 于 卡 诺 循环 的 效率 ( 见 第 五 章 ), 可 以 引入 发 动机 的 理想 效率 . 之 所 以 引入 
理想 效率 , 是 为 了 针对 能 够 实现 的 某 种 发 动机 结构 得 到 一 种 判 据 来 评价 所 输入 的 能 
量 能 够 被 使 用 的 最 高 极限 以 及 接近 该 极限 的 程度 . 热力 学 表明 , 理想 效率 小 于 1. 理 
想 效率 是 在 理想 可 逆 过 程 中 达到 的 ， 而 实际 效率 由 于 现象 的 不 可 避免 的 不 可 着 性 永 
远 小 于 理想 效率 . 尽管 如 此 , 在 许多 情况 下 , 正确 设计 的 发 动机 能 够 足够 好 地 满足 理 
想 条 件 . 实际 效率 与 理想 效率 之 差 表征 一 台 发 动机 在 技术 上 的 完善 程度 . 在 设计 发 动 
机 时 ,可 以 利用 理想 发 动机 的 特征 量 来 指导 如 何 选择 基本 参量 ,如 何 采用 正确 的 方 
法 来 实现 工作 过 程 . 理想 效率 值 还 可 以 用 来 评价 未 来 的 各 种 可 能 性 . 

图 60 给 出 空气 相对 于 具有 空气 喷气 发 动机 的 飞行 器 的 定常 运动 的 示意 图 , 图 中 
的 阴影 部 分 表示 发 动机 和 飞行 器 的 结构 部 件 , 虚线 表示 直接 与 发 动机 部 件 发 生 能 量 
交换 的 空气 微 元 所 对 应 的 流 线 , 实 线 表示 没有 直接 从 燃料 或 发 动机 运动 部 件 (例如 


(10.5) 


- 92. 第 八 章 流体 力学 


图 60， 空 气相 对 于 具有 空气 喷气 发 动机 的 飞行 器 的 定常 运动 的 示意 图 


螺旋 桨 ) 获得 外 部 能 量 (热量 或 机 械 能 ) 的 空气 微 元 所 对 应 的 流 线 . 这 里 把 第 一 种 流 
线 所 代表 的 气流 称 为 内 流 , 把 第 二 种 流 线 所 代表 的 气流 称 为 外 流 , 它们 都 来 自 -oo 
并 流向 оо. 

实验 表明 , 在 高 速 飞 行 时 , 外 流 对 飞行 器 的 作用 力 和 内 流 对 飞行 器 的 作用 力 有 
密切 的 关系 , 两 者 在 力学 上 缺 一 不 可 . 从 流动 的 一 般 图 案 也 可 以 看 出 这 一 点 . 利用 实 
验方 法 和 计算 方法 都 能 够 得 到 效率 的 实际 数值 . 在 进行 计算 时 , 应 在 考虑 不 可 逆 效 
应 的 条 件 下 构造 出 具有 相互 作用 的 外 流 和 内 流 , 然后 进行 细致 的 分 析 . 这 些 方法 都 
很 复杂 , 与 具体 对 象 的 特点 密切 相关 . 

下 面 将 在 理想 可 逆 过 程 的 极限 条 件 下 对 理想 效率 的 计算 进行 分 析 . 前 面 已 经 证 
В, 在 气体 绕 有 限 大 小 的 任意 一 组 物体 的 可 逆 定 常 连续 流动 的 理想 条 件 下 ， 如果 没 
有 能 量 从 外 部 进入 气流 , 物体 所 受 推力 和 阻力 就 等 于 零 ( 达 朗 贝尔 伴 廖 ) 在 有 能 最 
交换 时 , 必须 把 理想 条 件 下 的 推力 理解 为 气流 对 飞行 器 所 有 部 件 的 内 表面 和 外 表面 
的 合力 . 

我 们 首先 证 明 0, 如 果 曲 面 АВОЕЕ, Р. В, А! ( 见 图 60) 以 外 全 部 空间 中 的 外 流 
是 理想 气体 的 连续 定常 绝热 正 压 运动 , 并 且 无 穷 远 处 的 横 截面 S; 和 5S。 是 有 限 的 2 ， 
就 可 以 得 到 达 朗 贝尔 伴 记 的 一 种 更 一 般 的 表述 . 用 这 种 方式 表述 的 达 朗 贝尔 伴 记 表 
明 , 在 上 述 条 件 下 , 外 流 对 飞行 器 外 表面 和 延伸 到 飞行 器 前 方 和 后 方 无 穷 远 处 的 内 
流 表面 的 总 阻力 或 总 推力 等 于 零 . 根据 这 个 命题 可 知 , 外 流 对 飞行 器 表面 的 总 推力 
(或 总 阻力 ) 一 般 不 等 于 零 , 其 大 小 等 于 外 流 对 与 之 接触 的 内 流 表面 的 总 阻力 (或 总 
推力 ), 而 方向 则 相反 . 

就 像 前 面 在 证 明 体积 有 限 的 物体 的 达 朗 贝尔 伴 语 时 的 处 理 方法 那样 , 我 们 把 理 
想 气 体 的 上 述 外 流 看 做 柱 形 管 中 的 一 种 极限 流动 , 该 柱 形 管 的 母线 平行 于 无 穷 远 处 
的 流动 速度 矢量 , 横 截面 记 为 5*， 此 外 , 我 们 认为 前 方 无 穷 远 处 的 压强 р, 和 后 方 
无 穷 远 处 的 压强 p 在 管道 横 截 面 上 均匀 分 布 .对 位 于 无 穷 远 处 的 横 截 面 5* — 51 与 


0 21: Седов Л.И. О полетном коэффициенте полезного действия идеального винта 
и идеального воздушно-ракетного двигателя. Теоретическая гидромеханика: Сборник 
статей №. 13, вып. 5. Москва: Оборонгиз, 1954. С. 3—12. 

2) 容易 证 明 , 在 理想 流体 理论 的 范围 内 , 只 要 物体 的 外 形 合适 , 在 亚 声速 情况 下 就 存在 这 样 的 绕 
流 运动 , 但 在 超声 速 情况 下 一 般 会 在 气流 中 形成 激 波 . 不 过 , 在 理论 上 可 以 这 样 选择 被 绕 流 物体 的 
外 形 , 使 激 波 完全 消失 或 者 只 给 气流 带 来 无 穷 小 的 损失 . 在 计算 理想 效率 时 应 忽略 外 流 中 的 损失 . 
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5" — 6) 之 间 的 外 流 所 占 区 域 应 用 流量 方程 和 动量 方程 , 并 将 后 者 在 管 轴 上 投影 , 得 


pivi(S" — 51) = pava(S" ~ 52), (10.6) 
В = (рз – р1)(5° ~ 55) + р (5 — 81) (0 — 1), (10.7) 
式 中 RR 是 阻力 , 其 定义 为 
R=— (р- р1) о, 


АВРЕЕ, 0; В.А 


其 中 ао, 是 被 绕 流 的 曲面 微 元 在 垂直 于 来 流 的 平面 上 的 投影 (速度 о 平行 于 z 轴 ). 
ХЕ 5, # 5, В, 从 (10.6) 有 


Раз ($2 — 51) со с _ Р202(52 — 51) 
5-8 = 


5" 一 = ， ? 
2 pav2 = фил Pav2 — ри 


利用 这 个 结果 和 (10.7), 得 


Pa —P1+ Pava(vo — р) / Pava — ри 

R= 22 Вы ($, — $1) = рин(92 — 51) | 22-2 dv, (10.8 

тау руу, (5 — 51) = ри (52 ы УТ (10.8) 
Д 


因为 沿 流 线 成 立 等 式 
pudu = —dp. 


如 果 5, 和 5, 的 面积 有 限 ，5* 的 面积 趋 于 无 穷 大 , 则 p 一 ру 一 poo, v2 一 vi. 由 此 
可 知 RR 一 0, 因为 (10.8) 中 的 积分 在 vw 一 w 时 趋 于 零 

如 果 5, = 5», 则 mw = роо, 再 根据 正 压条 件 一 般 可 得 pj = ро 和 vi = оо, 所 
以 R=0. 这 时 , 阻力 为 零 的 结果 不 仅 对 无 界 绕 流 成 立 , 对 具有 任意 横 截面 5* 的 管 
道 也 成 立 . 

在 以 上 推导 过 程 中 , 起 重要 作用 的 仅仅 是 气体 运动 的 正 压 性 和 连续 性 , 并 且 所 
有 流 线 都 从 z = -oc 延伸 到 z = оо (在 无 穷 远 处 没有 反 向 流动 ). 只 要 运动 是 正 压 
的 ，R = 0 的 结论 对 非 绝热 运动 也 成 立 ， 如 果 仅 仅 外 流 可 逆 , 但 内 流 不 可 逆 , 则 达 朗 


ВП С = piv15, = рооь5, 表示 内 流 的 流量 , 式 中 pi, v 和 ра, в, 分 别 是 内 
流 在 前 方 无 穷 远 处 和 后 方 无 穷 远 处 的 密度 和 速度 . 根据 问题 的 提 法 和 $8 中 的 公式 
可 知 , 总 推力 R 和 进入 气体 的 总 能 量 流 W 满足 公式 
R= G(v —), (10.9) 
W = С( 4). (10.10) 


这 样 就 证 明了 , 对 于 可 逆 绝 热 外 流 和 任何 不 可 逆 内 流 都 成 立 公 式 (10.9) 和 (10.10). 
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如 果 从 外 部 进入 的 能 量 W 表现 为 热量 , 则 由 等 式 (10.5) 定义 的 总 飞行 效率 ( 理 
想 效率 或 实际 效率 ) 总 是 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


1 = тола рор» (10.11) 
式 中 mwerm 是 热效率 ， 
Wi = 94/2 9) <1, (10.12) 
Пргор 是 推进 效率 或 飞行 机 械 效率 , 利用 (10.9) 可 以 把 它 表 示 为 
Р 2 


"Тор = Са — 0270) То <! (10.13) 

如 果 推 进 系统 能 够 被 分 解 为 输出 机 械 能 的 发 动机 (例如 活塞 式 发 动机 ) 和 推进 
装置 (例如 螺旋 桨 ), 则 总 效率 根据 (10.11) 可 以 表示 为 热效率 与 推进 效率 之 积 , 热 效 
率 和 推进 效率 分 别 是 发 动机 和 推进 装置 的 基本 指标 . 对 空气 喷气 发 动机 而 言 , 这 种 
分 解 方法 仅仅 是 形式 上 的 一 种 假设 , 因为 mnerm 和 mprop 这 两 种 效率 是 发 动机 整体 
作为 同一 个 对 象 的 不 同 指标 . 

在 实际 应 用 中 , 对 船舶 .飞机 上 的 活塞 式 发 动机 而 言 , 在 稳定 运转 时 热效率 最 高 
的 是 柴油 机 ，mnerm 的 量 级 为 0.45, 而 蒸汽 机 的 最 大 热效率 mhern ~ 0.35; 对 于 现代 
大 功率 航空 燃气 涡轮 发 动机 , 则 有 mherm ~ 0.35 一 0.45. 

因为 为 了 得 到 推力 , 必须 成 立 不 等 式 


ъ> у, 


所 以 显然 在 о, 与 w 相差 不 多 时 才 有 最 大 的 推进 效率 . 在 一 般 情 况 下 , 为 了 在 推力 
给 定时 降低 v 的 值 , 必须 提高 喷气 射流 的 质量 流量 С. 采用 增加 发 动机 相应 管道 横 
截面 面积 或 螺旋 桨 直径 的 方法 可 以 提高 流量 G, 但 是 这 些 方法 导致 被 绕 流 管道 的 阻 
力 上 升 , 旋转 部 件 的 角速度 下 降 , 推进 系统 因此 变 得 笨重 . 这 些 问题 和 其 他 一 些 原因 
迫使 人 们 寻找 和 采用 一 些 折 中 的 方案 . 

对 于 空气 喷气 发 动机 , Ж о, рт, Ту, pi, ii 的 值 取决 于 飞行 条 件 (飞行 速度 和 飞 
行 高 度 , 而 大 气 的 数据 是 已 知 的 ). 

为 了 计算 质量 流量 С, 需要 知道 流量 因子 w， 


С = ppiv15, 


式 中 5 是 发 动机 进 气 道 面 积 , 它 取 决 于 发 动机 的 构造 和 工作 状态 . 
> 、 喷气 射流 的 速度 о, 可 以 通过 总 压 和 静 压 表示 出 来 对 于 不 可 压 
喷气 射流 的 速度 “各 流体, 根据 p* 的 定义 有 


(10.14) 
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对 于 完全 气体 ， 
GO-—D/ 
= |207; [ г (==) " | (10.15) 


由 于 机 械 能 的 损失 或 输入 , 射流 的 总 压 р} 和 ру 可 能 不 同 . 总 增 压 比 x = p/p? 
适宜 作为 空气 喷气 发 动机 或 螺旋 桨 工作 时 的 空气 动力 学 过 程 的 基本 指标 . 
对 于 不 可 压缩 流体 , 根据 条 件 р, = р, 容易 得 到 以 下 公式 来 代替 公式 (10.14): 
ъ= + ии. (10.16) 


对 于 气体 , 根据 公式 (5.10) 和 (5.11) 可 以 写 出 


TO-D/7 = 


由 此 得 到 


2 2 
= [0-0% (м2 а 
М, = (| т (м+-21) р 


= ,jno-brf 2+1) 7+1 
А т (х т жет; 


这 些 公式 可 以 代替 公式 (10.15), 它们 把 М. 和 А, 通过 发 动机 总 增 压 比 r = рз/ру 和 
来 流 的 给 定 参量 Mi, Ai 表示 出 来 . 显然 , Ч r > 1 时 总 有 М, > М,, № > А, 而 当 
T<1l 时 M2<Mi》 <Л,. 

内 流 在 无 穷 远 处 的 面 我 们 再 来 在 最 一 般 的 情况 下 计算 内 流 在 无 穷 远 处 的 面积 比 . 


(10.17) 


积 比 对 于 不 可 压缩 流体 , 根据 (10.16) 有 
ee = 1 
Я vw 203-0 
PiVi 
对 于 气体 , 从 公式 (5.10) 和 (5.11) 得 
52 _ ри _ МР |Т; 
$: р» 4(М,)рз ү Тг" 2018) 
式 中 
1\0+9/20-0 
а(м) = гта = (于 ) . м (10.19) 


р Nae 
(: лы. 5 м) 
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根据 状态 方程 , 我 们 进一步 有 

BB /a 

"-й-н(1) ‚ ж=е у (10.20) 

式 中 R= cp 一 cv 是 气体 常量 s, 和 s 是 模 截面 5, 和 5, ЕНЖВЫЙ. 通常 x < 1， 

因为 不 可 逆 损 失 或 气体 在 燃烧 室 中 受热 导 

зой. 对 于 螺旋 桨 .压缩 机 或 涡轮 , r 等 

于 相对 于 旋转 部 件 的 定常 气流 的 总 压 之 比 

р/а = с. 在 理想 可 逆 过 程 中 о = 1. 
根据 (10.20), 式 (10.18) 可 以 改写 为 
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52 _ (м, ) 
Еа 5, AM 072 9 0727 
Я 
= АМ, т, ж), 


0.5 


式 中 М, #1 4(М) 分 别 由 (10.17) 和 (10.19) 
计算 .图 G61 给 出 f 在 x=1 时 对 Mi 和 7 
的 依赖 关系 . 

沿 发 动机 管道 的 机 械 能 损失 和 加 热 导 
致 比值 52/5, 增加 , 不 过 增加 值 一 般 不 大 ， 
因为 x 的 指数 很 小 , (7 - 1)/27 < 1. 
ep 上 面 对 各 种 空气 喷气 发 动机 、 船 用 螺 

61. НАЕ 5/5, Же т 旋 桨 和 空气 螺旋 桨 提出 了 某 些 普 适 的 定义 
ао а 和 关系 式 ， 对 相应 关系 式 的 进一步 分 析 和 
具体 应 用 需要 考虑 能 量 输入 机 理 和 内 流 的 不 可 逆 损 失 . 

» 压 式 空 气 晴 气 发 动 РЗА З, 从 一 般 流 动 状态 的 角度 


讲 , 这 是 最 简单 的 一 种 空气 喷气 发 动机 , 图 62 给 出 其 示意 图 . 
从 空气 动力 学 的 观点 看 , 冲压 式 空气 喷气 发 动机 由 扩散 段 , 燃 
烧 室 和 尾 喷 管 组 成 . 为 了 在 燃烧 室 中 形成 适宜 的 燃烧 状态 , 扩散 段 是 必须 的 , 因为 气 
流速 度 这 时 应 当 较 低 . 为 了 利用 燃烧 室 中 的 高 温 气体 与 外 部 空间 之 间 的 压强 差 来 加 
速 气流 , 尾 喷 管 也 是 必须 的 . 对 扩散 段 和 尾 喷 管 的 分 析 指 出 , 它们 的 形状 在 超声 速 流 
动 和 亚 声速 流动 的 情况 下 有 显著 区 别 ( 见 $9). 
如 果 忽略 进入 燃烧 室 的 燃料 质量 ( 见 (10.12), (10.13), (10.10), (8.4) 和 伯 努 利 积 
分 ), 则 可 以 写 出 
им ча 714-4 2 
29075-1) үкі 1 
т; 


Meherm = ， (10.20) 
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图 62， 冲压 式 空气 喷气 发 动机 的 示意 图 : (а) 用 于 亚 声速 飞行 ,(b) 用 于 超声 速 飞行 , 1. 扩散 段 ， 
2. 燃烧 室 , з. 尾 喷 管 


因为 按照 定义 有 


Петь 的 上 述 公式 是 在 实际 冲压 式 空气 喷气 发 动机 的 一 般 情况 下 引入 的 . 公式 
(10.21) А день 和 mprop 通过 比值 Т/Т (该 比值 容易 通过 进入 发 动机 单位 质量 
内 流 的 热量 表示 出 来 ) 和 飞行 速度 因子 (或 马赫 数 ) 的 表达 式 . 根据 (5.10), А 可 
以 通过 总 压 损失 т = р/р; = о 表示 出 来 , 对 于 冲压 式 发 动机 , 比值 о 取决 于 扩散 
段 、 燃 烧 室 和 尾 喷 管 中 的 过 程 的 空气 动力 学 性 质 ， 该 比值 对 超声 速 扩散 段 中 的 损失 
特别 敏感 , 因为 激 波 能 够 导致 巨大 损失 . 例如 , 根据 公式 (10.17) 可 以 指出 т 的 这 样 

- 些 取 值 (< 1), 这 时 不 仅 有 和 。 < Xi, 而 且 有 о < оз, 结果 得 到 阻力 而 不 是 推力 . 

对 于 冲压 式 空气 喷气 发 动机 中 的 理想 可 逆 过 程 , 扩散 段 、 燃 烧 室 、 尾 喷 管 和 外 流 
中 的 总 压 保持 不 变 , Вр p = 下 ,所 以 从 (10.17) 可 知 М, = Mi, № = А, А в, > w， 
因为 加 热 导 致 7 > Ту. 于 是 , 对 于 理想 的 冲压 式 空气 喷气 发 动机 , 我 们 有 


я—1 2 
ае = УТ №<1, пор = <. (10.22) 


利用 公式 (10.22) 容易 估计 理想 的 冲压 式 空气 喷气 发 动机 的 热效率 mnerm， 对 于 空 
气 , Y=1.4, 在 和 = Mi=1 时 mherm =17%, 在 和 =1.93, М, = ЗЕ ть = 64%, 
ТЕ Л, = 2.39, М, = 10 时 mherm = 99%. 

从 以 上 分 析 可 知 , 即使 理想 的 冲压 式 空气 喷气 发 动机 也 不 能 “立刻 ” (在 о =0 
时 ) 产生 推力 . 

如 果 Т 较 高 , 即 3/T? = 1, 但 Т; - ТУ 又 不 算 小 , 则 та 的 上 述 取 值 和 
кор 的 一 些 一 般 尚 可 接受 的 取 值 表明 , 在 低速 飞行 时 (和, 较 小 而 TY 较 高 ) 应 用 冲 
压 式 发 动机 并 不 合算 , 这 种 发 动机 的 功效 只 有 在 超声 速 飞行 时 才能 很 好 地 体现 出 来 . 
然而 需要 注意 , 总 温 在 马赫 数 高 于 М = 4 时 变 得 很 高 . 要 想 把 发 动机 内 的 气流 温度 
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Pen PP 


图 өз. 涡轮 喷气 发 动机 示意 图 .图 中 标 出 主要 的 特征 横 截 面 以 及 相应 总 压 和 总 温 : 1. 扩散 段 ， 
2. 压缩 机 , з. 燃烧 室 , 4. 涡轮 , 5. 尾 喷 管 (可 能 带 有 加 力 燃烧 室 ) 


保持 在 可 以 接受 的 范围 之 内 , 可 以 控制 发 动机 内 的 气流 速度 值 

如 果 改 变 设 计 方案 , 也 可 以 考虑 这 样 一 种 发 动机 , 其 “内 流 ” 位 于 “外 部 空间 ”， 
并 且 由 相应 保护 层 与 发 动机 表面 隔 开 . 

综 上 所 述 , 只 有 在 高 速 飞行 时 才能 应 用 冲压 式 空气 喷气 发 动机 为 

涡轮 喷气 改动 机 了 让 喷气 发 动机 在 低速 飞行 时 (包括 速度 为 堆 的 起 飞 时 刻 ) 也 能 
工作 , 必须 大 向 度 提高 进入 燃 绕 室 的 气流 的 总 压 . 为 此 , 可 以 在 燃烧 室 之 前 安装 压缩 
机 , 同时 在 燃烧 室 之 后 安装 涡轮 , 以 便 提 供 压 缩 机 运转 所 必须 的 机 械 功 . 这 种 形式 的 
发 动机 称 为 涡轮 吐气 发 动机 . 现代 飞机 主要 采用 涡轮 喷气 改动 机. 

图 63 给 出 最 简单 的 涡轮 喷气 发 动机 的 示意 图 . 当 涡轮 喷气 发 动机 工作 时 ,， 压 纳 
机 对 空气 做 功 Feoms， 使 其 总 压 和 总 温 增 加 ， 


Cr-D/ 
В тарх Пар ӘТ 0) = (==) -中 
га 


式 中 gcomp = «17° /В 是 压缩 机 的 损失 指标 . 对 于 实际 应 用 的 发 动机 , rcomp 的 值 
可 达 8 一 15 以 上 . 安装 涡轮 的 目的 是 为 了 利用 高 温 气体 的 能 量 来 驱动 压缩 机 . 对 于 
涡轮 , 我 们 有 

Diz 

Dy 
式 中 cuurbe = e252)/R 是 涡轮 的 损失 指标 . 总 温 TY 的 量 级 为 1200 一 1500 К. 涡轮 
叶片 在 工作 状态 下 受到 巨大 的 拉 伸 应 力 ,叶片 的 耐 热 强度 限制 了 总 温 的 最 大 值 , 该 
最 大 值 还 关系 到 是 否 能 够 对 叶片 采取 冷却 措施 . 

对 进入 气体 的 总 能 量 流 可 以 写 出 


М = G(T – Тү) = G(T - Th) >0. 
因为 压缩 机 和 涡轮 的 做 功 量 相同 2 ， 


= тью > 1. Гање = (Ті — ТЗ) = сә75 [(пуьобиньь) 9 — 1], 


Leomp = Zeurbo， 


0 在 实际 情况 下 Feurbo 略 大 于 comp, 因为 必须 使 用 一 部 分 能 量 来 支持 某 些 装置 (例如 保证 燃 
烧 室 的 燃料 供应 )- 


S$ 10。 陆 气 推进 理论 基础 -9 


所 以 


Wt {7-0 a 
or (Se) | =n roo) — 


9сотр 


9 т; > ТЕ, 所 以 


Mean iad eonap iarbo (10.23) 


又 因为 在 燃烧 室 中 有 热量 输入 , 所 以 


т", т/6-) 
并 且 在 理想 可 逆 过 程 中 取 等 号 . 
对 发 动机 的 总 增 压 比 可 以 写 出 
= 28 — 22 РР: _ Потро (10.24) 


pi Віа Р М тњо ™ 
在 理想 过 程 中 ccomp = ouurbe = ccomb = 1, 根据 不 等 式 (10.23) 可 得 


т, 
сотр = |. 
т, 


т= 
turbo 


因此 , 由 于 推动 涡轮 旋转 的 高 温 气体 在 流 过 涡轮 后 满足 73 > Ту, 所 以 只 要 高 温 气体 
流 过 涡轮 后 总 压 的 降低 小 于 低温 气体 流 过 压缩 机 后 总 压 的 增加 (т ьо < rcomp), 涡 
轮 就 对 压缩 机 做 功 . 这 一 效应 使 涡轮 喷气 发 动机 的 总 增 压 比 п = p;/p? 大 于 1, 但 是 
对 冲压 式 空气 喷气 发 动机 而 言 , 该 比值 在 理想 过 程 中 等 于 1, 在 有 损失 时 则 小 于 1. 
在 实际 情况 下 , 公式 (10.24) 中 的 х 的 量 级 为 2 一 3. 因为 对 涡轮 喷气 发 动机 有 п > 1, 
所 以 根据 (10.17) 可 得 №, > А, М, > Mi. 因此, 涡轮 喷气 发 动机 能 够 在 起 飞 时 工 
ЧЕ, 这 时 压缩 机 吸入 空气 , 在 p > 1 时 形成 内 流 , 从 而 产生 推力 . 

当 r = 2.3 时 , 理论 喷 管 的 出 口 速度 接近 声速 . 在 收缩 喷 管 的 情况 下 , 没有 完全 
膨胀 的 气流 可 能 以 声速 流出 . 因为 总 温 Т 很 高 , 所 以 出 口 速度 也 相当 高 . 

要 想 在 总 增 压 比 п 基本 保持 不 变 的 情况 下 额外 增加 涡轮 喷气 发 动机 的 推力 , 可 
以 提高 尾 喷 管 的 出 口 总 温 , 为 此 可 以 在 涡轮 之 后 的 喷 管 中 再 安装 加 力 燃烧 室 . 流 过 
加 力 燃 烧 室 后 , 气流 在 出 口 的 温度 可 达 2000 К 以 上 , 这 远 远 高 于 主 燃烧 室 中 的 温度 ， 
因为 气流 在 流 过 主 燃烧 室 时 的 温度 不 能 过 高 ,以 保证 涡轮 叶片 的 强度 ， 当 涡轮 喷气 
发 动机 用 于 超声 速 飞行 时 , 正如 前 面 已 经 指出 的 那样 ,必须 使 用 专门 的 扩散 段 来 降 
低 损失 . 

必须 注意 , 为 了 在 上 述 条 件 下 增加 发 动机 推力 , 还 可 以 采用 更 复杂 的 设计 方案 . 
现在 广泛 应 用 的 是 涡轮 螺旋 桨 喷气 发 动机 和 双 路 式 涡轮 喷气 发 动机 . 在 双 路 式 发 动 
机 中 , 一 部 分 被 压缩 机 压缩 的 空气 在 受热 后 并 不 流 过 涡轮 , 而 是 从 旁边 流入 尾 喷 管 . 
双 路 式 涡轮 喷气 发 动机 近来 之 所 以 获得 广泛 应 用 , 是 因为 这 种 发 动机 把 用 于 低速 飞 
行 的 普通 螺旋 桨 和 用 于 高 速 这 航 飞行 的 涡轮 喷气 发 动机 这 两 者 的 优点 结合 起 来 . 
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为 了 计算 涡轮 喷气 发 动机 在 理想 或 实际 工作 状态 下 的 效率 mherm, mprop 和 ,可 
以 使 用 公式 (10.21), 这 时 可 以 根据 公式 (10.17) 把 量 А, (> А) 通过 总 增 压 比 x 和 
来 流 的 和 表示 出 来 . 显然 , 涡轮 喷气 发 动机 的 热效率 依赖 于 总 增 压 比 т. 马赫 数 和 
В 1;/Т;. 如 果 飞 行 速度 为 零 , 则 在 r > 1 时 


Mherm > 0 


对 于 给 定 的 涡轮 喷气 发 动机 , 当 飞 行 马赫 数 (或 ,) 给 定时 , 只 要 控制 燃烧 室 的 
燃料 供应 , 就 可 以 控制 总 增 压 比 т, 从 而 控制 涡轮 和 压缩 机 的 转速. 
理想 螺旋 奖 理论 最 后 , 我 们 来 研究 用 作 推 进 器 的 螺旋 桨 (包括 船用 螺旋 桨 ) 的 理想 
я 推进 效率 . 螺旋 桨 在 专门 的 发 动机 (电动 机 、 活 塞 式 发 动机 或 燃气 
涡轮 发 动机 ) 驱动 下 产生 推力 , 发 动机 的 动力 指标 是 通过 专门 的 技术 手册 给 定 的 或 
已 知 的 . 考虑 具有 最 优 外 形 的 某 个 装置 被 不 可 压缩 理想 流体 (或 理想 完全 气体 ) 的 定 
常 绝热 连续 绕 流 , 并 假设 在 这 个 装置 中 的 物体 对 流体 的 作用 下 ， 机械能 以 可 逆 形式 
进入 流体 , 从 而 形成 一 股 射流 . 我 们 将 在 这 种 情况 下 研究 该 装置 的 理想 推进 效率 . 

该 装 营 是 一 台 理想 压缩 机 . 根据 前 面 给 出 的 定义 , 我 们 把 外 流 和 射流 (内 流 ) 对 
此 压缩 机 整体 的 合力 称 作 推 力 . 我 们 还 认为 , 无 穷 远 处 的 压强 处 处 相同 , 内 流 在 无 穷 
远 处 的 横 截面 5, 和 52 上 具有 均匀 的 速度 , 并 且 外 流 和 内 流 在 前 方 无 穷 远 处 的 特征 
量 在 极限 上 也 是 相同 的 . 

根据 运动 的 连续 性 、 绝 热 性 和 来 流 的 均匀 性 可 知 , 所 有 流体 微 元 都 具有 相同 的 
质量 焙 ， 又 因为 无 穷 远 处 的 压强 处 处 相同 , 所 以 位 于 装置 后 方 无 穷 远 处 的 内 流 和 外 
流 微 元 具有 相同 的 密度 和 温度 . 因此 , 这 时 在 内 流 的 无 穷 远 横 截面 S 和 S 上 有 


Di=pa P=p2 8 = 8, Т = Т. 


外 力 做 功 使 


ий, 
并 且 根 据 等 式 (10.9), (10.10) 和 (8.4) 有 
и= 560-0), = 90-9). (10.25) 


因此 , 在 所 研究 的 情况 下 , 无 论 流体 的 可 压缩 性 如 何 , 无 论 飞行 速度 是 否 超过 声 
Ж, 理想 的 飞行 效率 n = В.о, ИУ ( 见 (10.5)) 和 推进 效率 ( 见 (10.13)) 都 等 于 
2 


n= (10.26) 


1 二: 
ет 
显然 , о 一 vi Вп 1; 为 了 得 到 有 限 的 推力 Р, 这 时 必须 增加 内 流 的 流量 ， 

G оо. 在 一 般 情况 下 , 正如 我 们 将 在 下 面 证 明 的 那样, 在 推力 给 定时 , 理想 效率 随 

着 内 流 流量 的 增加 而 增加 . 喷气 射流 的 质量 流量 越 大 , 其 效果 越 好 . 


$10. 喷气 推进 理论 基础 - 101. 


作为 螺旋 桨 或 压缩 机 工作 状态 的 一 个 重要 指标 , 引入 负荷 率 
28 
式 中 5 是 压缩 机 人 口 的 面积 或 内 流 在 螺旋 桨 之 前 的 面积 . 对 空气 螺旋 桨 或 船用 螺旋 
桨 而 言 , 5 等 于 螺旋 桨 叶片 扫 过 的 圆 的 面积 . 
根据 公式 (10.25) 可 以 写 出 


ове _ 
ри. 


式 中 p = 51/5. 利用 这 一 结果 , 在 公式 (10.26) 中 引入 负荷 率 B 后 可 得 
1 


(10.27) 


= (10.28) 


1+ 名 
因子 р 一 般 依赖 于 推进 器 形状 的 几何 特性 和 它 的 工作 状态 . 在 В 给 定时 , 可 能 
的 最 大 效率 n 对 应 着 yp 的 可 能 的 最 大 值 . 换言之 , 当 外 形 和 推力 给 定时 , 最 佳 情况 对 
应 着 能 够 通过 推进 器 的 最 大 流量 . 
对 于 不 可 压缩 流体 , 我 们 有 
2 2 
рН, р=ра+ 5: 
根据 (10.26) 和 ру = pa 可 得 
2 


1= 一 一 一 一 一 . 
7:2 271 

1+ 1+ (2-1) 
ү nn ә? 


无 量 纲 的 欧 拉 数 pu?/2p? 类 似 于 马赫 数 , 它 取决 于 飞行 条 件 . 在 公式 (10.29) 中 , 比 
值 r = p/p? 是 唯一 一 个 与 压缩 机 有 关 的 参数 , 在 7 一 1 时 7 一 1. 

可 以 用 因子 yp ( 见 (10.28)) 来 代替 比值 п. 在 理想 过 程 中 , 为 了 保证 螺旋 桨 所 必 
须 的 因子 р 的 值 , 可 以 使 用 专门 的 环形 导 流 管 (对 船用 螺旋 桨 而 言 措 布 里 格 斯 一 科 
特 导 流 管 ), 见 图 64. 利用 这 种 导 流 管 可 以 增加 流 过 螺旋 桨 的 来 流 的 面积 . 显然 , 在 负 
荷 率 в 较 大 (推力 大 但 速度 低 ) 时 使 用 这 样 的 导 流 管 是 有 好 处 的 .高 负荷 率 的 拖 船 
在 使 用 导 流 管 后 , 推力 最 高 增加 50%, 效率 最 高 增加 60%. 不 过 , 这 样 的 导 流 管 在 实 
际 应 用 中 也 遇 到 一 定 困难 , 因为 被 绕 流 面积 增加 使 黏 性 摩擦 力 增加 ， 从 而 给 系统 带 
来 额外 的 阻力 . 

如 果 螺 旋 桨 的 作用 可 以 归结 为 分 布 在 螺旋 桨 桨 盘 上 的 外 力 的 作用 , 并 且 假 设 流 
体 在 桨 盘 上 的 轴 向 速度 wv 保持 不 变 , 就 可 以 计算 出 因子 p. 我 们 先 来 计算 速度 v. 
Я р 和 pi 分 别 表示 桨 盘 两 侧 的 压强 , 则 压强 差 ps — р. 与 螺旋 桨 所 受 外 力 平衡 , 该 


(10.29) 
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图 64， 环 形 导 流 管 的 作用 . (a) 虚线 表示 无 导 流 管 时 的 内 流 , 实 线 表示 有 导 流 管 时 的 内 流 . (b) Д. 
有 导 流 管 的 双 螺旋 桨 拖 船 的 照片 


外 力 对 流体 做 功 的 功率 等 于 
и [оь - дао = Ry = Обь о) = Сой) 
5 


由 此 可 知 
Е 
и = pA +52). 
从 流量 方程 得 到 
VS = (и +0) = 0151, 
所 以 


把 ”的 这 个 值 代入 (10.27), 得 
2 
в- (#) -, № 2 = 1+8. 
因此 , 根据 (10.26) 成 立 公 式 


2 
=—. 10.3 
Шибе] 020) 


公式 (10.30) 给 出 了 按照 上 述 理论 计算 出 来 的 理想 效率 . 由 此 可 知 , 当 В = 0 时 
п=1. 在 上 述 理论 中 , 最 大 的 理想 效率 对 应 B 是 小 量 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 当 推 
Л R 和 设计 速度 w 给 定时 应 当 增加 5, 但 是 强度 的 要 求 和 产生 空 化 的 可 能 性 使 我 
们 不 得 不 限制 船用 螺旋 桨 的 直径 . 按照 图 64 的 方式 使 用 环形 导 流 管 可 以 在 大 负荷 
率 下 得 到 比 (10.30) 更 大 的 理想 效率 和 实际 效率 . 

在 空气 中 运动 时 , 因为 p = р, pi = р», 所 以 声速 a = аз, 根据 (10.17) 得 


в, Јн 0] т-у, 
ъ OO- 0м? 
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т 
M1=3| 
0.8 Eo 
0.6 Геп 
" M0 
0.4 
02 | M1-0.7 
| 
от 2 3 4 5 6 
0 
рї 
(а) 
М0) 
10 + | 
M1=0.2 
09 — 
т M1=0.6 
08 И 
超声 速 飞行 (MI>1) 时 
ихняя 
07 а а 
060 05 1.0 15 20 
в- 28, 
ps 


(b) 


图 65. (а) 螺旋 桨 或 压缩 机 风扇 的 效率 对 r = рз /р; 和 马赫 数 Mi 的 函数 关系 , (b) 理想 推进 器 
(螺旋 桨 ) 的 飞行 效率 在 亚 声速 和 超声 速 飞行 时 对 负荷 率 和 马赫 数 Mi 的 函数 关系 


把 v/v 的 这 个 表达 式 代 入 公式 (10.13), 就 得 到 пт, М,). 图 65 (а) 给 出 %(r，M) 
的 图 像 . 

在 空气 中 飞行 时 , 容易 给 出 一 种 规则 来 确定 因子 фр 的 最 佳 值 . 根据 超声 速 流 的 
性 质 , 在 М > 1 时 应 取 фр = 1. 在 亚 声速 流 的 情况 下 , 如 果 气 体 在 进入 发 动机 时 (在 
横 截面 5 上 ) 的 速度 等 于 声速 , 则 р 取 最 大 值 . 现代 航空 压缩 机 明显 在 向 满足 这 个 
条 件 的 趋势 发 展 . 这 时 可 得 

a 


5 ры 9(М,’ 
综 上 所 述 , 超声 速 情 况 下 的 效率 为 
1 


п= л (10.31) 


а 


5104 - 第 八 章 流体 力学 


亚 声速 情况 下 的 效率 为 1 


一 一 一 一 一 一 - 0.32 
Bo) po 
4 


т= 
1+ 


公式 (10.32) 在 М, 较 小 时 与 前 面 得 到 的 螺旋 桨 理想 效率 的 常用 公式 有 区 别 . 其 
原因 在 于 , 这 里 所 考虑 的 问题 具有 更 一 般 的 提 法 , 其 中 包括 采用 导 流 管 使 螺旋 桨 推 
力 增加 的 情况 . 图 65 (b) 给 出 函数 关系 (10.31) 和 (10.32) 的 图 像 . 

根据 理想 螺旋 桨 的 上 述 理 论 可 以 做 出 以 下 结论 : 在 设计 重量 最 小 的 发 动机 时 , 发 
动机 的 进 气 装置 和 气 道 应 当 保证 进入 压缩 机 的 气流 在 理论 工作 状态 下 的 速度 接近 声 
速 . 为 了 评价 发 动机 的 设计 方案 并 揭示 可 能 的 前 景 和 发 展 趋势 ,发 动机 效率 的 上 述 
理论 具有 非常 重要 的 价值 . 
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对 于 理想 流体 的 势 流 , 无 论 流动 是 否定 常 , 都 可 以 得 到 欧 拉 方程 的 一 个 首次 积 
分 , 这 个 积分 被 称 为 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 . 

考虑 理想 流体 相对 于 某 个 参考 系 的 运动 . 首先 写 出 兰 姆 一 葛 罗 麦 卡 形 式 的 运动 
方程 


2 
ор ваа 20 хо 1 рааръ Р, (1.1) 


并 进一步 假设 : (1) 运动 是 有 势 的 , 即 w = 0, о = gradw, р 是 速度 势 ; (2) 运动 是 正 
НЕМ, р = р(р), Киа андан 


о) = 55 
在 这 些 假设 下 , 208—6 ЈИ 


Pradp= grad 9. 


由 此 可 见 , 质量 力 这 时 应 当 是 有 势 的 , 我 们 把 相应 势 函数 记 为 多 . 方程 (11.1) 的 形 
式 变 为 


grad + а) -0, 


由 此 可 知 
вен а = 00), (11.2) 

式 中 f(t) 是 时 间 t 的 某 个 任意 的 函数 
关系 式 (11.2) 就 是 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 , 它 在 流体 有 势 运动 区 域 中 的 所 有 点 都 


成 立 . 
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为 了 计算 函数 (0), 只 要 知道 积分 左 侧 在 流 场 中 某 - -点 对 时 间 的 函数 关系 即 可 - 
有 时 , 可 以 在 流动 边界 上 选取 这 样 的 点 . 在 流 场 延伸 至 无 穷 远 的 情况 下 ， 可 以 根据 速 
度 势 p 和 其 他 一 些 特征 量 在 无 穷 远 处 的 给 定 值 来 计算 函数 9. 因为 速度 势 只 能 精 
确 到 相差 一 个 时 间 的 函数 ， 所 以 可 以 引入 另 一 个 速度 势 


PL =9- [лда 
来 代替 速度 势 p. 附加 项 / f(t) dt 对 速度 场 没 有 影响 , 因为 


v= grady = вта@ф. 


ДЕ (41.2) 中 把 6p/8t 替换 为 api/8t 之 后 ， 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 的 右 侧 等 于 零 . 这 
时 , 速度 势 可 以 精确 到 相差 一 个 与 时 间 和 坐标 都 无 关 的 常量 . 

柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 和 伯 努 利 积分 具有 相同 的 用 处 ; 如 果 已 知 速度 势 和 外 力 势 
多 ,就 可 以 利用 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 来 计算 压强 分 布 . 

在 定常 运动 的 特例 中 , 流体 有 势 运动 的 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 在 形式 上 与 伯 努 利 
积分 相同 : 


5? 
+2 -% = ош, 


但 其 中 的 常量 i 在 整个 流 场 中 处 处 相同 , 并 且 压 强 函数 (根据 正 压 条 件 ) ЯНЬ 
压强 . 
АЕН МИН ВАЎ (12) 时 , 我 们 首先 要 选择 革 个 
ОБИ ТЮНИ өлу, НЕНИЯ о ПИН 
数 .不 过 ,在 相对 于 某 个 参考 系 描述 运动 时 , 还 可 以 (也 经 常 
使 用 相对 于 参考 系 运动 的 另 一 个 坐标 系 , 例如 在 流体 中 运动 的 物体 的 国 连 从 标 系 
аус 是 参考 系 的 入 卡 儿 坐 标 , 6, 5 是 运动 坐标 系 的 坐标 则 坐标 变换 公 
式 
z=2(6, mm Gt), уи тС 0), z=z(6, 6 (11.3) 
аан ВАЕ ВВ ЗВ е 既 可 以 表示 为 zy，z,t 的 
函数 , 也 可 以 表示 为 6, п, С. 2 的 函数 : 

(зё, т. С 0), 06 т С, 0), 26, т С 08), 0) = (6, т С 0. (11.4) 
向 西 _ 拉 格 朗 日 积分 是 动量 方程 的 推论 , 所 以 其 中 包含 速度 势 ”对 时 间 + 的 偏 叶 数 ， 
该 偏 导数 是 在 用 来 描述 流体 运动 的 举 标 系 中 计算 的 . 我 们 指出 ， 

ae бе 

ді іж, у, 2=сопзі 9: Е, т. воля" 
其 实 ,在 计算 第 一 个 偏 叶 数 时 假设 zz 不 变 , 即 计算 是 在 空间 中 的 加 定点 = = 
进行 的 ; 在 计算 第 一 个 仿 导 数 时 假设 67,《 不 变 , 即 计算 是 在 相对 于 参考 系 2, г 
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按照 运动 规律 (11.3) 运动 的 点 进行 的 . 容易 建立 这 两 种 导数 之 间 的 关系 ; 根据 (11.4)， 
我 们 有 


Op(€ 1 С, 0) _ де, у. =. 0), де (==) 4.80 (2) + де (+) 
ә Е ә Oz \ Bt ene ду \ tenc д2 \ д НЕКЕ 
(11.5) 


并 且 


(2) ое (80) оче (8) о" 
万 хе ony > ыы cony 5; = yz сов 
д 和 д mC са а 6..6 


是 与 运动 坐标 系 固 连 在 一 起 的 点 的 运动 速度 在 参考 系 z, у, z 中 的 分 量 , 即 牵连 速度 
veon 的 相应 分 量 . 因此 , 可 以 把 等 式 (11.5) 改写 为 
веб т, $0 _ ое Le 
标 积 gradp .vcon 是 不 变量 , 我 们 可 以 分 别 在 坐标 系 є, п, © 和 з, у, z 中 用 相应 分 量 
的 形式 写 出 其 表达 式 
如 果 速 度 势 p 由 &, т, С 的 函数 给 出 , 则 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 的 形式 为 


деб, т с, 0) 12 р 
И ыы + + -% = 0. (11.6) 


如 果 假设 运动 坐标 系 像 刚 体 那样 运动 , 则 
veon = vO, 二 xm 


式 中 vo, 是 运动 坐标 系 原点 O 相对 于 参考 系 z, у, г 的 运动 速度 , О 是 运动 坐标 系 
的 瞬时 角速度 , > 是 所 研究 的 点 相对 于 运动 坐标 系 的 径 矢 . 例如 , 当 运动 坐标 系 沿 = 
轴 以 常 速度 У 平 动 时 , 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 的 形式 为 


Se 
MED SY) Bev + EI + -= 10, 


而 在 不 可 压缩 流体 这 一 特例 中 多 = p/p, 所 以 
Bep( т С, _ дру, , (втайу)? 
нрав а № 
速度 势 的 存在 为 流体 力学 的 相应 数学 问题 带 来 重大 简化 , 与 此 同时 , 势 流 也 是 
物理 上 非常 重要 的 一 类 流动 . 
势 流 的 保持 性 对 于 理想 流体 在 有 势 质量 力 场 中 的 连续 正 压 运动 , 在 第 六 章 87 中 
讨论 了 与 涡 量 w = rotv/2 的 性 质 有 关 的 几 个 定理 . 例如 , 在 上 述 条 
件 下 成 立 的 拉 格 郎 日 定理 表明 , 势 流 在 下 一 时 刻 仍 是 势 流 . 


Р_Ф 
2 = 70). (11.7) 
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许多 运动 可 以 看 做 是 从 静止 状态 发 展 而 来 的 , 在 初始 时 刻 u = 0, 所 以 w = 0. 这 
样 的 运动 在 以 后 的 所 有 时 刻 应 当 也 是 有 势 的 . 

在 许多 实际 问题 中 可 以 把 流体 的 运动 看 做 势 流 , 例如 水 波 和 空气 中 的 声波 运动 ， 
固体 在 流体 中 运动 所 引起 的 各 种 连续 流动 , 液体 射流 , 等 等 . 

我 们 强调 , 第 六 章 $7 中 的 定理 是 在 一 定 假设 下 提出 的 , 这 些 假设 要 求 介质 和 过 
程 的 性 质 满足 相应 条 件 . 如 果 这 些 条 件 得 不 到 满足 , 流动 的 有 势 性 就 会 遭 到 破坏 . 例 
如 , 黏 性 能 够 导致 涡 量 的 产生 , 而 理想 气体 中 的 间断 能 够 导致 速度 间断 面 的 产生 , 从 
而 破坏 流动 的 正 压 性 . 

现在 给 出 不 可 压缩 理想 流体 的 速度 势 的 一 种 动力 学 解释 设 
И + 内 受到 
流体 在 压强 冲 量 作用 ”无穷 大 压强 р 的 作用 , 其 冲 量 
下 产生 的 运动 的 犹 利 5 
克 雷 问题 m= lm [у 
0 


是 有 限 的 . 写 出 欧 拉 方 各 
99 = ар (18) 


并 对 时 间 从 0 到 т 进行 积分 , 然后 在 r 一 0 时 取 极限 . 因为 (11.8) 中 的 普通 的 压强 
和 质量 力 是 有 限 的 , 相应 积分 在 取 极限 时 等 于 零 , 所 以 上 述 极限 的 结果 是 


+= 5 gradp’ dt, (11.9) 


де. о 和 wv 分 别 是 同一 个 物质 点 在 压强 冲 量 作用 之 前 和 作用 之 后 的 速度 . 只 要 压 
强 的 冲 量 是 有 限 的 , 物质 点 的 速度 在 无 穷 小 时 间 r 内 就 发 生 有 限 的 变化 . 在 7 一 0 
的 极限 下 , 物质 点 的 位 移 为 零 , 所 以 速度 v 和 о’ 是 固定 的 空间 点 的 速度 . 物质 点 的 
速度 发 生 突 跃 , 流体 的 这 种 流动 是 由 碰撞 造成 的 . 因为 物质 点 的 坐标 在 碰撞 过 程 中 
保持 不 变 , 所 以 在 (11.9) 中 取 极 限时 可 以 交换 对 空间 点 的 梯度 和 对 时 间 的 积分 的 运 
算 顺 序 , 从 而 得 到 


1 
т -ъ= -gradpe. 


如 果 流 体 是 均匀 的 (р 与 坐标 无 关 ), 则 
0 – v= grady, 


式 中 
ф=-". (11.10) 


如 果 均 匀 流 体 的 初始 状态 是 静止 状态 , 则 碰撞 的 结果 是 在 流体 中 出 现 有 势 的 速 
度 场 , 相应 速度 势 (>，y，z) 与 压强 冲 量 的 关系 由 (11.10) 给 出 . 这 个 关系 式 可 以 视 
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为 速度 势 的 一 种 动力 学 解释 . 
从 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 divu = 0 可 知 , 速度 势 py(z, у, 2, 0) 满足 拉 普 拉 
斯 方程 
Ap=0. (11.11) 


满足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 р 称 为 调和 函数 . 

拉 普 拉 斯 方程 在 某 区 域 2 中 的 解 取决 于 函数 p 在 该 区 域 边界 区 上 的 给 定 值 . 
根据 调和 函数 在 区 域 9 的 边界 上 的 值 求 该 函数 在 区 域 9 中 的 值 的 问题 称 为 狄 利克 
雷 问题. 在 单 连通 区 域 的 情况 下 , 这 个 问题 一 般 具有 唯一 的 单 值 解 . 因此 , 如 果 在 边 
界 上 给 出 外 部 压强 冲 量 р, = -pe КИН, 则 区 域 2 内 部 的 流体 运动 和 压强 冲 量 是 完 
全 确定 的 . 

在 利用 压强 冲 量 的 概念 解释 速度 势 的 时 候 , 流体 的 不 可 压缩 性 极为 重要 . 在 不 
可 压缩 流体 中 , 压强 的 任何 变化 立刻 就 会 在 全 部 流动 区 域 中 体现 出 来 . 

现在 研究 势 流 的 一 般 理 论 中 的 某 些 问题 
理想 流体 在 正 压条 件 “在 正 压 过 程 中 (= 0), 理想 流体 有 势 运动 的 基本 方程 是 连 


下 的 势 流 ы Е 
р А Е 5 
зае + div(erady) =0 (11.12) 

和 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 

% + (erad oj + FP(p) 一 多 =0. (11.13) 
因为 压强 函数 多 = /总 的 微分 等 于 

4р9 
Чар 
з а = Vdp/dp, 所 以 
1 14” оа) 


ра а а’ 
于 是 可 以 把 方程 组 (11.12), (11.13) 改写 为 


(11.14) 


НЕ РЯ 一 多 = 
+3 1 (grad yp) + 多 -Y=0. 


在 这 个 方程 组 中 , 压强 函数 多 和 速度 势 p 是 未 知 函 数 . 尽管 在 一 般 情 况 下 难以 求 
解 这 个 非 线性 微分 方程 组 , 但 是 一 些 特殊 情况 下 的 求解 方法 已 经 被 详细 而 透彻 地 研 
究 过 . 下 面 列举 与 之 相应 的 几 类 重要 的 势 流 . 
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不 可 压缩 流体 的 势 流 ” 对 于 不 可 压缩 流体 , a? = dp/dp — оо, 所 以 (11.14) 中 的 第 一 
个 方程 变 为 拉 普 拉 斯 方程 (11.11), 第 二 个 方程 则 用 于 计算 压 
强 分 布 . 很 多 重要 问题 采用 这 种 提 法 , 例如 固体 在 水 下 运动 所 引起 的 流动 , 水 波 运动 ， 
液体 射流 , 等 等 . 我 们 将 在 后 面 详细 研究 固体 在 不 可 压缩 流体 中 运动 的 问题 . 
нение 当 可 压缩 流体 某 种 已 知 的 平衡 状态 或 运动 状态 受到 小 扰动 
知 平衡 状态 或 运动 状 A 可 以 采用 有 势 运 动 的 提 法 . ЕЙ (声波 传播 问 
态 的 小 扰动 ) 和 流线型 细 长 体 的 某 些 空气 动力 学 问题 中 可 以 研究 这 样 
的 运动 . 
在 求解 小 扰动 问题 时 , 可 以 假设 速度 、 密 度 、 压 强 和 它们 对 坐标 和 时 间 的 导数 是 
已 知 函数 与 未 知 的 小 扰动 量 之 和 , 相应 方程 组 在 忽略 高 于 1 阶 的 小 量 之 后 就 成 为 线 
性 的 . 
在 静止 状态 受到 小 扰动 时 , 比值 |grad pl/p 很 小 , 方程 组 (11.14) 在 精确 到 1 阶 
小 量 时 可 以 写 为 
147 
а dt 
де 


++? -%=0, 


式 中 аз 是 导数 dp/dp 在 未 受 扰动 的 静止 状态 下 的 值 . 
如 果 质 量力 的 势 函数 与 时 间 无 关 , 则 从 上 面 两 个 方程 可 以 得 到 9 的 方程 
1 Op 
?= ар" 
这 个 线性 方程 称 为 波动 方程 . 如 果 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 ao 一 оо, 波动 方程 (11.15) 
变 为 拉 普 拉 斯 方程 . 


可 压缩 流体 的 定常 运 
动 


+Ap=0， 


(11.15) 


在 可 压缩 流体 的 定常 运动 中 , 获得 最 大 发 展 的 是 平面 运动 理 
论 . 这 时 , 待 求 函数 只 依赖 于 z 和 vy 这 两 个 变量 , 并 且 只 要 对 
自 变量 和 待 求 函 数 进 行 一 个 特殊 的 变换 , 就 可 以 把 运动 方程 
变换 为 线性 方程 . 这 个 变换 是 由 C. A. 恰 普 雷 金 在 他 发 表 于 1902 年 的 著名 论文 《 论 
气体 射流 》2 中 提出 并 使 用 的 , 这 篇 论文 随后 成 为 空气 动力 学 中 的 许多 现代 理论 得 


以 发 展 的 基础 . 

一 维 非 定常 流动 在 一 维 非 定常 流动 中 , 所 有 运动 参量 只 依赖 于 时 间 t 和 1 个 空间 
变量 ~ 在 曲面 + = const Е, 所 有 运动 特征 量 都 是 相同 的 . 平面 

波 、 柱 面 波 和 球面 波 都 是 一 维 非 定常 流动 . 在 第 一 卷 第 七 章 研究 过 的 活塞 问题 .爆炸 

波 传播 问题 和 许多 其 他 的 重要 实际 问题 都 属于 这 一 类 问题 . 在 这 一 类 问题 中 , 方程 

组 是 非 线性 的 . 


1) Чаплыгин С.А. О газовых струях. Собр. соч. Т. 2. Москва: Гостехиздат, 1948. 
Отдельное издание, 1949. 
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现在 研究 不 可 压缩 理想 流体 的 势 流 . 
首先 研究 拉 普 拉 斯 方程 的 一 些 主要 的 特 解 . 前 面 ( 见 第 二 章 
拉 普 拉 斯 方程 的 特 解 8 3) 曾经 研究 过 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 


p=-, r= Убе, (21) 


其 物理 意义 是 位 于 点 zo, yo, zo 的 点 源 (Q > 0) 或 点 汇 (Q < 0). 

拉 普 拉 斯 方程 是 线性 方程 , 所 以 对 它 的 解 显然 可 以 进行 到 加 和 微分 运算 , 结果 
得 到 新 的 特 解 . 例如 , 只 要 求 出 解 p = 1/r 在 方向 s 上 的 方向 导数 , 即 可 得 到 拉 普 拉 
斯 方程 的 一 个 特 解 : 

O01_ сб 20а + (0 – м) + (2 - а) or 

95 т т т” 
式 中 С = const, а = dz/ds, 8 = dy/ds, у = dz/ds 分 别 是 方向 s 与 坐标 轴 z, у, z 之 
间 的 夹 角 的 余弦 , г 是 引 自 点 zo, yo, го 的 径 矢 ，s9 是 方向 з 上 的 单位 矢量 . 在 s 指 
向 z 轴 方 向 的 特殊 情况 下 , 我 们 得 到 拉 普 拉 斯 方程 的 
以 下 解 : 


(12.2) 


解 (12.2) 具有 简单 的 物理 意义 . 如 果 在 方向 。 上 
有 相距 As 且 流 量 均 为 Q 的 一 个 点 源 和 一 个 点 汇 , 则 
在 As 一 0,Q 一 co 并 且 QAs/4r 趋 于 有 限 值 C 时 , 上 
述 点 源 和 点 汇 倒 加 后 形成 的 流动 的 极限 就 是 (12.2). 这 
图 66， 侦 极 子 流动 种 流动 称 为 空间 偶 极 子 , С 称 为 偶 极 子 的 矩 , 方向 s 称 
为 它 的 轴 . 偶 极 子 所 在 的 点 zo, и, zo 是 奇 点 , 因为 速 
度 在 这 一 点 的 值 等 于 无 穷 大 . 在 C > 0 时 , 流体 从 点 zo, yo, zo 沿 方向 s 流出 , 再 从 
相反 方向 流入 同一 个 点 (图 66). 
解 (12.1) 和 (12.2) 在 构造 拉 普 拉 斯 方程 的 其 他 一 些 更 一 般 的 解 时 起 重要 作用 . 
如 果 对 速度 势 (12.1) 在 不 同方 向 1, sz，.…，, ss。 上 多 次 进行 微分 运算 , 就 可 以 
得 到 拉 普 拉 斯 方程 的 新 的 解 


90 әт 
= Сы бы: Be Be- (12.3) 


在 zo, по, го 固定 不 变 时 , 流体 的 相应 运动 在 点 zo, yo, го 以 外 的 所 有 空间 点 =, у, 2 
都 是 正则 的 5 ; 与 1/r 相 比 , 速度 势 (12.3) 及 其 导数 在 无 穷 远 处 更 快 地 趋 于 零点 


Ф 


О 正则 流动 (peryraproe течение) 指 没有 奇异 性 的 流动 . 一 -译注 


$12. 不 可 压缩 流体 的 势 流 - 调和 函数 的 性 质 115 


zo, yo, 207—0) 是 奇 点 , 流体 速度 在 这 一 点 等 于 无 穷 大 . 用 这 种 方法 构造 出 来 的 流 
动 称 为 多 极 子 流动 . 多 极 子 流动 的 性 质 取决 于 常量 C,。 和 用 来 计算 方向 导数 的 方向 
ав с, ви 这 些 方向 可 以 任意 选取 . 


< 9 д 91 
+= Урва рт 
这 样 的 级 数 具有 很 大 任意 性 相应 速度 势 确定 了 以 点 zo, yo, а 为 球 心 、 以 о 9% 
笃 的 球面 之 外 的 区 域 中 的 正则 流动. 

设 区 域 9 中 充满 运动 的 不 可 压缩 流体, 并 且 该 区 域 不 是 全 部 
ЗАРАА. -无界 空间 .在 区 域 9 之 外 选取 革 区 域 Ww， 其 中 的 点 的 坐标 表 

示 为 zo, yo ai， 显然 , 由 以 下 积分 定义 的 函数 p(z, и з) 是 
区 域 9 中 的 油 和 函数 


ЕТИ dyod: 
“=- 去 /// Е Ч (то, yo, zo) dzodyodzo (12.4) 
Ww 


— 20) + (и)? + (z— 5)? 


ЗА Q(zo, yo, 20) 是 某 个 任意 的 可 积 函数 . 在 解 
决 某 些 流体 力学 问题 时 , 只 要 从 公式 (12.4) 出 发 
选取 适当 的 函数 Q 即 可 求 出 所 需 速度 势 p， 可 人 \ 
以 证 明 ( 见 本 章 826), 如 果 函 数 Q(zo, yo, 20) 是 боа) 
区 域 W 中 的 分 段 光滑 函数 , 则 速度 势 p(z, у, =) 
在 № 中 满足 泊 松 方程 

Де = Q(z, и, 2). 图 67， 用 于 构造 单 层 位 势 和 双 层 位 势 


的 示意 图 

在 区 域 Vo 的 内 部 存在 按 体积 分 布 的 源 , 其 密度 

为 Q(z, р, 2). 如 果 把 不 可 压缩 流体 的 运动 延 拓 到 区 域 Vo 中 , 则 在 这 个 区 域 中 不 成 
立 不 可 压缩 条 件 0 (divu = 0). 

加 设 某 一 个 封闭 的 或 不 封闭 的 曲面 х 位 于 运动 流体 所 在 区 域 
НВ 多 之 外 (图 67). 在 某 些 情况 下 , 曲面 2 可 以 与 区 域 9 的 全 
部 或 部 分 边界 重合 . 考虑 积分 

+= / ЧМ) ао, (12.5) 


р" 
式 中 9 是 曲面 2 上 的 点 的 某 个 任意 的 可 积 函 数 . 显然 , 利用 分 布 于 曲面 2 的 源 得 到 
的 势 函 数 wp 是 У 之 外 的 调和 函数 . 由 公式 (12.5) 表示 出 来 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 称 
为 单 层 位 势 . 


不 可 压缩 条 件 divw = 0 是 在 没有 质量 源 的 前 提 下 提出 的 , 在 存在 质量 源 时 要 对 该 条 件 进行 相 
应 修正 . 一 一 译注 


по 
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类 似 地 , 可 以 利用 分 布 于 曲面 2 的 偶 极 子 来 构造 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 设 偶 极 子 
轴 指 向 х 的 法 线 方向 no, 则 


ә 1 

+= ] им) deo, (126) 
式 中 им) 是 曲面 2 上 的 点 的 某 个 可 积 函 数 . 由 公式 (12.6) 定义 的 函数 p Ж У 2 
外 的 调和 函数 , 它 称 为 双 层 位 势 . 

在 许多 应 用 中 , 可 以 把 求解 速度 势 p(z, y，z) 的 问题 归结 为 寻找 公式 (12.5) 或 
(12.6) 中 的 被 积 函 数 的 问题 , 即 计算 分 布 于 曲面 > 的 源 或 偶 极 子 的 密度 gq(M) 或 
ШСМ) 的 问题 , 这 些 函 数 是 曲面 上 的 点 的 函数 . 这 时 , 因为 未 知 函数 是 被 积 函数 ， 
所 以 它们 所 满足 的 相应 方程 是 积分 方程. 
调和 函数 的 性 质 我 们 来 研究 调和 函数 的 几 个 非常 重要 的 性 质 . 设 不 可 压缩 流体 在 

区 域 9 内 的 运动 是 正则 势 流 , 5 是 区 域 9 中 的 某 个 封闭 曲面 . 从 
连续 性 方程 直接 可 以 看 出 , 以 下 等 式 永远 成 立 : 


д 
[че = | 52а = [агат =0, (12.7) 
5 5 а 


式 中 Y 是 曲面 5 所 包围 的 区 域 . 于 是 , 不 可 压缩 流体 经 过 位 于 区 域 2 中 的 任何 封 


如 果 把 球 心 位 于 某 一 点 M 且 半 径 为 R 的 球面 取 作 曲面 5, 则 根据 公式 (12.7) 
可 以 写 出 
де д 
Јава 0, 或 蕊 /do 
Я а 
式 中 dw 是 立体 角 , Q 是 与 5 同心 的 单位 球面 , 被 积 函 数 的 值 取 自 Q 在 5 上 的 对 应 


点 . 由 此 可 知 , 不 论 球面 5 的 半径 如 何 , 都 有 


Гев = опа, 即 СТЕ 
п о 
最 后 一 个 公式 还 可 以 改写 为 


1 
фм = me / +42: (12.8) 
8 


“这 是 调和 函数 的 一 个 重要 性 质 ， 可 以 证 明 , 具有 连续 的 二 阶 导数 的 任何 连续 函 
数 , 只 要 它 在 区 域 9 中 满足 由 公式 (12.8) 表述 的 均值 定理 , 其 中 5 是 9 中 的 任意 
半径 的 球面 , 该 函数 就 是 调和 函数 , 换言之 , 该 函数 就 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
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设 函 数 p(z, у, 2) 是 区 域 9 中 的 调和 函数 . 利用 性 质 (12.8) 容易 证 明 , 函数 ф 
在 区 域 9 的 内 部 既 不 可 能 达到 最 大 值 ,也 不 可 能 达到 最 小 人 


其 实 , 采用 反 证 法 , 假设 函数 р 在 区 域 9 内 部 某 一 点 М 达到 最 小 值 , 则 在 点 
м 的 任意 小 邻 域内 的 所 有 点 N 都 应 当成 立 不 等 式 


Фм < Pn: (12.9) 


但 是 , 如 果 该 不 等 式 成 立 , 公式 (12.8) 就 不 可 能 成 立 , 所 以 对 于 点 M 的 邻 域内 的 所 
有 点 М 不 可 能 成 立 不 等 式 (12.9). 用 类 似 方法 可 以 得 到 , 函数 y 在 区 域 9 内 部 没 
有 最 大 值 . 因此 , 对 于 区 域 9 中 的 不 可 压缩 流体 的 正则 势 流 , 势 函数 p 只 能 在 区 域 
多 的 边界 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 这 个 性 质 对 所 有 调和 函数 都 成 立 , 例如 , 它 对 导数 
ap/8zr，8p/8y，ap/8z 也 成 立 . 

现在 考虑 不 可 压缩 流体 势 流 的 速度 值 的 平方 


әгү үәгү? (де? 
я (&) (8) (8). 
尽管 速度 值 及 其 平方 不 是 调和 函数 , 但 是 , 对 于 不 可 压缩 流体 的 正则 势 流 , 速度 的 最 
太 值 也 是 在 流动 边界 上 达到 的 . 
仍然 用 反 证 法 来 证 明 这 个 结论 . 假设 速度 在 9 内 部 某 一 点 М 达到 最 大 值 , 即 
>, 其 中 N 是 点 М 的 足够 小 邻 域内 的 任意 一 点 . 如 果 取 点 М 的 速度 方向 为 


с 轴 方 向, 则 有 
(&).-*>ы (80), (8), 


因为 调和 函数 gp/az 在 点 М 不 可 能 达到 最 大 值 , 所 以 在 点 М 的 任何 一 个 小 邻 域 
中 都 存在 这 样 的 点 入, 使得。 和 
А 
(=), > (=). 


但 是 , 如 果 这 个 不 等 式 成 立 , 就 更 应 成 立 不 等 式 
ao eo гару] AN 
[的 И (=) р (%) не (=), 2%. 

所 以 , 速度 的 最 大 值 不 可 能 出 现 于 流动 区 域 的 内 部 , 不 可 压缩 流体 势 流 的 最 大 速度 
总 是 出 现在 流动 边界 上 

当 无 界 不 可 压缩 流体 连续 地 绕 物体 流动 时 , 最 大 速度 出 现 于 被 绕 流 物体 的 表面 . 
在 定常 绕 流 的 情况 下 , 根据 伯 努 利 积分 , 最 大 流动 速度 对 应 压强 的 最 小 值 ,所 以 压强 
最 小 的 点 位 于 物体 表面 .因为 空 化 现象 最 先 出 现在 压强 接近 最 小 值 的 区 域 , 所 以 这 
种 现象 一 般 发 生 在 被 绕 流 物体 表面 附近 . 


速度 的 最 小 值 既 可 能 出 现在 势 流 的 边界 上 , 也 可 能 出 现在 其 内 部 . 例如 , 速度 为 
零 的 临界 点 可 能 位 于 势 流 内 部 . 以 势 函 数 p = (z2 + у?)/2 — 22 为 例 , 速度 在 流动 内 


14 - 第 八 章 流体 力学 


部 的 点 z =y = z = 0 等 于 零 , 而 这 正好 是 速度 的 最 小 值 . 

林 公式 我 们 现在 引入 格林 公式 .格林 公式 是 奥 一 高 公式 的 简单 而 有 用 的 推论 . 
格林 公式 设 正则 曲面 $ 是 有 限 区 域 V 的 边界 , 在 区 域 V 中 给 定 3 个 连续 的 音信 
函数 Р, О, Р, 它们 的 一 阶 偏 导数 也 是 连续 的 . 奥 一 高 公式 可 以 写 为 以 下 形式 : 

Јр, г) + Qcos(n, и) + Reos(n, 2) 0 = ЦЕ + 29 + =) ат, (12.10) 

Ё Ў 
З соз(п, 2), соз(п, у), соз(п, 2) 是 区 域 V 的 表面 8 的 单位 外 法 向 矢量 n 的 
分 量 . 设 P, Q, R 分 别 等 于 

2480 ove пс 4де 
Ре, 9-95, ВУ, 
式 中 p(z, у, =) 和 vw(z, у, 2) 是 区 域 V 内 部 的 任意 的 单 值 函 数 , 并 且 其 一 阶 和 二 阶 


得 结果 与 原来 的 公式 相 减 , 就 得 到 
Годо – елет = | (098 9%) че. (12.12) 
у 5 


流体 的 动能 М р 是 不 可 压缩 理想 流体 的 速度 势 , 令 = р, 则 从 公式 (12.11) 可 得 


В 2а = 1 [90 
2=3 /eavrar=3 /eae (12.13) 
У 5 


显然 , 量 等 于 区 域 V 中 的 流体 的 动能 . 公式 (12.13) 表明 , 区 域 V 中 的 流体 的 动 
能 可 以 表示 为 区 域 表面 5 上 的 曲面 积分 . 按照 公式 (12.13) 的 含义 , 速度 势 p 的 单 
值 性 非常 重要 . 不 过 , 如 果 正 则 势 流 所 在 区 域 V 是 单 连通 的 , р 自动 就 是 单 值 函 数 . 
速度 势 p 的 单 值 性 仅 在 多 连通 区 域 的 情况 下 才 是 一 个 非常 重要 的 假设 . 
如 果 函 数 p 或 其 方向 导数 /Gm 在 有 限 区 域 V 的 边界 5 上 等 于 零 , 或 者 在 该 封 
闭 曲 面 的 一 部 分 成 立 p = 0, 而 在 其 余部 分 成 立 ap/an = 0, 则 从 (12.13) 可 知 Е = 0, 
所 以 在 这 些 情况 下 在 У 的 内 部 成 立 |gradp| = 0, 即 9p/8z = ap/ay = ap/8z= 0, 
从 而 wp = const, 即 流体 在 У 中 静止 . 
Ежи. 诺 全 设 某 个 区 域 9 是 给 定 的 , 其 边界 为 曲面 2， 根 据 所 求 函数 
И НИ 在 区 域 9 的 边界 2 上 的 给 定 值 求 该 区 域内 的 正常 调和 函数 
паити Фб, у, =) 的 问题 称 为 狄 利克 雷 问题 . 根据 所 求 函 数 在 区 域 
边界 区 上 的 法 向 导数 Әр/Әп 的 给 定 值 求 区 域 9 内 的 正则 
调和 函数 p(z, у, =) 的 问题 称 为 诺 依 曼 问 题 . 如 果 在 区 域 2 的 一 部 分 边界 上 给 定 函 
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数 9p 的 值 , 而 在 其 余 边界 上 给 定 法 向 导数 ap/Bn 的 值 , 则 根据 边界 > ЕЕ 
求 区 域 9 内 的 调和 函数 p(z, у, =) 的 问题 称 为 混合 边界 问题 . 

当 区 域 9 内 部 不 包含 无 穷 远 点 时 , 相应 问题 称 为 内 部 问题 , 否则 称 为 外 部 问题 . 
在 外 部 问题 中 必须 额外 给 出 无 穷 远 条 件 . 作为 这 样 的 条 件 , 可 以 要 求 速度 在 无 穷 远 处 
等 于 零 , 即 沿 任何 路 径 趋 于 无 穷 远 时 , 在 极限 下 都 有 


|grad $] = 0. (12.14) 
内 部 问题 的 解 的 唯一 ”现在 很 容易 证 明 , 如 果 假 设 速度 势 p 是 单 值 函 数 , 流体 具有 
性 有 限 的 动能 , 并 且 9 可 以 是 多 连通 区 域 , 则 不 可 压缩 流体 势 


流 的 上 述 内 部 问题 的 解 是 唯一 的 . 

其 实 , 设 两 个 单 值 调 和 函数 p， 和 фо 给 出 所 研究 的 问题 的 两 个 解 , 我 们 来 考虑 
调和 函数 yp = р, - ро. 显然 , НН р 得 到 的 问题 与 函数 p， 和 yp, 的 问题 是 
相同 的 , 只 是 函数 фр 在 边界 上 的 值 等 于 零 . 对 函数 p = yi 一 yz 应 用 公式 (12.13)， 
得 ф = сопві. 在 狄 利克 雷 问题 或 混合 边界 问题 中 ” = 0, 在 诺 依 曼 问 题 中 相应 常量 
可 能 不 等 于 零 , 但 是 流体 的 运动 是 唯一 确定 的 . 

关于 解 的 唯一 性 的 上 述 结论 的 重要 基础 是 公式 (12.13), 而 这 个 公式 成 立 的 前 提 
条 件 是 关于 积分 


Јева Рат (12.15) 
3 


存在 的 假设 . 有 一 类 解 在 边界 У 附近 有 非常 复杂 的 性 质 , 使 得 积分 (12.15) 不 存在 ， 
这 时 解 的 唯一 性 遭 到 破坏 . 
为 了 利用 公式 (12.13) 证 明 外 部 问题 的 解 的 唯一 性 , 除了 解 在 附近 的 性 质 所 
应 满足 的 条 件 , 还 必须 考虑 到 区 域 9 包含 无 穷 远 点 , 从 而 必须 证 明 , 对 速度 势 p 在 
无 穷 远 点 附近 的 性 质 提出 的 一 些 附加 条 件 能 够 保证 对 相应 区 域 2 的 积分 (12.15) 的 
收敛 性 , 这 些 附加 条 件 要 求 y 在 无 穷 远 点 附近 是 正则 的 和 有 限 的 . 为 了 解决 这 个 问 
题 , 我 们 将 在 下 面 更 详细 地 研究 空间 问题 中 的 正则 调和 函数 ф 在 无 穷 远 处 的 行为 . 
我 们 还 指出 , 对 于 多 连通 区 域 9, 诺 依 曼 问题 和 混合 边界 问题 不 仅 有 了 唯一 的 单 
值 解 , 而 且 可 能 还 有 多 值 解 , 这 时 势 函数 p 是 多 值 画 数 . 在 多 连通 区 域 中 , 由 多 值 函 
数 p 给 出 的 解 不 具有 唯一 性 . 为 了 挑选 出 唯一 的 多 值 解 , 这 时 需要 提出 一 些 附加 条 
ЧЕ, 这 些 条 件 把 多 值 函 数 的 周期 固定 下 来 , 即 把 不 能 在 多 连通 区 域 9 的 内 部 收缩 到 
一 点 的 封闭 曲线 上 的 环 量 固定 下 来 . 
利用 格林 第 二 公式 可 以 把 区 域 У 中 的 调和 函数 p(z,y,，z) 
Рн 通过 p 和 Bip/8n 在 该 区 域 边界 5 上 的 值 表示 出 来 
双 层 位 势 之 和 设 函 数 %(zo, уо, 20, т, у, =) 对 自 变量 о, yo, zo 和 z， 
у, 2 都 是 调和 函数 , ЧЕ т = то, y = и, z = zo 时 具有 奇异 
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性 , 并 且 在 该 点 附近 满足 渐 近 公式 
1 

уте иат h(zo, yo, 20, т, у, 2) = рь, (12.16) 
式 中 有 对 前 3 个 自 变 量 和 后 3 个 自 变量 都 是 区 域 V 中 的 正则 调和 函数 .下面 在 使 
用 公式 (12.12) 时 将 认为 zo, yo, zo 是 积分 变量 . 因为 函数 峭 在 点 т = 0 具有 奇异 性 ， 
所 以 我 们 首先 从 区 域 V 中 去 掉 以 点 r = 0 为 球 心 的 一 个 足够 小 的 球形 区 域 (图 68), 
其 半径 为 <, 其 表面 为 球面 5。, 然后 对 这 样 得 到 的 区 域 页 应 用 公式 (12.12). 

因为 p 和 少 按 照 条 件 是 区 域 Vi 中 的 正则 单 值 函数 , 所 以 从 公式 (12.12) 得 


ее [то 
5. 
令 球面 半径 < 一 0, 利用 渐 近 公式 (12.16) 计算 对 球面 Se 的 积分 , 我 们 有 


за ве Ган Је (1) аана) 
Se Se а 
所 以 
$ (т, у, Э- (09-991) (12.17) 


只 要 认为 曲面 5 与 У ША, 并 且 在 2 Еу=0, 这 个 公式 就 给 出 狄 利克 雷 内 部 问题 
的 解 . 如 果 调 和 函数 少 取决 于 区 上 的 条 件 9w/6mn = 0, 则 同样 的 公式 给 出 诺 依 曼 内 
部 问题 的 解 . 由 这 些 条 件 确定 的 两 个 不 同 的 函数 少 
称 为 狄 利克 雷 问题 或 诺 依 曼 问题 的 格林 函数 . 调和 
函数 (zo, yo, 20, т, У, 2) 在 9 的 内 部 有 奇异 性 ， 
正则 调和 函数 h 在 2 上 的 相应 边界 条 件 为 


h=- 二 或 天 = 南村. (12.18) 


利用 这 种 方法 , 我 们 把 函数 фр 的 一 般 形式 的 狄 利 
图 68， 计 算 势 函 数 时 的 积分 域 。” 克 雷 问 题 和 诺 依 曼 问 题 归结 为 函数 h 的 特殊 形式 
的 狄 利克 雷 问题 和 诺 依 曼 问题 , 前 者 具有 任意 的 边 
界 条 件 , 而 后 者 具有 边界 条 件 (12.18). 显然 , 利用 同样 的 方法 可 以 构造 出 混合 边界 问 
题 的 格林 函数 . 
& = 1/т, в = 0, 则 公式 (12.17) 的 形式 变 为 


1 [19 1/ д1 
Я | 5640 - а/е а (12.19) 
8 5 


这 里 可 以 认为 5 是 函数 р 的 正则 区 域内 部 的 任何 曲面 , 还 可 以 认为 5 与 区 域 2 的 
ШУ 重合 . 公式 (12.19) 把 势 函数 р 表示 为 单 层 位 势 与 双 层 位 势 之 和 . 
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在 无 穷 远 区 域 中 把 势 ” 现 在 可 以 证 明 , 满足 条 件 (12.14) 的 调和 函数 ф 在 把 区 域 9 
函数 展开 为 级 数 的 边界 у 包含 在 内 的 任何 足够 大 的 球面 之 外 都 能 够 展开 为 
级 数 , 其 形式 为 


М ciz+cg+cz Я у, 
В + РЗ 二 三 :十 "тні $ (12.20) 


А В = УР у? +2, С, cu с», cs 是 常量 , Ӯ, п 次 齐 次 调和 多 项 式 ， 
ap 
м - Га 


并 且 у 是 环绕 区 域 2 的 边界 了 仅 1 周 的 任何 封闭 曲面 . Т У, 可 以 与 曲面 Р 
重合 , 因为 只 要 函数 y 在 Zi 与 У 之 间 的 区 2 
域 是 正则 的 , 根据 (12.7) 就 有 | 


др [5 в 
[52а 911 =0. 
БЯ z 


第 二 个 积分 之 所 以 取 负 号 , 是 因为 у 的 法 线 
这 时 指向 9 的 内 部 . 显然 , 量 M 等 于 流体 通 
过 曲面 的 体积 流量 , 即 


M = че ар 


式 中 dV/dt 是 У 以 内 区 域 的 体积 变化 率 , Е “图 69， 用 于 证 明 展开 式 (12.20) 的 示意 图 
一 般 可 以 不 等 于 零 ， 如 果 由 流体 中 的 运动 
固体 表面 组 成 , 则 流量 M = 0. 如 果 我 们 研究 诸如 球面 在 不 可 压缩 流体 中 扩张 的 问 
题 , 流量 М 就 等 于 不 为 零 的 有 限 值 . 

现在 证 明 展开 式 (12.20) 的 正确 性 . 设 У, 是 球 心 位 于 坐标 系 原点 的 球面 , 其 半 
径 为 В, 并 且 曲 面 位 于 该 球面 以 内 ; 2 是 球 心 位 于 点 z, у, z 的 球面 , 其 半径 Ra 
足够 大 , 使 得 球面 х, 位 于 该 球面 内 部 (图 69). 

速度 势 p(z, у, 2) 是 球面 Pi Ы х, 之 间 的 区 域 中 的 调和 函数 , 所 以 根据 (12.19) 
可 以 写 出 


= 2 01 19\, 1 [( 182 
С? т ое) 去 /( в) 0220 
х ?, 


下 面 计算 球面 2 上 的 积分 在 半径 Ra 一 со 时 的 极限 值 . 
因为 


ф=С- 


др ёс 
эл = м, (12.22) 
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ии 1га 
А р _ 
йз / эВ; = 0. (12.23) 
因为 球面 zz 的 微 元 do = АЗ ао, 式 中 w 是 立体 角 , 所 以 式 (12.22) 给 出 


0 M 
яз | = а. 
а 


А" м 
а= – М. + ат, 
оар 
n 
于 是 
с 
«вт, | Фр С, (12.24) 


Уз 
式 中 С 是 对 Rs 积分 时 出 现 的 积分 常量 
现在 证 明 , 量 С 与 球面 хз 的 球 心 坐标 z, у, 2 无 关 . 其 实 , 取 半径 已 = В, 的 
球面 у, 其 球 心 坐标 为 + Az, y, г. 对 该 球面 有 


м 
Ju- = АТС, 
4 № 


于 是 可 以 写 出 


(Е + Дт, т, С) – (6, т, С), _ CC 
= dw = 4л д 
а 


式 中 &, n,《 是 球面 2 上 的 点 的 坐标 . 在 Az 一 0 时 取 极 限 , 得 


根据 条 件 (12.14), 偏 导数 ap/186 在 Rs 一 оо 时 趋 于 零 , 所 以 6C/az = 0. 类 似 地 可 
以 证 明 дС/ду = 9CVaz = 0. 因此 , С 是 与 坐标 z, у, z 无 关 的 常量 . 
根据 (12.23) 和 (12.24), 从 公式 (12.21) 得 到 


=. сбоя ПАО: 
а (ез = ое ао с. (12.25) 
Б 


Я 


д/д, ЖТ ҸӘ Ә/Әт, 就 可 以 把 该 公式 中 的 积分 域 (球面 у) 替换 为 把 区 域 
О 的 所 有 边界 包含 在 内 的 任何 其 他 封闭 曲面 

在 区 域 9 的 具有 有 限 坐标 =’, у’, z 的 任何 内 点 的 邻 域 中 , 函数 1/r 和 58(1/r)/Bn 
可 以 按 = 一 z', у-у, 2-2 展开 为 在 7 关 0 的 某 球形 区 域内 绝对 一 致 收敛 的 泰勒 
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级 数 . 由 此 可 知 , 只 要 速度 势 p(z, у, z) 在 点 z', у’, = 的 邻 域 中 是 正则 的 , 它 在 该 
邻 域 中 就 可 以 表示 为 z - z',y 一 多 , 2 — 27 的 收敛 的 震级 数 . 因此, 调和 函数 在 正则 
Аз, у, z 是 具有 任意 阶 导数 的 解析 函数 . 
从 图 69 容易 看 出 

1 1 

7-Е“ f(a— №), 
ЖН f(a) = 1/R. 函数 f(a – В) = 1/r 在 r 关 0 的 点 是 正则 的 . 如 果 在 距离 球面 У 
足够 远 的 点 т, у, 2 定义 势 函 数 y, 我 们 就 可 以 把 函数 f(a - В) 对 в: 展开 为 泰勒 
级 数 : 


а-в (5) в (5) (12.26) 
在 方向 a 上 的 导数 等 于 
д 29 +82. РЕ 
ба = бу +792, 


АН а, 8, у 是 连接 坐标 原点 与 球面 了 上 的 变动 点 &, п, 的 矢量 В 的 方向 余 
К. 对 于 一 阶 导数 


пе = ва (в) = в (учти). 
我 们 有 


ат+0у+72 _ па(т, у, 2 
уба) = ЗЕ +В ть я, 


式 中 m Ж г, у, 2 的 一 次 齐 次 多 项 式 . 利用 数学 归纳 法 容易 证 明 , 如 果 


Ja = "и 8) 


Кф л, 是 rz, у, 2 Мп 次 齐 次 多 项 式 , 并 且 其 系数 依赖 于 &, п, С, 则 


oa- аа 


式 中 т, ст, у, 2 的 n+1 次 齐 次 多 项 式 , 其 系数 也 依赖 于 €, 7,C. 
这 样 , 展开 式 (12.26) 可 以 写 为 


py _от+ъВу+тг р т.(2, у, 2) 
т ЕВ Rs апт 
其 中 每 一 项 都 是 调和 函数 , 分 别 代表 位 于 坐标 系 原点 О 的 点 源 、 偶 极 子 和 更 高 阶 的 

多 极 子 . 此 级 数 一 致 收敛 , 可 以 逐 项 进行 微分 和 积分 运算 . 
把 1/r 的 展开 式 (12.27) 代入 势 函 数 yp 的 公式 (12.25), 我 们 得 到 展开 式 (12.20). 
直接 从 推导 过 程 显然 可 以 看 出 , 展开 式 (12.20) 中 的 每 一 项 都 是 调和 函数 . 


чена 2) R21 4.-., (12.27) 
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展开 式 (12.20) 中 的 齐 次 多 项 式 名 ,是 调和 范 数 , 因为 直接 进行 微分 运算 即 可 得 
到 等 式 | 
(т, у, = А, (т, у, 
(авуз) ая, 
对 ИВ 进行 微分 运算 并 求 和 后 得 到 的 齐 次 调和 函数 ritz, у 2) Аан 以 及 
入 (z, и, 2) 82751 称 为 球 函 数 .因此 , 满足 条 件 (12.14) 的 任何 调和 函数 可 以 在 球 
面 х, 之 外 展开 为 球 函数 39,02, у, 2)/R2"+! 的 级 数 . 
“在 速度 势 的 展开 式 (12 20) 中 , 常量 С 对 速度 场 无 关 紧 要 ， 
ШЕРИН рту, ЗОЖ СО. 显然 , 如 果 流体 的 运动 
是 由 位 于 其 中 的 运动 物体 引起 的 (这 时 M = 0), 则 速度 势 
在 无 穷 远 处 至 少 像 пупа 那样 趋 于 零 ; 当 M О 时 , 诺 依 曼 外 部 问题 的 解 在 无 穷 远 
处 至 少 像 т ЕВРЕ. 
Е 设 以 5 为 边界 的 区 域 Y 中 充满 不 可 压缩 理想 流体, 则 其 动 
А ды (12.13) 我 们 来 研究 区 域 V 无 界 ,并 且 在 无 穷 远 
处 成 立 条 件 (12.14) 的 情况 . 这 时 , 速度 势 p ЕЖА О 
域内 满足 展开 式 (12.20). 在 流体 所 在 区 域内 取 足够 大 的 曲面 使 流体 中 的 运动 物 
体位 于 其 中 , 然后 让 ,无限 扩 大 . 令 曲面 5 1х, ВИНЕ ЧН, А 


ЕР [ „доа +0. [ „де 
Е= [вое о + te 
Е ы 


对 于 我 们 所 研究 的 流动 , 如 果 乘积 (04 /Әп) 在 物体 表面 2 是 可 积 函数 , 则 第 一 个 
积分 取 有 限 值 . 在 М = 0 或 C = 0 时 , 根据 展开 式 (12.20), 第 二 个 积分 在 Di 一 oo 
时 趋 于 零 , 因为 被 积 表达 式 这 时 至 少 像 1/ Rs 那样 减 小 . 因此 , 对 于 无 界 流体 的 动能 
Е, ПЖ 


=2 24 = Р. [де 
B= [аа ат = 5 ПЕ (12.28) 
У Е 


于 是 , 在 无 界 不 可 压缩 流体 的 正则 势 流 中 , 只 要 无 穷 远 处 的 速度 等 于 零 , 流体 的 动能 

就 是 有 限 的 . 

ре 只 要 动能 存在 并 且 有 限 , 在 (12.14) 和 yp。 =C=0 的 条 件 下 对 

О к РВА 

ен 值 解 的 唯一 性 的 上 述 证 明 自动 就 能 应 用 到 外 部 问题 的 情况 . 
我 们 指出 , 如 果 边界 面 2 延伸 到 无 穷 远 , 则 上 述 关于 调 

和 函数 在 无 穷 远 处 的 行为 的 讨论 是 不 对 的 , 这 时 需要 单独 的 与 此 类 似 的 专门 研究 . 例 


ОЖ Стоя м0, 则 在 (12.28) 的 右 侧 额外 还 有 一 项 pCM/2. 我 们 还 记得 , 如 果 曲 面 三 
所 包围 的 区 域 的 体积 不 变 , Д] м = 0. 因为 速度 势 p 只 能 确定 到 相差 一 个 可 加 的 函数 /(t), 所 以 总 
是 可 以 认为 C =0. 
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如 在 平面 问题 中 , Ао ЕАУ ИНЬ, 就 需要 这 样 的 专门 研究 , 只 不 过 在 这 
种 情况 下 ,要求 过 度 在 远离 区 域内 部 边界 的 无 穷 远 处 等 于 零 的 条 件 和 速度 势 的 单 人 
条 件 保证 了 上 述 基 本 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 . 
; З ау, z 附近 的 正则 调和 函数 etz, и 2) 在 平面 = 一 
大 和 西数 的 镇 对称。 上 经 过 点 ws, yz/ 的 任意 小 的 面 微 元 上 等 于 零 . 显然, 对 
= 和 的 所 有 偏 导数 在 点 z,y, z 都 等 于 零 .根据 前 面 证 明 
的 结果 , ШФ гг 6 уси гс МЕЙ о т, О ПИ 
级 数 后 可 得 ,p(6 ть ОЕ еп = С 0 附近 具有 以 下 形式 : 


9p= 2 多 (+ 人 > 2406 т (2), (12.29) 
2% = 
А 2, 和 .2 是 5 п, 的 n 次 多 项 式 . 在 泰勒 级 数 (12.29) 中 , 第 一 项 包括 的 
所 有 奇数 次 项 , 第 二 项 包括 的 所 有 偶数 次 项 . 
我 们 现在 证 明 , 从 调和 函数 的 性 质 可 知 , 在 我 们 的 情况 下 所 有 2, = 0. 采用 直 
接 微 分 的 方法 容易 验算 ,5, п, С 的 齐 次 多 项 式 被 拉 普 拉 斯 算 子 作用 后 还 是 齐 次 多 项 
式 , 并 且 其 次 数 下 降 2. 于 是 ， 


А2.) = Rn-2lé, п, (2), (12.30) 
А((2.21) = 079-2(€, т, 2) +22n(€, п, (2), (12.31) 


式 中 多- 和 9-2 是 6,n,6 的 n 一 2 次 齐 次 多 项 式 . 

因为 对 于 任何 整数 n, 齐 次 多 项 式 (12.30) 中 的 《 的 指数 都 是 奇数 , 而 (12.31) 中 
的 相应 指数 都 是 偶数 , 又 因为 6, т, 上 的 齐 次 多 项 式 在 次 数 不 同 时 是 线性 无 关 的 , 所 
以 (12.30) 和 (12.31) 的 右 侧根 据 调和 函数 о 的 性 质 应 当 恒 等 于 零 . 由 此 可 知 , 多 项 
式 29,6, т, 62) 对 于 所 有 有 限 的 上 , п, С 都 应 当 是 正则 调和 函数 . 然而 , 这 是 不 可 
能 的 , 因为 上 述 多 项 式 在 平面 5 = 0 上 的 一 些 点 不 满足 均值 定理 . 其 实 , 假设 


C2n(€; п, (2) = 02106, п, (2), 


式 中 .2,(6, п, 0) Е 6, п 取 某 些 非 零 值 时 不 等 于 零 , 并 且 整数 p > 1. 根据 均值 定理 ， 
等 式 


0= / 6222, (, п, (2) do (12.32) 
5 


应 当 精 确 成 立 , 式 中 5 是 球 心 位 于 平面 《=0 Е ”= 0 的 区 域 中 的 固定 点 &, т 
(Е 70, т #0) 的 任意 球面 . 当 球 面 5 的 半径 = 足够 小 时 , 我 们 有 


(2016, п, (2) = (2,206, т, 0)[L+O(e)]， (12.33) 
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图 70， 用 于 液 面 漂浮 物 的 碰撞 问题 


式 中 O(e) 是 与 = 一 同 趋 于 零 的 量 . 把 (12.33) 代入 (12.32) 后 可 知 , 在 < 足够 小 但 不 
等 于 零 时 , (12.32) 中 的 积分 不 等 于 零 . 由 此 可 见 , 对 于 任何 n 都 有 .2 = 0. 
要 想 证 明 对 于 任何 n 都 有 2, = 0, 另 一 种 方法 是 直接 从 (12.31) 出 发 , 令 其 右 
侧 等 于 零 并 进行 相应 分 析 . 
于 是 , 如 果 假 设 p 在 平面 ¢ = 0 上 某 个 任意 小 的 区 域 中 等 于 零 , 则 等 式 (12.29) 
的 形式 变 为 
ф= бы (6, т, 6), (12.34) 


式 中 w(5, п, 6?) 是 其 自 变 量 的 某 个 解析 函数 . 由 此 直接 得 到 速度 势 p(&, п, С) 的 以 
下 对 称 性 : 


om ©) = -pl п, -9, & yp(P)= -wp(P'), (12.35) 


式 中 已 和 Р' 是 相对 于 平面 6 = 0 对 称 的 点 , 它们 互 为 镜像 ( 见 图 70). 由 此 易 得 


др р р р op дә а 

(@), -- (8), . (Ф), -- (8). (8), (8). паз 

上 面 仅 在 级 数 (12.29) 的 收敛 区 域 中 证 明了 对 称 性 (12.35) 和 (12.36). 在 对 函数 
9 进行 解析 延 拓 之 后 , 这 种 对 称 性 在 调和 函数 р 的 全 部 定义 域 2 中 都 成 立 , 这 时 区 
域 2 相对 于 平面 5 = 0 对 称 . 

函数 р 在 平面 5 = 0 上 位 于 以 级 数 (12.29) 的 收敛 半 径 为 半径 的 球面 内 部 的 区 
域 中 等 于 零 , 但 这 并 不 表明 ф 在 平面 5 = 0 上 的 所 有 点 都 等 于 零 . 如 果 能 够 对 函数 
yp 进行 解析 延 拓 , 则 在 Е, п 足够 大 时 , 在 平面 5 = 0 上 可 能 出 现 p 承 0 的 区 域 ; 如 果 
从 不 同 侧面 接近 平面 ¢ = 0 的 这 部 分 区 域 , 则 р 的 值 能 够 具有 不 同 的 符号 . 区 域 2 
可 以 具有 很 多 叶 , 在 平面 5 = 0 上 可 以 有 奇 点 
Е 设 不 可 压缩 流体 (液体 ) 充满 下 半空 间 , 一 个 固体 漂浮 在 水 平 液 
漂浮 物 的 础 撞 问 题 而 上 (图 70). 为 简单 起 见 ,我 们 认为 液体 和 固体 最 初 处 于 静止 
状态 , 然后 在 外 部 压强 冲 量 的 突然 作用 下 开始 运动 . 在 碰撞 发 生 之 后 , 液体 的 运动 是 


§12. 不 可 压缩 流体 的 势 流 . 调和 函数 的 性 质 123. 


有 势 的 , 速度 势 在 碰撞 后 瞬间 等 于 ( 见 (11.10)) 
-于 
(т, у, 2) = р’ 

式 中 
= в [ра 

а 


是 在 碰撞 时 作用 于 液体 的 压强 冲 量 

用 于 计算 碰撞 后 瞬间 的 调和 函数 p(z, у, г) 的 条 件 是 : 在 液体 自由 面 (平面 zOy 
在 物体 以 外 的 部 分 ) 上 

ф=0; (12.37) 
在 物体 表面 在 液体 中 的 部 分 У: Е, 压强 冲 量 р, 不 等 于 零 , 但 事先 一 般 是 未 知 的 . 然 
而 , 如 果 物 体 受 碰撞 之 后 的 运动 是 已 知 的 , 则 在 液体 与 固体 保持 接触 (液体 不 脱离 固 
体 ) 的 情况 下 , 曲面 о, 上 的 条 件 是 
де = 也， (12.38) 
式 中 V 是 物体 速度 在 其 表面 法 线 方向 的 已 知 分 量 . 我 们 还 认为 流体 在 无 穷 远 处 静 
止 ,于 是 
(grad yp)o = 0. 

因此 , 计算 速度 势 P(z，y，z) 的 问题 归结 为 求解 混合 边界 问题 . 

根据 条 件 (12.37), 利用 关系 式 (12.35) 可 以 把 速度 势 p 解析 延 拓 至 上 半空 间 ， 
结果 得 到 定义 于 对 称 曲面 У + 52 之 外 全 部 空间 的 速度 势 py(z，y，z), 并 且 由 等 式 
(12.36) 和 曲面 Zi + Хз 的 对 称 性 可 知 , 在 对 称 点 已 和 P' 成 立 关 系 式 


(>), 2% (2). (12.39) 


其 实 , В а, В, у 是 物体 表面 在 点 P' 的 法 线 的 方向 余弦 , 则 点 Р 的 相应 方向 余弦 为 
а, В, 一 7 ( 见 图 70), 所 以 从 等 式 (12.36) 可 得 (12.39). 

由 (12.38) 和 (12.39) 可 知 , 对 于 液体 水 平 表 面 上 的 漂浮 物 受 碰 撞 所 引起 的 液体 
运动 , 液体 扰动 速度 势 的 混合 边界 问题 等 价 于 对 封闭 曲面 Z; + Хо 以 外 的 对 称 区 域 
提出 的 诺 依 曼 问 题 , 相应 的 对 称 边界 条 件 是 (12.38) 和 (12.39). 

根据 诺 依 曼 问 题 和 混合 边界 问题 的 解 的 唯一 性 不 难看 出 , 这 样 提出 的 对 称 的 诺 
依 曼 问题 完全 等 价 于 相应 混合 边界 问题 . 由 此 可 知 , 要 求 在 对 称 封闭 曲面 2; + У 上 
满足 对 称 边界 条 件 (12.39) 的 上 述 诺 依 曼 问题 的 解 ) 具有 对 称 性 (12.34), (12.35) 和 
(12.36). 


8: Седов Л.И. Об ударе твердого тела, плавающего на поверхности несжимаемой 
жидкости. Труды ЦАГИ, №. 187. 1933. 
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速度 势 在 对 称 点 取 值 ” 如 果 把 等 式 (12.34) 蔡 换 为 
Вах p= w(é, т, 6”), 


则 速度 势 p(€, п, ©) 将 满足 以 下 对 称 性 : 
P(E, п, 6) =, т -9, 


ap\ _ (де рү _ (де ap __ (sp 
(#),- (8). (58), - (8). (8), -- (8). во 
从 等 式 (12.40) 可 知 , 在 液体 内 部 的 平面 = 0 上 成 立 
а =0, #(6, п, 0) #0. 
这 时 , 对 称 曲面 2: + 2 以 外 区 域 的 诺 依 曼 问题 在 Pi + Уо 上 具有 对 称 条 件 


(<=, (=). 


并 且 


该 问题 显然 等 价 于 以 下 诺 依 曼 问题 : 
. 90 и, 在 物体 b -obae_ae- 
ЖЕ =, 在 物体 以 外 的 平面 5 =0 上 ап = дс = 9 


相应 问题 可 以 描述 如 下 : 设 液体 表面 不 是 自由 面 , 而 是 液体 无 法 穿 过 的 静止 水 平 避 
面 ,一 个 紧 挨 壁面 的 固体 位 于 液体 中 , 求 固体 受到 碰撞 后 的 液体 运动 . 

设 区 域 9 是 平面 :二 0 以 上 或 以 下 的 半空 间 . 我 们 将 根据 上 述 
半空 间 的 格林 函数 镜面 对 称 性 来 构造 区 域 9 的 狄 利克 雷 问 题 和 诺 依 最 问题 的 格 
林 函 数 、 容 易 看 出 ， 在 区 域 > 0 的 狱 利克 备 问题 中 , 格林 函数 办 对 于 点 а,  * 和 
зи (620, 2% > 0) 可 以 表示 为 以 下 公式 : 

1 1 
hE УЕ ие 

1 1 


Tap Тм’ 
因为 函数 р, 满足 条 件 (12.16), 并 且 在 边界 (平面 2 = 0) Еф, = 0. 从 条 件 (12.16) 
显然 可 知 , 下 半空 间 z < 0 的 相应 格林 函数 是 и = Ч. 

显然 , 半空 间 > > 0 和 2 < 0 的 诺 依 曼 问题 具有 同样 的 格林 函数 如 , 其 公式 为 
1 1 


因为 在 z = 0 时 成 立 边界 条 件 
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半空 间 > > 0 中 的 奇 设 不 可 压缩 流体 充满 以 平面 > = 0 为 边界 的 上 半空 间 , 其 中 


点 系 的 速度 势 给 定 由 点 源 、 侦 极 子 和 多 极 子 组 成 的 奇 点 系 , 我 们 来 研究 相 
应 流动 速度 势 的 计算 问题 . 为 了 满足 绕 流 条 件 
在 z=0 时 -0. (12.41) 


只 要 在 下 半空 间 引入 与 上 半空 间 中 的 给 定 奇 点 相对 应 的 虚像 流动 即 可 , 换言之 , 应 当 
在 下 半空 间 的 相应 镜面 对 称 点 放置 同样 的 奇 点 系 . 显然 , 个 加 后 的 流动 满足 边界 条 
件 (12.41) 

例如 , 如 果 待 求 流动 是 由 位 于 点 Pi 的 点 源 和 位 于 点 Qi 的 偶 极 子 引起 的 , 则 不 
可 压缩 流体 在 坐标 为 z, у, z 的 点 М 的 相应 速度 势 可 以 表示 为 以 下 公式 : 


1 1 ә 1 
му Я +" (2-1 Tua, 99 ==), 
式 中 дь 和 т; 是 给 定 的 常量 , 忆 和 Р,, 9, 和 07, дз, 和 ds’ 分 别 是 相对 于 平面 
> = 0 的 镜面 对 称 点 和 镜面 对 称 方向 . 
相对 于 球面 的 反 演变 设 5 是 给 定 的 球面 , 其 球 心 位 于 坐标 系 原点 , 半径 为 R. № 
换 


虑 坐标 变换 

= 2, п= м, с 28, 式 中 12 = 22 уча. 
不 难看 出 , 球面 以 内 坐标 为 z, у, z 的 点 已 和 相应 半径 г 对 应 球面 以 外 坐标 为 &, т 
5 的 点 已 和 相应 半径 ” = R23/r, 并 且 连 接点 P 和 点 P' 的 直线 通过 球 心 .容易 验 
算 , 道 变换 公式 是 类 似 的 : 


== ЁЁ, у, „Е. р п -@чеча. 
点 PP 和 Р 称 为 相对 于 球面 5 的 镜像 对 称 点 . 在 球面 S 上 有 已 = Р, 因为 这 
ЊЕ = 2, п = у, С=2. 
我 们 来 研究 相对 于 球面 5 对 称 的 点 P(z, у, 2) 和 P'(&, п, ©) 
球面 多利 训 需 问题 中 sg 而 以内 蘑 一 点 M(zo,wo，z0) 的 距离 rp 和 po 
пры = (6—0) (0 0) а- = т 
м = (Е зо? + (0) 06 = 2 то 
2. Ёй Ж 
т + р 2707 
ЗА г, r' 和 ro 分 别 是 点 Р, Р' 和 М 相对 于 球 心 的 径 矢 . 显然 , 若 点 М 位 于 球面 
S 上 (то = В), 则 


т = ттм (12.42) 
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相对 于 变量 т, у, z 和 о, yo, zo 对 称 的 函数 
1 п. Ча. Е 
= TPM "тым TpM УТ 8 — 28 т то (12.48) 
是 5 以 内 的 调和 函数 , 它 在 点 Р 附近 具有 1/rpw 类 型 的 奇 点 , 但 在 5 以 内 不 再 具 
有 其 他 奇异 性 . 此 外 , 根据 (12.42), 此 函数 在 球面 5 上 等 于 零 . 因此 , 由 公式 (12.43) 
定义 的 函数 у, 是 球面 狄 利克 雷 内 部 问题 中 的 格林 函数 
容易 看 出 , 公式 


1 и". 


тәм ЕЁтрм 


А (12.44) 
给 出 球面 狄 利克 雷 外 部 问题 中 的 格林 函数 . 于 是 , 利用 公式 (12.17) 可 以 得 到 球面 的 
狄 利克 雷 内 部 问题 和 外 部 问题 的 所 有 的 解 , 其 中 的 格林 函数 0, ЯП ру 由 公式 (12.43) 
和 (12.44) 定义 . 


§ 13， 圆 球 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 中 的 运动 问题 


我 们 来 研究 球形 刚体 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 中 的 运动 问题 , 不 考虑 外 质量 力 
对 流体 的 作用 . 设 半径 为 a 的 圆 球 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 V(t) 相对 于 
某 静止 参考 系 ri, у, 2 以 平 动 方式 运动 . 圆 球 的 运动 引起 流体 也 发 生 运动 , 我 们 将 
把 流体 相对 于 该 参考 系 的 运动 称 为 “绝对 运动 ”. 

为 了 研究 流体 的 “绝对 运动 ”, 我 们 将 使 用 与 圆 球 固 连 在 一 起 的 运动 坐标 系 z， 


р 其 原点 位 于 球 心 

如果 流 体 从 静止 关 态 开始 运动 ,并 且 运动 是 连续 的 , 流体 的 
四 球 运动 问题 的 提 法 上述 受 扰 运 动 就 是 有 势 的 . 根据 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程， 
ЖЕНЕ р 应当 在 球面 外 部 处 处 满足 拉 普 拉 斯 方程 


Ap=0， 
此 外 还 应 当 满 足以 下 附加 条 件 : 流体 在 无 穷 远 处 静止 , 即 
(gradp)< = 0; 


在 球面 2 Е, 流体 既 不 能 流入 球面 (无 渗透 条 件 ), 也 不 能 离开 球面 (保持 接触 条 件 )， 
即 流体 速度 的 法 向 分 量 w 应 当 等 于 球面 速度 的 法 向 分 量 У. 
如 果 圆 球 以 速度 У 沿 z 轴 平 动 (这 样 选取 z 轴 ), 则 绕 流 条 件 可 以 写 为 : 


(2) - V cos(r, 2) = И соз, (13.1) 
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式 中 9 表示 г 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 我 们 指出 , 从 绕 流 条 件 来 看 , 圆 球 以 速度 V(t) 沿 
г 轴 运 动 的 情况 是 圆 球 在 理想 流体 中 运动 的 最 一 般 的 情况 , 因为 圆 球 是 完全 对 称 的 . 
因此 , 需要 解决 的 是 最 简单 的 一 种 诺 依 曼 问题 . 
绝对 运动 的 速度 势 所 提问 题 具 有 唯一 解 , 并 


且 很 容易 利用 拉 普 拉 斯 
方程 的 上 述 特 解构 造 出 这 个 解 . 点 源 类 型 的 解 ZN 
一 1/r 显然 不 适用 , 因为 它 不 满足 无 渗透 条 件 . 


我 们 可 以 尝试 使 用 位 于 坐标 系 原点 О 的 偶 极 2) х 
子 流动， т 2. Ф 7 
1 т 
е Арт =-Аз=-А 2 
式 中 4 是 某 个 常量 ， 这 样 的 函数 不 但 在 球面 Е 
以 外 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 而 且 满 足 无 穷 远 边界 т. НЕН оа УИ 
条 件 , 即 函 数 本 身 及 导数 在 无 穷 远 处 都 趋 于 零 ， 


我 们 来 看 , 是 否 能 够 适当 选取 常量 4, 使 边界 条 件 (13.1) 也 得 到 满足 . 在 球面 上 


显然 有 
CA 


把 这 个 值 代入 (13.1), 得 


с0з@ 


24550 = У созӣ, 
所 以 只 要 取 
д У 
. Б. 2’ 
就 能 满足 条 件 (13.1). 
因此 , 函数 з 
ера баа 


给 出 上 述 关 于 圆 球 在 流体 中 运动 的 问题 的 解 , 相应 流 线 见 图 71. 如 果 圆 球 的 平 动 速 
度 方向 相对 于 坐标 轴 是 任意 的 , 则 流体 的 扰动 速度 势 满足 公式 


з 
p= (Иа + Vy + Из), (13.3) 


式 中 и, Vz, V3 表示 圆 球速 度 У 在 坐标 轴 上 的 分 量 . 如 果 圆 球 的 平 动 速度 与 时 间 有 
2, 则 这 种 时 间 相关 性 在 速度 势 中 仅 通 过 函数 Vi(t), 0200), V3(t) 表现 出 来 . 

如 果 圆 球 绕 通过 球 心 的 某 个 轴 转 动 , 则 球面 速度 的 法 向 分 量 显然 等 于 零 , 所 以 
理想 流体 不 受 这 种 转动 的 影响 . 

在 一 般 情况 下 , 对 于 圆 球 的 任意 刚体 运动 , 速度 势 仍 由 公式 (13.3) 给 出 , 其 中 Vi， 
№, Va 是 球 心 速度 在 运动 坐标 轴 上 的 分 量 . 
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为 了 计算 球面 上 的 压强 分 布 , 应 当 使 用 柯 西 一 拉 格 盟 日 积分 在 沿 z НО 

中 , 如果 函数 p(z, у. = 0) 是 在 运动 坐标 系 中 计算 的 , 则 根据 (11.7) 有 

р = рь 02 +одбу — аа, (13.4) 
(11.7) 中 的 函数 f(t) 这 时 已 经 根据 无 穷 远 条 件 = 0, | атай] = 0 Жр = р» 确定 
下 来 .只 要 知道 球面 上 的 压强 分 布 ,就 可 以 计算 流体 对 球面 的 作用 力 . 

现在 研究 不 可 压缩 理想 流体 绕 静 止 加 球 流动 的 问题 . 设 流体 
加 球 绕 流 问题 的 提 法 在 无 穷 远 处 的 速度 等 于 У, 其 方向 平行 于 z 轴 流体 的 运 
动 这 时 可 以 称 为 “相对 运动 "， 因 为 与 圆 球 一 起 运动 的 观察 者 所 看 到 的 正 是 这 样 的 流 
动 图 案 . 速度 势 (用 wx。 表示 ) 应 当 在 球面 以 
外 处 处 满 中 拉 普 拉 斯 方程 


Ари =0, 
而 边界 条 件 是 : 在 无 穷 远 处 
(grad pra)w = -У, 
在 球面 了 上 


相对 运动 的 速度 势 ” 为 了 得 到 这 个 问题 的 解 , 我 们 将 应 用 关于 圆 球 在 静止 流体 中 运 

动 的 前 一 个 问题 的 解 ， 容 易 看 出 , 如 果 在 前 一 个 问题 中 让 流体 
和 圆 球 的 速度 都 个 加 上 速度 —У, 其 中 У 是 圆 球 的 运动 速度 , 我 们 就 得 到 圆 球 绕 流 
问题 的 解 . 这 时 , 圆 球 成 为 静止 的 , 而 在 流体 原先 的 运动 上 又 从 加 了 平行 于 x 轴 的 平 
动 , 平 动 速度 势 为 p = -Vz. 所 得 流动 的 速度 势 


图 72， 理 想 流体 绕 圆 球 流动 时 的 流 线 


Маз г аз 
а= 0-06-02 = -Veos0 (а) (13.5) 


是 调和 函数 , 它 既 满足 无 穷 远 条 件 
Erady9rel 一 ui- -У, 


也 满足 球面 上 的 边界 条 件 


де) _ %\ _ 
人 


因此 , 公式 (13.5) 给 出 所 提问 题 的 解 . 图 72 画 出 这 种 流动 的 流 线 , 球面 这 时 是 流 面 . 

显然 , 在 非 定常 运动 中 , 无 论 是 绝对 运动 还 是 相对 运动 , 任何 一 个 固定 时 刻 & 的 
流 线 都 与 速度 V = V(t1) 所 对 应 的 定常 运动 中 的 流 线 相同 . 流 线 图 案 与 球 心 速度 矢 
量 有 关 , 坐标 系 在 一 般 情况 下 可 以 绕 该 速度 矢量 旋转 任意 角度 . 
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相对 速度 在 球面 上 的 ”我 们 来 计算 相对 速度 在 球面 上 的 分 布 : 


分 布 A _ {1 Opra 43232: 
"== ( дз ) =- (= 98 ) = 27 26. 


因此 , 在 9=0 的 点 А 10 = т 的 点 D ( 见 图 72), Ж о = 0, 这 些 点 是 临界 点 . 速 
度 在 4 = п/2 和 8 = 3r/2 时 达到 最 大 值 , НАТАТ У 的 大 圆 上 , 例如 点 В 
和 С. 最 大 速度 等 于 3V/2, 即 来 流速 度 的 1.5 售 . 

за ”只 要 知道 球面 上 的 速度 分 布 , 就 可 以 计算 球面 上 的 压强 分 布 . 
圆 球 的 达 归 只 尔 伴 雇 ”如 果 速 度 у 与 时 间 无 关 , 则 流动 是 定常 的 , 从 而 可 以 使 用 伯 
努 利 积分 : 


Веры Ри) ера + (1 am (13.6) 
现在 考虑 如 何 计算 流体 对 位 于 其 中 的 运动 球体 的 作用 力 . 如 果 圆 球 的 速度 У 保持 
不 变 , 则 球面 上 的 压强 分 布 在 绝对 运动 和 相对 运动 中 是 相同 的 ( 见 (13.4)), 可 以 用 公 
式 (13.6) 进行 计算 . 由 公式 (13.6) 可 知 , 压强 在 诸如 Е, Е’, Е, F" 的 对 称 点 是 相同 
的 , 所 以 流体 对 被 绕 流 球体 的 合作 用 力 显然 精确 地 等 于 零 . 球体 既 没 有 阻力 , 也 没有 
升力 . 这 个 结论 就 是 达 朗 贝尔 伴 雇 . 

前 面 已 经 证 明 ( 见 $8), 达 朗 贝尔 伴 廖 不 仅 对 圆 球 成 立 , 对 任意 形状 的 任何 有 限 
体积 的 物体 都 成 立 , 只 要 该 物体 在 理想 流体 中 常 速 运动 , 在 物体 表面 不 发 生 流动 分 
离 , 并 且 流 体 在 无 穷 远 处 的 速度 等 于 零 . 其 实 , 由 于 球体 的 无 分 离 绕 流 无 法 实现 ,所 
以 该 伴 廖 并 无 神秘 之 处 . 在 实际 流动 中 , 不 断 有 涡 旋 从 球面 脱落 下 来 , 流动 图 案 发 生 
变形 , 压强 分 布 在 前 后 半球 表面 的 对 称 性 遭 到 破坏 . 

_ 现在 考虑 球 心 沿 z 轴 变 速 运动 的 情况 . 这 时 , 相对 流动 是 非 
ИНЕТА ЕНА 定常 的 ,可 以 用 柯 西 一 拉 格 妆 日 积分 (13.4) 计算 压强 分 布 ,用 
公式 (13.2) 计算 速度 势 .不 难看 出 ， 

在 计算 合力 时 只 要 使 用 公式 (13.4) 中 含有 


db 
Bp _ асов ау KIN 
2 & х 00 


的 那 一 项 即 可 , 因为 用 其 他 项 计算 出 的 那 一 部 分 压强 在 对 
称 点 Е, Б, Р, Е" 是 相同 的 (这 部 分 压强 等 于 以 所 考虑 的 ”图 7。 用 于 计算 国际 加 玉 
瞬时 速度 值 作 定常 流动 时 的 计算 结果 ). 运动 时 的 阻力 

把 球面 划分 为 诸多 带 状 微 元 (图 73), 每 个 带 状 微 元 的 
面积 为 do = 2ra2 sin bdb, 然后 对 整个 球面 进行 积分 , 我 们 得 到 流体 对 圆 球 的 作用 力 
的 以 下 表达 式 : 


pn 


= 


ау 7 2 ау 

РЕ = 一 pa3r 二 一 2 95 = — Стазрс 

X= Јова рата [сок 9зт0 ас a" Par 
Ы о 
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设 质量 为 m 的 圆 球 受到 某 个 外 力 Е, (不 包括 流体 对 它 的 作用 力 ) 的 作用 , 则 运 
动 方程 在 x 轴 上 的 投影 为 


ау _ РК 
тар = Е. - тора 


д 
令 
p= 人 ap 
我 们 把 这 个 方程 改写 为 
ау 
(т+иар= Е. 

圆 球 的 附加 质量 ”由 此 可 知 , 圆 球 在 某 外 力 F 的 作用 下 在 流体 中 的 运动 相当 于 该 

物体 的 质量 增加 / 后 在 该 外 力 的 作用 下 在 真空 中 的 运动 . 量 р 称 
为 圆 球 的 附加 质量 , 它 等 于 圆 球 所 排 开 的 流体 质量 的 一 半 . 外 部 介质 (流体 ) 只 引起 
贺 球 的 惯性 增加 . 


$14. 刚体 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 的 相关 运动 学 问题 


设 一 个 具有 有 限 体积 和 任意 形状 的 刚体 在 不 可 压缩 理想 流体 的 无 界 区域 2 中 
运动 . 假设 流体 在 这 个 刚体 的 给 定 运动 的 作用 下 从 静止 状态 开始 运动 , 并 且 运动 是 连 
续 的 , 我 们 来 研究 如 何 提出 相应 问题 , 以 便 计算 流体 的 这 种 运动 . 无 穷 远 处 的 流体 相 
对 于 静止 坐标 系 处 于 静止 状态 .为 了 描述 流体 相对 于 静止 坐标 系 的 绝对 运动 , 我 们 
选取 刚体 的 一 个 随 体 坐 标 系 一 一 运动 的 笛 卡 儿 坐 标 系 z, у, 2, 并 用 i, j,k 表示 相应 
坐标 轴 的 单位 矢量 . 
刚体 中 的 速度 分 布 ане 在 刚体 的 任意 运动 中 , 刚体 任何 一 点 的 速度 U 满足 


U=Uo+Nxr, 


式 中 Uo 是 刚体 某 点 О 的 速度 , п 是 刚体 的 瞬时 旋转 角速度 , > 是 从 点 О 到 所 研究 
的 点 的 径 矢 . 引入 速度 Uo 和 角速度 9 在 运动 坐标 系 的 坐标 轴 上 的 投影 : 


Vo=Ui+D27+U3ak， 
mm=U4+U5+I6KE = 94 + 927 + ЗК. 
只 要 知道 6 个 函数 Dr(b), 就 知道 刚体 中 的 速度 场 . 
ee 如 果 不 可 压缩 理想 流体 的 连续 运动 是 由 刚体 的 运动 引起 的 ， 
流体 运动 问题 的 提 法 “并且 流体 最 初 处 于 静止 状态 , 而 外 质量 力 有 势 或 者 可 以 忽略 
不 计 , 则 流体 的 运动 有 势 , v = grad p, 并 且 束 度 势 p 是 坐标 的 单 值 函 数 3) 


У 刚体 表面 以 外 的 区 域 , 即 流体 受到 扰动 后 进行 连续 流动 的 区 域 , 可 能 是 多 连通 的 . 因为 任何 封 
闭 曲 线 上 的 速度 环 量 都 等 于 零 , 所 以 利用 汤姆 孙 定 理 和 流动 的 连续 性 即 可 证 明 速度 势 的 单 值 性 
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为 了 计算 流体 的 运动 , 只 要 计算 速度 势 P(z，y，z, t) 即 可 . 速度 势 应 当 在 刚体 
以 外 的 区 域 2 中 处 处 满足 拉 普 拉 斯 方程 


相应 边界 条 件 是 : 在 无 穷 远 处 
(gradp)- = 0, 


因为 刚体 的 运动 应 当 不 影响 无 穷 远 处 的 流体 ; 在 刚体 表面 应 当成 立 无 渗透 和 保持 接 
触 条 件 
24 


Bm = оњ (0 хп): п е оп (нх), (14.1) 


式 中 n 是 刚体 表面 2 的 法 线 矢 量 , 它 相 对 于 流体 所 占 区 域 是 外 法 线 矢量 . 因此 , 待 
求 速度 势 应 当 是 诺 依 曙 外 部 问题 的 解 . 

把 流体 运动 问题 转化 我 们 在 $12 中 已 经 证 明 ， 如 果 流体 速度 有 限 , 则 流体 的 上 述 
为 只 与 刚体 的 几何 性 ” 受 扰 运 动 具有 有 限 的 动能 , 并 且 这 样 提出 的 诺 依 曼 问题 具有 
质 有 关 的 6 个 诺 依 曼 唯一 解 . 


问题 因为 上 述 诺 依 最 外 部 问题 是 线性 的 , 所 以 在 求解 速度 势 
9 时 可 以 把 它 表示 为 和 的 形式 : 
p= Оч, = Uo ®1 + 0. Ф, (14.2) 
式 中 
Ф = Pitt 27 + зк, Ф = ці + psi + фс, (14.3) 


并 且 фу, pa，…，%e 与 运动 坐标 系 (刚体 的 随 体 坐 标 系 ) 的 坐标 z, y, z 有 关 . 
为 了 计算 每 一 个 单 值 势 函数 w,, 我 们 有 诺 依 曼 外 部 问题 : 在 2 以 外 处 处 成 立 


Ар; = 0， 
在 无 穷 远 点 
(grad pi)% = 0, 
在 刚体 表面 2 上 ( 见 条 件 (14.1)) 
3 =nm, і=1, 2, 3, 
би (ех), ј=1, 2, 3. 

利用 (14.3), 还 可 以 把 表面 2 上 的 条 件 写 为 以 下 形式 : 

9$: Я 


аъ "хт (14.4) 
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这 样 一 来, 我 们 得 到 分 别 对 6 个 势 函 数 р, 提出 的 6 个 诺 依 曼 外 部 问题 , 用 来 代替 对 
1 个 速度 势 p 提出 的 1 个 诺 依 曼 外 部 问题 , 并 且 后 者 的 提 法 (刚体 表面 条 件 ) 包含 时 

根据 诺 依 曼 问题 的 解 的 线性 性 质 和 唯一 性 直接 可 知 , 对 于 任意 的 U?, U?,.…， 
о, 求解 对 速度 势 p 提出 的 1 个 问题 等 价 于 求解 上 述 6 个 问题 . 绝妙 的 是 , 势 函数 
pi фа. 175, фо 在 刚体 固 连 坐标 系 中 对 坐标 z, у, z 的 函数 关系 只 依赖 于 刚体 表面 的 
几何 性 质 , 与 刚体 的 运动 无 关 . 因此 , 对 于 给 定形 状 的 刚体 , 势 函 数 yp， ps, … ，9e 
一 旦 被 计算 出 来 , 其 结果 就 一 直 成 立 . 

如 果 U1 = 1, UV' =0, i= 2, 3, 4, 5, 6, 则 速度 势 p = т, 这 时 w 是 刚体 以 单 
位 速度 在 2 轴 方 向 上 平 动 时 的 流体 扰动 速度 势 . 
类 似 地 , ро 和 ys 是 刚体 以 单位 速度 分 别 在 у 
轴 和 = 轴 方 向 上 平 动 时 的 流体 扰动 速度 势 ,而 
фаз ps 和 we 是 刚体 以 单位 角速度 分 别 绕 > 轴 ， 
у 轴 和 г 轴 转 动 时 的 流体 扰动 速度 势 . 

公式 (14.2) 给 出 速度 势 p 对 时 间 的 依赖 关 
Ж. 在 运动 坐标 系 中 , 流体 的 速度 势 对 时 间 t 的 
依赖 关系 仅仅 通过 刚体 的 速度 矢量 Uo。 和 瞬时 
角速度 矢量 9 的 分 量 表现 出 来 . 
平面 对 称 人 刚体 的 势 ”在 刚体 相对 于 平面 zy 对 称 时 不 难看 出 , 对 于 刚体 表面 上 相 


图 74， 表 面 相对 于 平面 zy 对 称 


数 wi 的 性 质 对 于 平面 zy 对 称 的 点 已 和 Р", 成 立 以 下 关系 式 (图 74): 
opi) _ (Әә 25 
ОХОЧЕ 


К Э (14.5) 
р, 2; р, Ы 
人 

由 此 可 知 , 在 位 于 流体 内 部 的 平面 zy 上 成 立 等 式 


др, _ дез _ ae _ = м 
== ә =0, фз = = 45 =0. 


在 相对 于 平面 zy 对 称 的 点 Q 和 Q' (ЖЖ $12), 我 们 有 


Pi(Q) = pi(Q), 1=12, 6, 


(14.6) 
Pk(Q) = -9к(@'), Е=3, 4, 5. 


旋转 体 的 势 函数 P， 对 于 绕 > 轴 的 旋转 体 (图 75)， 势 函数 yp， 显然 与 角 9 无 关 
的 性 质 (9 是 平面 yz 上 的 极 角 ), 这 时 只 有 3 个 互 不 相同 的 势 函 数 yp， 
оо. ps 是 重要 的 ， 其实, 因为 绕 г 轴 的 转动 无 关 紧要 , 所 以 
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1 = 1 
i 


图 75， 坐 标 轴 在 旋转 体 中 的 方位 


фа = 0; 根据 对 称 性 , 势 函 数 ps 和 ye 可 以 通过 p。 和 ys 表示 出 来 , 相应 公式 为 


фз(т, у, 2) = фо(т, 2, —5), 
Феба, у, 2) = (т, 2, 0). 
这 些 公式 在 圆柱 坐标 系 中 具有 以 下 形式 : 
фз(т, т, 0) = + (2, т, 6- 5). 
обо, п 0) = ys(z, 0-5), 
ЗА г 是 平面 yz 上 的 极 半径 . 


现在 确定 势 函数 р, 和 ys 对 极 角 9 的 依赖 关系 . 势 函数 p。 和 ps 对 应 刚体 以 
单位 速度 分 别 在 y 轴 和 2 轴 方 向 上 的 平 动 . 如 果 刚体 以 单位 速度 在 垂直 于 x 轴 并 且 


与 y 轴 之 间 的 夹 角 为 9 的 方向 上 进行 平 动 , 则 有 
Ylz, т, 0) = palz, 7, 0-9) = создо (т, г, 0)+ sind ps(z, г, 6), 
所 以 
pa(z, т, 0-8) = сов д фот, т, 0) +singypa(z， nm 9 一 5). 
$ 0 = 0, 把 角 9 替换 为 -0, 再 注意 到 
Фа (=, ", -5)=% 


得 
wa(z, т, 0) = pa(z, г, 0) сов, 


Чз(т, т, 6) = ф(х, т, 0)sing. 
用 类 似 方法 容易 得 到 公式 
ева, т, 0) = ps(z, т =) sing, 
Pelz, г, 0) = -ps(z, т, 5) сов 0. 
因此 , 旋转 体 任意 运动 的 速度 势 p 可 以 表示 为 


(14.7) 


p= (=, т) (в, г, OU? cos0 + U3sing) + (с, т, 9) шо – 9° сов). 
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$15. 刚体 在 流体 中 运动 时 流体 的 动能 、 动 量 和 动量 矩 ， 附加 质量 理论 
基础 


前 面 已 经 证 明 , 均匀 不 可 压缩 流体 的 任何 势 流 都 可 以 看 做 原先 处 于 静止 状态 的 
流体 突然 受到 碰撞 的 结果 , 并 且 速 度 势 与 压强 冲 量 之 间 的 关系 为 
Pe = -pp, 
式 中 р 是 流体 的 密度 (所 有 流体 微 元 的 密度 р 都 相同 并 且 保 持 不 变 ). , 
在 根据 速度 势 (т, у, 2) 在 区 域 边界 У 上 的 值 求 单 值 调和 函数 yp 的 狄 利克 雷 
问题 中 , 如 果 边 界 У 延伸 到 无 穷 远 , 并 且 在 无 穷 远 处 p = 0, 则 该 问题 具有 唯一 解 . 
我 们 将 通过 刚体 表面 对 流体 的 压强 冲 量 р, 来 定义 无 界 流体 


ЕЯ, Я 的 动能 到 动量 矢量 О НИНЕ к, 这 些 量 也 可 以 通 
过 p 来 定义 . 利用 (14.4), 相应 公式 具有 以 下 形式 0 
др 
2Е=р | 22 do = р | Инда =- | pvn do, (15.1) 
т, 
а- праек о dm (15.2) 
= ресет Денин Јова, (15.3) 


式 中 n 是 МВА, 它 指向 流体 所 在 区 域 9 的 外 部 , 而 т 是 2 上 的 点 相 
对 于 用 来 计算 动量 矩 的 点 O 的 径 矢 . 矢量 Q 和 天 分 别 等 于 表面 为 的 刚体 从 外 
部 对 流体 的 作用 力 的 总 冲 量 和 对 点 О 的 总 冲 量 矩 . 
НЯ И, = Uo-n + 9.(r x n), 式 中 Uo 是 与 刚体 固 连 在 一 起 的 运动 的 点 О 的 速 
Ж, Uo = И + 02) + ИЗ, Я = 044 + 053 十 USk, 所 以 从 公式 (15.1), (15.2), (15.3) 
和 (14.2) 可 知 
6 
2Е=9-0+к-9 = У) ми", (15.4) 
к 


式 中 的 分 量 Qk (k = 1, 2, 3) 和 Кь-з (k = 4, 5, 6) 满足 公式 


в в 
9% = Ум, Къз = Ум, 


1 1 


并 且 
м = [ иде. (5.5) 
+ 


了 下 一 节 将 证 明 , 这 些 量 与 有 限 系统 动力 学 中 的 相应 量具 有 同样 的 用 处 . 
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刚体 的 动能 、 动 量 和 ”在 刚体 运动 理论 中 可 以 引入 刚体 的 动能 Eo 、 ВЕ Qo 和 动量 
动量 矩 ж Ко, 它们 之 间 的 关系 类 似 于 (15.4)， 
В 
2Е = 9-00 + Ко-й = 》 ты", 
і, К=1 


в 
Фк = Уты, к=1, 2, 3, 
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6 
Коз = Уут", 


i=1 


k= 4, 5, 6. 


系数 矩阵 (ть) 表征 刚体 的 惯性 . 在 一 般 情 况 下 , 当 坐 标 系 原 点 位 于 刚体 的 某 个 任 
意 的 点 О 时 , 矩阵 (та) 具有 以 下 专门 形式 : 


т 0 0 0 т" -mg 
0 т 0 -me 0 mz 
0 0 т ту -mz 0 (156) 
0 -mz ту" J -D: -D, 

mz 0 -mz -D。 Л -D: 

-ту mz 0 -DpD, -D: 上 


式 中 т 是 刚体 的 质量 ，z*, y*，z* 是 刚体 质心 的 坐标 ，J。，J,，J: 是 刚体 对 坐标 轴 
的 转动 惯量 ，D:，D,，D。 是 惯性 积 , 例如 


Је +22)ёт, Р. = fm 
附加 质量 系数 及 其 性 ” 甜 阵 (15.6) 是 对 称 的 , 由 (15.5) 组 成 的 矩阵 (和 .x) 也 是 对 称 
质 的 , 因为 只 要 对 调和 函数 p 和 wk 应 用 格林 公式 (12.12), 再 
考虑 到 这 两 个 函数 在 无 穷 远 处 像 1/r2 那样 趋 于 零 , 即 可 得 到 


ap 
мо (о, — Pk оа) ао 0. 
= 


系统 (刚体 和 流体 ) 的 总 动能 可 以 表示 为 


В 
У (та + А)". 
і, к=1 
量 Xi 称 为 附加 质量 系数 . 附加 质量 矩阵 (和 i) 表征 流体 的 惯性 , 这 种 性 质 比 刚体 的 
惯性 更 加 复杂 . 与 矩阵 (15.6) 相 比 , ЯЕ (ла) 具有 更 一 般 的 形式 . 

显然 , 在 刚体 的 固 连坐 标 系 中 , ВЕ а ( 见 (15.5)) 与 时 间 无 关 , 它们 只 依赖 于 固 
连坐 标 系 的 选取 和 刚体 表面 的 几何 性 质 . 对 称 和 矩阵 (А) 的 独立 非 零 元 素 的 数目 
在 一 般 情况 下 等 于 21, 而 对 称 矩 阵 (т) (15.6) 一 般 只 有 10 个 独立 的 非 零 元 素 . 在 


Е+Е = 到 (15.7) 
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进行 坐标 变换 时 , 利用 公式 (15.4) 以 及 矢量 U 和 9 的 分 量 的 变换 公式 容易 得 到 矩 
阵 (Аа) 的 元 素 的 变换 公式 . 例如 , 当 坐 标 轴 的 方向 和 点 О 在 刚体 中 的 位 置 发 生变 
化 时 , 我 们 有 

0-0,+0 х (п-т), @ = 9. 


不 难看 出 ,系数 Ал, Аа, Аз нь Ала 和 А 只 与 坐标 轴 的 方向 有 关 , 而 其 余 系数 
既 与 坐标 轴 的 方向 有 关 , 也 与 点 О 在 刚体 中 的 位 置 有 关 (换言之 , 与 矢量 то, ~ ro 的 
分 量 有 关 ) 
当 刚 体 平 动 时 , 刚体 的 动量 Qo — mL 的 方向 与 运动 速度 方 
渗 动 的 诗 方向 和 刚体 “向 到 ,而 质量 m 与 运动 方向 无 关 - 

流体 的 动量 一 般 不 平行 于 刚体 的 平 动 速度 . 附加 质量 系 
Ша (5 二 4, 2,3) 组 成 对 称 的 二 阶 张 量 , 所 以 存在 3 个 相互 垂直 的 主 方向 , 当 刚 
体 在 这 些 方向 上 平 动 时 ,流体 的 动量 平行 于 刚体 的 平 动 速度 ,而 在 其 他 情况 下 根本 
没有 这 样 的 平行 关系 . 如 果 笛 卡 儿 坐 标 轴 指 向 主 方向 , 则 X12 = Ала = Xzs = 0, 并 且 
一 般 有 

Аа 9 Аа # Аза # Ац. (15.8) 


因此 , 附加 质量 系数 与 刚体 的 平 动 方向 有 关 . 

如 果 点 О 位 于 刚体 的 质心 , z* = y* = z* = 0, 则 和 矩阵 (15.6) 变 得 非常 简单 . 因 
此 , 刚体 的 质心 具有 特别 的 动力 学 意义 . 

设 坐标 轴 指 向 主 方向 , 因为 矢量 ro. -7o 的 3 个 分 量 决定 点 О" 的 位 置 , 所 以 
不 难 检验 , 可 以 这 样 选 取 这 3 个 分 量 , 使 得 


Му = Аза, Ав = Аза, Ав = Nas. (15.9) 


满足 这 些 等 式 的 点 0 称 为 中 心 点 . 
如 果 坐标 轴 指 向 主 方向 , 坐标 系 原点 (动量 矩 等 量 是 对 坐标 系 原点 定义 的 ) 位 于 
中 心 点 , 则 根据 (15.8) 和 (15.9), 对 称 矩 阵 (№) 只 有 15 个 独立 元 素 . 
如 果 刚 体 表面 $ 具有 某 种 对 称 性 , 则 部 分 附加 质量 系数 Аа 
КИВИ ур 其 实 , 设 表面 с 具有 一 个 对 称 面 , 我 们 认为 这 个 对 
称 面 是 平面 zy (图 74), 则 可 以 写 出 


Мк =р ] Ф.к ао, 
РЕЯ 


式 中 Zl 和 22 В У 的 相互 对 称 的 部 分 . 根据 关系 式 (14.5) 和 (14.6), ЗЕЯ У 
的 对 称 点 显然 有 
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所 以 
М = А№=0, #=12,6, К=3, 4, 5. 
如 果 表 面 > 相对 于 平面 zz 对 称 , 则 
№ = Аы =0, і=1, 3,5, k=2,4,6. 
如 果 表 面 2 相对 于 平面 zy 和 zz 对 称 , 则 只 有 以 下 附加 质量 系数 不 为 零 : 
Ли, Аро, Азз, аа, Аз, Авв, Mz6, Ma5, 


对 于 具有 3 个 对 称 面 zy, zz 和 yz 的 表面 У, 例如 椭 球 面 , 在 该 坐标 系 中 只 有 
以 下 6 个 附加 质量 系数 不 为 零 : 


Аи, M22, Азз, Аа, Аз», Авв- 


ЕНИС О ЗАПИТ У: 是 绕 x 轴 的 旋转 曲面 , 我 们 从 对 称 性 额外 得 到 
数 和 中 心 点 Мз = Азз, Азу = Авв, Аа = 0. 因为 刚体 绕 т 轴 的 转动 对 流 
体 没有 影响 , 所 以 ps = 0. 此 外 , Ао = 一 X3s, 因为 当 刚 体 绕 
z 轴 转 动 时 , 流体 动量 在 у 轴 的 投影 为 Q, = А2603, 而 当 刚体 以 同样 的 角速度 绕 y 
轴 转 动 时 , 流体 动量 在 z 轴 的 投影 为 8 = А302, 并 且 Qv = –0.. 
因此 , 当 上 述 旋转 体 在 流体 中 运动 时 , 流体 的 动量 和 动量 矩 的 相应 分 量 是 


Ф. = №0, Фу = Maz02 + в, О. = №20 – А602, 

К, =0, К, = в ОЗ + №502, К. = MeU? + №503, 
而 流体 的 动能 满足 

2Е = 和 ii(U)2 + Xaz[(U2)2 十 (U3)?] + Xss[(Q2)2 + (93)2] + 225 (WU? — 9203). 
如 果 坐 标 系 原点 沿 z 轴 移 动 上 , 则 新 原点 的 速度 具有 以 下 分 量 ; 
=, 07 = 02 +036, 0° =103 – 26, 
根据 (15.4), 新 坐标 系 和 旧 坐标 系 中 的 附加 质量 系数 满足 关系 式 
М= А, А = А, А5 = Ms + А062 – 22466, № = Ав — Аа. 

中 心 点 显然 位 于 z 轴 , 其 坐标 © 为 


(15.10) 


ея 
便于 计算 Xix 的 流体 ”对 于 任何 形状 的 刚体 在 不 可 压缩 理想 流体 中 的 任意 运动 , 我 
动量 公式 们 现在 建立 流体 动量 о 的 以 下 公式 : 


Q =-рУИ* — 4трс, (15.11) 
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式 中 
“= у [о 


U 是 刚体 任意 一 点 的 运动 速度 , У 是 刚体 的 体积 , с = сі + сој + cak, 其 中 сз, сз, сз 
是 流体 速度 势 y 在 无 穷 远 点 邻 域 中 的 展开 式 (12.20) 中 的 一 次 齐 次 多 项 式 的 系数 . 
根据 公式 (15.2), 我 们 有 


9-2 [таз о | еба (1512) 
Р ры 


式 中 = 2+ у + 26. 引入 球 心 位 于 刚体 某 点 О 并 且 把 刚体 表面 包围 在 内 的 球 
面 Pi, 然后 对 和 Zi 之 间 的 流体 有 限 区 域 和 函数 w, г 应 用 格林 第 二 公式 . 因为 p 
ЖЕ г Ех Ж У, 之 间 的 区 域 中 是 调和 函数 , 所 以 结果 是 


Or se _ 
Г) 


Eto 


又 因为 在 本 上 成 立 条 件 9p/Bn = 0, 所 以 根据 (15.12) 有 
= | аво | (697-99) ас. (15.13) 
Ы БЯ 
速度 矢量 U 是 对 表面 以 内 的 刚体 的 点 定义 的 . 利用 奥 一 高 定理 , 得 


__ /forUs д", ‚ sr， я 
Јо = У ( дв + 55) = Јов = VU (15.14) 
у у 


ФЭК У, 趋 于 无 穷 大 . 在 计算 (15.13) 中 对 球面 2; 的 积分 时 可 以 使 用 速度 势 的 展 
开 式 (12.20), 这 时 只 有 (ciz + cay + csz)/ Rs 这 一 项 是 重要 的 , 因为 在 C = М = 0 的 
条 件 下 , 其 余 各 项 在 无 穷 远 处 像 1/R 那样 趋 于 零 . 我 们 指出 , 在 球面 2 上 

< де др З 

в В’ т ӘБ” №’ 


ar ap\, _ do _ 
(097-06) е ВОЯ 
Е; х 5 


Я 


фе 
所 以 


式 中 5 是 与 2; 同心 的 单位 球面 . 利用 奥 一 高 公式 ， 


1 


所 以 
/ (> 2, 2) ас = Акс. (15.15) 
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只 要 把 计算 结果 (15.14) 和 (15.15) Л (15.13), 即 可 得 到 公式 (15.11). 

如 果 知 道 速度 势 , 一 般 就 容易 计算 矢量 с, 并 进一步 用 公式 (15.11) 计算 Q. 利 
用 公式 (15.11) 计算 附加 质量 系数 也 很 方便 , 用 这 种 方法 可 以 计算 i < 4 而 上 取 任意 
值 或 上 < 4 而 i 取 任 意 值 时 的 所 有 系数 А. 

例如 , 我 们 在 前 面 已 经 详细 研究 了 半径 为 a 的 圆 球 在 流体 中 的 运动 , 相应 速度 
势 的 形式 为 p = -a3U1z/2r3, Ш с, = —а301/2, с, = cs = 0. 圆 球 是 完全 对 称 的 , 所 
以 


Q = Qi= MU 
根据 (15.11) 有 
орел, 
所 以 圆 球 的 附加 质量 等 于 
3 
和 = № = да = 2 = 6, 


式 中 у 是 圆 球 的 体积 . 这 与 前 面 直接 得 到 的 结果 一 致 . 其 余 系数 和 = 0. 
为 了 得 到 附加 质量 系数 (15.5), 我 们 既 可 以 用 理论 方法 计算 , 也 可 以 用 实验 方法 
测量 . 如 前 所 述 , 对 于 具有 专门 形状 的 物体 , 某 些 系数 Aik = 0. 
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有 一 些 问题 与 物体 在 流体 中 的 运动 有 关 , 这 时 必须 研究 流体 的 运动 并 考虑 流体 
与 物体 之 间 的 相互 作用 力 . 
研究 刚体 在 流体 中 的 在 解决 刚体 在 无 界 不 可 压缩 理想 流体 中 的 运动 问题 时 ， 可 以 
运动 问题 的 两 种 方法 “采用 以 下 两 种 方法 

1. 把 刚体 和 流体 当做 具有 6 个 自由 度 的 统一 的 力学 系 

统 , 其 动能 由 公式 (15.7) 给 出 , 其 中 U* (k = 1, 2, … , 6) 是 广义 速度 , 它们 等 于 刚 
体 的 平 动 速度 矢量 和 角速度 矢量 在 运动 坐标 轴 上 的 投影 . 利用 系统 动能 公式 和 刚体 
所 受 外 力 (假设 类 似 的 外 力 对 流体 不 起 作用 ) 对 系统 (刚体 和 流体 ) 的 元 功 的 相关 结 
果 , 可 以 写 出 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 , 并 利用 这 些 方程 提出 并 求解 各 种 问题 . 这 时 得 到 
的 方程 类 似 于 自由 刚体 的 运动 方程 , 但 具有 更 一 般 的 形式 , 因为 系统 (刚体 和 流体 ) 
的 惯性 由 和 矩阵 


(тик + №) 
给 出 , 它 比 自 由 刚体 的 相应 矩阵 (mi*) 具有 更 一 般 的 本 质 . 


如 果 先 写 出 系统 (刚体 和 流体 ) 整体 的 运动 方程 , 再 单独 写 出 刚体 的 运动 方程 ， 
则 通过 对 比 容易 得 到 流体 对 刚体 的 合力 与 合力 矩 . 
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2. 可 以 从 一 开始 就 直接 研究 刚体 的 运动 方程 , 这 时 必须 用 公式 


A= | pndr，- 如 = | (хп) д (16.1) 
/ / 


给 出 流体 对 刚体 的 合力 4 与 合力 矩 4. 在 公式 (16.1) 中 , 力矩 Ko 是 对 刚体 中 与 
刚体 固 连 并 一 起 运动 的 任意 一 点 O 计算 的 , 而 单位 法 向 矢量 п 和 径 矢 г 的 定义 方 
法 与 公式 (15.2), (15.3) 中 的 用 法 相同 . 在 实际 应 用 中 , 可 以 选取 刚体 的 质心 、 中 心 点 
或 其 他 某 一 点 当做 点 О. 只 要 知道 物体 表面 的 压强 分 布 , 就 可 以 计算 出 积分 (16.1)， 

这 种 研究 方法 还 适用 于 流体 除 边界 $ 外 还 有 其 他 边界 的 情况 , 以 及 流动 无 势 的 
情况 . 绝妙 的 是 , 如 果 不 可 压缩 流体 充满 刚体 表面 У 以 外 的 全 部 空间 , 则 在 流动 有 
势 的 情况 下 , 对 于 具有 任何 给 定形 状 的 刚体 , 都 可 以 利用 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 把 积 
分 (16.1) 通过 上 述 矢 量 Uo 和 9 的 分 量 及 其 对 时 间 的 导数 表示 出 来 
为 了 把 无 界 流体 看 做 ”对 于 任意 形状 的 刚体 和 任何 形式 的 运动 , 如 果 使 用 以 下 两 个 
力学 系统 而 作出 的 虽 ”假设 , 就 容易 写 出 相应 公式 . 这 些 假设 的 正确 性 将 在 后 文中 
不 严格 但 正确 的 两 个 得 到 证 明 . 
假设 А. 无 界 流体 可 以 视 为 一 个 力学 系统 , 其 总 动量 Q 和 总 
动量 矩 K 由 前 一 节 中 的 公式 (15.2) 和 (15.3) 定义 . 

В. 如 果 无 界 流体 在 无 穷 远 处 静止 , 则 所 有 作用 在 流体 上 的 外 力 和 外 力矩 根据 条 
件 等 于 矢量 -A 和 -ho, № (16.1). 可 以 把 速度 势 p 和 grady 在 无 穷 远 处 等 于 零 
的 条 件 当做 附加 的 外 部 约束 . 一 般 而 言 , 这 样 的 约束 可 能 导致 外 部 反 力 , 不 过 在 这 里 
其 实 并 不 存在 这 样 的 外 部 反 力 ( 见 143 页 ). 

在 计算 无 界 流体 的 动 ” 这 些 假设 非常 重要 . 例如 , 由 积分 | pu dr 定义 的 动量 对 无 界 


量 和 动量 矩 时 遇 到 的 > 
困难 流体 一 般 没 有 意义 , 因为 在 (12.20) 中 的 м = 0 时 , 被 积 函数 


在 无 穷 远 处 的 量 级 为 1/ Rs, 从 而 使 该 积分 仅仅 条 件 收敛 . 其 
实 , 考虑 极限 关系 式 


асе де, [> 
多 Е 


式 中 9 是 刚体 表面 х 与 曲面 Zn 之 间 的 有 限 区 域 , 并 且 Zn 的 所 有 的 点 在 极限 过 
程 中 都 趋 于 无 穷 远 . 该 极限 可 能 根本 就 不 存在 , 这 取决 于 序列 Zr 的 性 质 ; 即使 极限 


存在 , 它 也 与 曲面 Zn 的 形状 有 关 . 对 于 由 积分 fe x р) dr 定义 的 流体 动量 矩 矢 


Zn 
量 , 在 9, 一 9 时 情况 更 糟 , 因为 该 积分 根本 不 收敛 . 
在 采用 方法 1 进行 研究 时 , 必须 处 理 的 量 唯 流体 动能 而 已 , 这 时 不 存在 相关 积 
分 的 收敛 性 难题 . 然而 , 这 时 仍然 需要 证 明 , 在 -= 0 和 (втайу) . = 0 的 条 件 下 没 
有 能 量 流 从 无 穷 远 处 进入 流体 - 
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流体 对 刚体 的 作用 力 ”根据 假设 A 和 В 可 以 写 出 

和 力矩 的 一 般 公式 -А= 49 = ее: +QxQ, (16.2) 
式 中 的 导数 dQ/dt 和 d'Q/dt 分 别 是 矢量 О 在 惯性 坐标 系 和 刚体 的 周 连 坐标 系 中 
的 变化 率 . 公式 (16.2) 给 出 流体 对 刚体 的 合力 , 因为 根据 (15.2), 矢量 © 可 以 通过 
№к 和 Ui 表示 出 来 , 相应 公式 为 


Q= н Ге ао = У ме, (16.3) 
ГА 1246 


式 中 ex 是 运动 坐标 系 的 基 矢量 (el = 4, е2 = ј, е? = К). 

为 了 得 到 刚体 所 受 力矩 的 方程 , 我 们 注意 到 力矩 中 心 (点 О) 是 运动 的 点 . 引入 
静止 点 O1, 设 > 是 从 点 O1 到 点 O 的 径 矢 , Kl 和 K 分 别 是 流体 对 点 Ol 和 O 的 
动量 矩 . 显然 , Ki 和 K 满足 关系 式 


Ki=K+rxQ. (16.4) 


再 用 .KM 和 .Ko 表示 流体 对 刚体 的 合力 对 点 Оз 和 О 的 力矩 . 显然 , 与 (16.4) 一 起 
还 成 立 等 式 


авта жт 99. (16.5) 
利用 (16.4) 可 以 把 对 静止 点 O 的 流体 动量 矩 方程 写 为 
а - ЧК опко ках 99, (16.6) 
这 里 使 用 了 显然 成 立 的 等 式 Uo = dr/dt. 从 (16.6) 和 (16.5) 可 得 最 终结 果 : 
-ME +AxK+U x (16.7) 


这 个 公式 给 出 流体 对 刚体 的 力矩 矢量 .Ko 的 所 求 表达 式 , 其 中 Q 可 以 表示 为 (16.3)， 
К 根据 (15.3) 可 以 表示 为 
к = еа 4 = У) Мае. 
Ы шз" 
公式 (16.2) 和 (16.7) 表明 , 求 合力 的 问题 归结 为 计算 附加 质量 系数 А. 系数 和 和 
所 有 的 力 都 正比 于 流体 密度 p. 

А 为 了 论述 假设 A 和 B 的 合理 性 , 现在 证 明 公式 (16.2) 和 (16.6), 
ВНЕ 其 中 А 和 -Ho 由 公式 (16.1) 定义 , Q 和 К 由 (15.2) 和 (15.3) 
定义 (力矩 和 动量 矩 都 是 对 同一 个 静止 点 O 计算 的 ). 为 此 , 我 们 从 无 界 区 域 2 中 
选取 有 限 的 物质 体 2, 其 表面 分 别 为 运动 曲面 2 和 У. 应 用 动量 定理 和 动量 矩 定 
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理 ,有 
-А+Е = аена д бр оет а of 
(16.8) 
ж, 5 ар (пох влад) а = 3 5 пее» п) 0+4 Be/ orix ae 
ЕД En 
根据 静止 坐标 系 中 的 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 
ap ри 
р = ро РЕ = 97 
可 以 写 出 И 
Fy, = of/ Е] ndo, 
5 3 (16.9) 


4, р Grix atpf вых n)do, 


Е, БА 


因为 在 У, 上 对 常量 po 的 积分 等 于 零 . 此 外 ， 


а дн д lim (Је ао’ Јен) 
a 
ра 


др 
о | пао + д lim ,起 С of тео нал 
Ба 


Ў, 


式 中 Ag Ж У, 与 У, 之 间 的 区 域 , 并 且 对 体 微 元 dr 有 dr = vn do dt. 用 类 似 方 
法 得 到 公式 
Е pf or xn)do = or xm)da е зура. 
En 


根据 这 些 结果 以 及 Q 和 К, 的 定义 (15.2), (15.3), 我 们 把 方程 (16.8) 写 为 以 下 形式 : 


(16.10) 

аку 12 

ж = 1 рр | (rix von — (тх т) | до. 
а / [ 2 ] 


在 这 些 公式 中 , 曲面 积分 的 结果 与 积分 域 Zn 无关, 所 以 与 物质 体 多 的 选取 方式 无 
关 . 这 是 因为 , 公式 中 的 其 余 各 项 与 Zn 无 关 . 根据 速度 势 的 渐 近 展开 式 (12.20) 显然 
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可 知 , 如 果 М 20, 则 当 ,的 点 趋 于 无 穷 远 时 , (16.10) 中 的 被 积 函数 分 别 具 有 量 级 
1/r4 和 оз, 因此 , 这 些 积分 对 于 任何 趋 于 无 穷 远 的 曲面 Pn 都 精确 地 等 于 零 . 
如 果 把 渐 近 公式 (12.20) 直接 代入 (16.10) 中 的 被 积 函数 , 然后 对 物质 面 mw 以 
外 区 域 应 用 奥 一 高 公式 , 同时 要 求 速度 势 在 该 区 域 中 是 正则 的 , 则 用 常规 推导 方法 
也 可 以 证 明 这 些 积分 等 于 零 
综 上 所 述 , 我 们 证 明了 方程 (16.2) 和 (16.6) 的 正确 性 . 因此 , 由 等 式 (15.2) 和 
明了 , 流体 在 无 穷 远 处 静止 的 条 件 与 在 无 穷 远 处 引入 非 零 的 反 力 或 能 量 流 的 做 法 是 
无 关 的 . 
对 于 在 流体 中 运动 的 旋转 体 , 根据 方程 (16.2), (16.7) 和 公式 
流体 对 旋转 体 的 作用 (15.10) 容易 得 到 流体 对 族 转 体 的 作用 力 A 和 力矩 .4 在 运 
动 坐标 轴 上 的 投影 


1 
А, = м0 (дер — O07) + Ао + (99), 


ал 
dt 


403 490? 
А. = Ата + Авар + 1019? – А0201 — А0103, 


з 
Ау = — Л - х4 — А1079 + А010 – А0102, (16.11) 


ж. = 0, 
а02 dU3 
Ns + Аата 
+ А6 (0201 — 0102) + А0103 + (А — А), (16.12) 


адз dU? 
人 


+ Аъ (0301 — 0198) - А5002 - (ма = А), 

这 些 公 式 把 流体 对 旋转 体 的 作用 力 和 力矩 通过 力矩 中 心 的 速度 和 旋转 体 的 角速度 这 
两 个 矢量 在 运动 坐标 轴 上 的 投影 显 式 地 表达 出 来 , 并 且 力 和 矩 中 心 位 于 z НЕ, 而 x 
轴 就 是 旋转 体 的 对 称 轴 . 如 果 力 矩 中 心 与 中 心 点 重合 , 则 在 (16.11) 和 (16.12) 中 必 
须 令 和 v6 = 0. 例如 , 对 于 平面 zOy 上 的 常 速 平 动 , 若 速度 U 与 z 轴 之 间 的 夹 角 为 
a (a 是 漂移 角 ), 则 有 

01 = 02-02 = 0, 

0! = Осоѕа, 0? = Оѕіпо, 0% – 0, 

А. = Ау = А, = 0, 

Ш. 4,20, ж. = - 0 一 和 Xu)D2sin2a. 
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在 实际 运动 中 , 流体 对 刚体 的 作用 力 并 不 等 于 上 述 理论 所 给 出 的 理想 流体 在 受 
到 扰动 后 形成 的 连续 有 势 运动 的 结果 . 导致 二 者 不 同 的 主要 因素 包括 黏 性 摩擦 力 , 在 
流体 速度 场 内 部 出 现 间断 , 气体 可 压缩 性 的 影响 , 以 及 存在 其 他 一 些 物体 的 边界 . 不 
过 , 尽管 存在 这 些 额外 的 影响 , 上 述 理论 及 其 主要 思路 仍然 具有 重要 意义 . 这 种 理论 
是 更 精确 的 后 续 理论 的 基础 , 在 许多 实际 问题 中 也 有 直接 的 应 用 
Ач 对 于 任何 形状 的 刚体 的 常 速 平 动 , 从 方程 (16.2) 和 (16.6) 直接 可 得 


А=0, (16.13) 
4 =-Шх 9. (16.14) 


等 式 (16.13) ЖЕНО ВЯ Л Е: 如 果 刚 体 在 不 可 压缩 理想 流体 中 常 速 平 动 ， 
流体 的 运动 是 连续 的 和 有 势 的 , 并 且 流体 在 无 穷 远 处 静止 , 则 流体 对 刚体 的 合力 为 
零 . 在 一 般 情况 下 , 在 不 可 压缩 理想 流体 中 常 速 平 动 的 刚体 受到 力 偶 的 作用 , УЕ 
Я (16.14). 如 果 Q 平行 于 Uo, 即 如 果 刚 体 向 运动 的 3 个 主 方向 之 一 运动 , 则 力 偶 
АН. 

我 们 强调 , 这 里 讨论 的 达 朗 贝尔 伴 雇 只 针对 势 流 , 尽管 该 伴 廖 在 流动 无 势 的 其 他 
许多 情况 下 也 成 立 (还 参见 $8 和 510). 其 实 , 在 定常 流动 中 , 如 果 能 够 考虑 流体 的 
动量 , 即 如 果 流体 具有 有 限 的 动量 , 则 该 动量 与 时 间 无 关 , 它 对 时 间 的 导数 为 零 . 此 
导数 等 于 刚体 对 流体 的 作用 力 了, 所 以 在 一 般 情况 下 成 立 


А = а 0. 


由 此 可 知 , 在 无 界 流体 的 定常 流动 中 , 流体 对 位 于 其 内 部 的 刚体 的 作用 力 仅 在 定义 
流体 动量 ( 诸 流体 微 元 的 动量 之 和 ) 的 积分 发 散 时 才 可 能 不 等 于 零 . 显然 , 这 个 结论 
并 非 仅 对 理想 流体 才 成 立 ; 它 对 一 般 情况 下 的 任何 运动 和 任何 流体 乃至 任何 介质 都 
成 立 ， не олие 匀速 运动 , 而 介质 相对 于 物体 的 运动 是 定常 的 . 
-方面 , 我 们 知道 , 无 论 在 哪 种 介质 中 , 大 致 匀速 运动 的 物体 所 受到 的 阻力 其 

и 无 论 充满 物体 之 外 全 部 空间 的 无 界 流体 是 和 性 流体 还 是 理想 流体 ， 
只 要 存在 阻力 , 则 流体 的 所 有 运动 状态 (包括 有 激 波 的 情况 ) 所 对 应 的 相对 速度 场 其 
至 绝对 速度 场 都 具有 无 穷 大 的 动量 . 

然而 , 在 流体 动量 无 穷 大 时 不 一 定 都 存在 阻力 . 例如 , 在 前 面 研究 过 的 理想 流体 
受到 扰动 后 形成 的 势 流 中 , 相对 于 引起 扰动 的 物体 而 言 , 流体 在 无 穷 远 处 的 速度 是 
常量 , 流体 具有 无 穷 大 的 动量 , 但 这 时 没有 阻力 . 

在 阻力 有 限 的 情况 下 , 动量 之 所 以 会 在 流体 的 绝对 运动 中 积累 并 达到 无 穷 大 , 是 
因为 相应 定常 运动 只 能 是 一 系列 在 理论 上 持续 无 穷 长 时 间 的 非 定常 运动 的 极限 . 


3 如 果 无 穷 远 条 件 在 引入 外 力 时 不 起 作用 , 则 量 A 等 于 流体 对 刚体 的 作用 力 . 我 们 将 在 以 后 研 
究 黏 性 流体 绕 圆 球 流动 的 问题 , 在 相应 解 中 出 现 的 外 力 就 是 由 无 穷 远 条 件 引起 的 . 
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存在 质量 力 时 的 流体 ”在 理想 流体 的 有 势 运 动 中 , 如 果 存 在 质量 力 , 在 柯 西 一 拉 格 
力学 作用 力 朗 日 积分 中 就 会 出 现 流体 静 力学 压强 , 它 可 以 通过 质量 力 势 
表示 出 来 .由 于 这 个 以 及 其 他 一 些 原因 , 质量 力 在 许多 重要 
情况 下 对 速度 场 有 影响 . 例如 , 利用 包含 质量 力 项 的 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 可 以 表述 自 
由 面 上 的 边界 条 件 . 
因此 , 如 果 理 想 流体 在 重力 场 中 的 连续 有 势 运动 是 因为 受到 在 水 平方 向 上 常 速 
平 动 的 刚体 的 扰动 而 形成 的 , 例如 在 自由 面 上 运动 的 刚体 ( 船 ) 或 在 自由 面 以 下 不 远 
处 在 流体 内 部 运动 的 刚体 (潜艇 ) 的 情形 , 则 达 朗 贝尔 伴 泌 不 成 立 . 这 时 会 产生 波 阻 
和 升力 , 而 表示 流体 动量 的 积分 在 定常 流动 的 情况 下 并 不 收 化 
Е 当 潜 艇 在 深水 中 航行 时 , 水 面 的 存在 对 潜艇 附近 速度 场 的 影 
тла 响 微乎其微. 这 时 , ИЛЛЕ БУ ЗРЕНИЕ ЖЕ, 也 与 在 水 流 中 
ре 形成 的 涡 旋 有 关 , 而 这 些 因素 在 低速 航行 时 都 是 由 水 的 黏 性 
造成 的 .在 理想 流体 的 范围 内 , 如 果 可 以 认为 自由 面 的 影响 
很 小, 就 可 以 认为 物体 附近 的 速度 势 同 无 界 流体 情况 下 的 速度 势 一 样 . 所 以 , 当 潜艇 
在 水 下 以 平 动 方式 匀速 航行 时 ， 只 要 把 得 自 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 的 压强 表达 式 代入 
公式 (16.1), 我 们 就 得 到 , 导致 力 A 不 为 零 的 原因 只 能 是 流体 静 力学 压强 , 这 个 力 精 
确 地 等 于 阿 基 米 德 力 ( 见 §8). 相应 力矩 . 等 于 按照 流体 静 力学 方法 计算 的 阿 基 米 
德 力 的 力矩 与 按照 公式 (16.14) 计算 的 动力 学 力矩 之 和 . 
如 果 运 动 不 是 匀速 的 , 则 为 了 在 所 研究 的 情况 下 计算 合力 А Е 
在 公式 (16.2) 和 (16.6) 的 右 侧 补充 阿 基 米 德 力 及 其 力矩 . 对 于 旋转 体 , 可 以 使 用 公 
式 (16.11) 和 (16.12), 并 补充 阿 基 米 德 力 的 相关 结果 . 
Е 前 面 研究 了 物体 在 流体 中 常 速 平 动 时 的 流体 相对 运动 问题 . 
要 带 运 动 的 来 流 对 被 根据 个 利 咯 一 牛顿 原理 , 在 一 个 系统 的 每 一 点 都 加 上 一 个 党 
速度 并 不 影响 压强 分 布 和 作用 力 . 物体 在 流体 中 运动 的 问题 
可 以 炮 换 为 与 之 等 价 的 静止 物体 绕 流 问题 , 相应 来 流速 度 与 物体 运动 速度 大 小 相同 ， 
方向 相反 . 
现在 , 我 们 在 不 可 压缩 流体 的 范围 内 考虑 完全 静止 的 物体 在 来 流 不 断 加 速 时 的 
相对 绕 流 问题. 在 涉及 物体 在 流体 中 运动 的 许多 应 用 中 , 在 远离 物体 的 地 方 , 流动 状 
态 是 由 在 力学 上 与 该 物体 无 关 的 一 些 外 部 因素 决定 的 .例如 , 飞艇 在 风向 不 定 的 气 
象 条 件 下 飞行 , 船只 在 流动 水 域 中 航行 , 相对 较 小 的 物体 在 复杂 的 非 定常 水 流 中 运 
动 ， 等 等 
在 关系 到 不 可 压缩 流体 势 流 的 问题 中 , 不 论 物体 表面 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 如 
何 , 速度 势 都 是 调和 函数 . 设 流体 在 无 穷 远 处 具有 非 零 的 有 限 速度 , 并 且 该 速度 随时 
间 变 化 , 即 流体 在 远离 物体 的 地 方 处 于 不 断 变化 的 运动 状态 我们 用 Uirana(t) 表示 
来 流速 度 在 -个 “静止 ”坐标 系 中 对 时 间 的 依赖 关系 , 并 选取 以 速度 ОЈ (0) 平 动 
的 运动 坐标 系 r 为 参考 系 . 
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假设 有 一 个 任意 运动 的 物体 , 物体 各 点 的 速度 随时 间 变 化 . 我 们 用 U。 表示 物 

体 各 点 在 上 述 “静止 ”坐标 系 中 的 速度 , 并 且 在 确定 0, 时 考虑 物体 的 转动 . 我 们 来 

研究 该 物体 相对 于 非 惯 性 坐标 系 r 运动 的 问题 . 在 坐标 系 r 中 , 物体 各 点 的 相对 速 
度 为 

И = Us — Urrans(t). (16.15) 


容易 看 出 , 无 界 不 可 压缩 流体 相对 于 坐标 系 r 的 受 扰 运 动 问题 就 是 我 们 已 经 在 前 面 
详细 研究 过 的 问题 . 因此 , 由 公式 (16.15) 给 出 的 速度 分 布 UV 所 对 应 的 速度 势 与 前 
面 给 出 的 绝对 速度 所 对 应 的 速度 势 完 全 相同 . 

非 惯 性 参考 系 中 的 相对 运动 问题 与 惯性 参考 系 中 的 相应 问题 的 区 别 仅仅 在 于 ， 
前 者 的 运动 方程 包含 类 似 于 重力 的 惯性 质量 力 , 这 些 惯性 力 导致 在 柯 西 一 拉 格 朗 日 
积分 中 出 现 与 “流体 静 力 学 " 压强 有 关 的 一 项 . 从 (16.1) 显然 可 以 看 出 , 合力 与 合力 
矩 的 相应 区 别 在 于 , 利用 相对 速度 U (16.15) 计算 出 来 的 合力 与 合力 矩 含 有 惯性 力 
所 对 应 的 “流体 静 力 学 ”压强 的 相关 项 . 在 计算 这 些 力 时 需要 注意 , 相对 于 “静止 的 ” 
惯性 坐标 系 计算 的 导数 -dUtrans/dt 现在 起 着 重力 加 速度 9 的 作用 . 例如 , 如 果 一 
个 物体 在 流向 不 定 的 理想 流体 中 处 于 静止 状态 , 则 流体 对 它 的 作用 力 是 阿 基 米 德 力 
pVdUtrans/dt, З И 是 物体 的 体积 . 这 个 力 并 不 指向 流动 方向 , 而 是 指向 其 加 速度 
方向 , 显然 , 这 个 力 可 能 与 流动 方向 相反 . 然而 , 应 当 注意 , 这 时 我 们 所 考虑 的 是 不 可 
压缩 理想 流体 的 连续 运动 , 在 来 流 加 速度 为 零 时 成 立 达 朗 贝尔 伴 雇 . 

在 研究 加 速 运动 的 来 流 对 物体 的 作用 力 时 , 如 果 采 用 非 惯性 坐标 系 , 就 会 出 现 惯 
性 力 , 由 此 导致 的 “ 阿 基 米 德 力 ”使 流体 对 物体 的 作用 力 有 别 于 采用 惯性 坐标 系 的 结 
果 . 在 一 般 情 况 下 , 上 述 结论 对 其 他 一 些 流动 状态 和 其 他 一 些 介质 仍然 成 立 , 只 要 决 
定 来 流 的 那些 条 件 具 有 运动 学 特性 并 且 不 依赖 于 运动 方程 中 的 质量 力 的 任何 变化 . 


$17. 气体 中 的 小 扰动 


在 $11 中 已 经 证 明 , 对 于 静止 气体 受 小 扰动 后 的 正 压 运动 , 速度 势 p(z, y, 2, 0) 
的 计算 问题 归结 为 求解 波动 方程 


Ap = (174) 


9% 
а 92 ` 
在 研究 具体 问题 时 , 必须 使 波动 方程 的 解 满足 相应 的 附加 条 件 : 边界 条 件 、 初 始 条 件 
或 其 他 一 些 条 件 . 


波动 方程 的 平面 波 解 


本 = 


首先 考虑 气体 的 平面 波 运动 , 这 时 速度 势 p 只 依赖 于 1 个 坐 
标 2 和 时 间 t, 波动 方程 的 形式 简化 为 
yp 1 85 


5:2 = пов. (17.2) 
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容易 看 出 , 此 方程 的 通 角 为 
а) леа) + меш Л + А0), 018) 
式 中 л®) 和 户 (0) 是 其 自 变 量 
5=z-aob 7=z+aot 
的 任意 的 2 次 可 微 函数 . 其 实 , 对 (17.3) 进行 微分 运算 , 有 
2, 7 
палио, ае =) 

由 此 直接 可 以 看 出 ,对 于 任何 函数 у, 和 у, (17:3) 都 满足 方程 17 2). 在 解决 具体 问 
- 题 时 ,必须 利用 一 些 附加 条 件 来 确定 孙 数 

АЯ Л 的 形式 . 

行 波 现在 证 明 方 程 (17.2) 的 解 的 某 些 基 

АН. 首先 考虑 情况 

ф(х, t) = f(z — aot) = Ј,(6), 


并 假设 扰动 速度 势 p 在 时 刻 t= 0 的 图 像 
如 图 76 中 的 虚线 所 示 , 即 函数 fi(€) 这 时 
仅 在 从 0 到 zo = & 的 区 间 上 不 等 于 零 . 
在 此 后 的 任何 时 刻 t (> 0), 速度 势 p(z, 0) 
仅 在 0<z-aot<zo 即 aot<zs<zo+aot 时 不 等 于 零 (图 76 中 的 实 线 表 示 p(z, 0) 
在 上 > 0 时 的 图 像 ). 可 以 看 出 , 扰动 区 域 沿 z 轴 向 右 移动 了 距离 = aot. 显然 , 扰动 
形状 在 空间 中 保持 不 变 , 这 是 方程 (17.2) 的 小 扰动 平面 波 解 的 一 个 重要 特性 , 这 种 
等 于 ao = V(dp/dp)o, 即 未 受 扰动 的 静止 状态 下 的 “声速 ”. 由 此 直接 可 以 看 出 , 波 
Жа) 其 实 就 是 微小 扰动 的 传播 速度 . 之 所 以 把 ао 称 为 “声速 ”, 是 因为 声波 振动 可 
以 看 做 液体 . 气体 以 及 一 般 的 可 变形 介质 中 的 微弱 机 械 扰动 . 
类 似 地 , 解 


№ 76. 任意 时 刻 的 扰动 


ф(т, t) = (т) 
是 以 声速 ao 向 左 传播 的 行 波 , 而 这 两 种 解 之 和 
ф(т, 8) = Л(®) + fo(n) 


是 以 声速 oo 沿 z 轴 分 别 向 右 和 向 左 传播 的 行 波 户 (5) 和 fo(m) 的 得 加 (图 77). 在 
一 般 情况 下 , 如 果 у, (Е) 和 fo(n) 分 别 仅 在 有 限 区 间 0< < zo 和 0<ngzo 上 不 
等 于 零 , 则 初始 扰动 将 在 有 限 的 时 间 е, = zo/ao 内 逐渐 分 解 为 向 不 同方 向 传播 的 两 
个 单独 的 行 波 . 如 果 初始 时 刻 的 静止 介质 所 占 区 域 在 z 轴 的 左 、 右 两 则 都 延伸 到 无 
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图 77. (а) 初始 扰动 ; (b) 以 波 速 ao 分 别 向 右 和 向 左 传播 的 两 个 行 波 


穷 远 , 则 在 有 限 区 域 中 给 定 的 扰动 从 某 一 时 刻 起 将 分 解 为 向 不 同方 向 传播 的 两 个 行 
波 , 并 且 这 种 效应 将 一 直 持续 到 t = оо. 如 果 在 = 轴 上 有 边界 点 (平面 壁面 、 自 由 面 
等 ), 则 行 波 在 接近 边界 时 将 与 之 发 生 相 互 作用 , 从 而 可 能 形成 从 边界 向 介质 内 部 传 


所 的 “反射 波 ”. 

“如 果 气 体 的 扰动 相对 于 坐标 原点 具有 球面 对 称 性 , 则 扰动 速 
波动 方程 的 球面 波 解 度 势 p 只 依赖 于 r ДРИ НВНЯ 上 在 球面 波 扰动 
的 情况 下 , 波动 方程 的 形式 为 


Әт? а 92 
因为 在 p= p(n, 0 де = 10105), 波动 方程 的 球面 流通 解 为 


p= А90) , лай, 
т т 

式 中 д 和 fs 是 其 自 变量 7+ 干 aot 的 2 次 可 微 函 数 . 为 了 研究 解 (17.4), 取 函 数 

2 _.@(9 т) 

dr 

为 简单 起 见 , 先 认 为 Q 是 其 自 变量 的 解析 函数 . 不 难看 出 , 满足 波动 方程 的 速度 势 

(17.5) 可 以 视 为 不 可 压缩 流体 点 源 的 相应 速度 势 p = -Q(t)/4rr 的 推广 , 后 者 满足 
拉 普 拉 斯 方程 . 其 实 , 当 г 很 小 时 , 把 Q(aot — г) 展开 为 泰勒 级 数 , 得 


-- 960, 960 ое, 


(17.4) 


(17.5) 


4тт 4 
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图 78. (а) 点 源流 量 对 时 间 的 依赖 关系 的 一 个 例子 ; (b) 点 源流 量 仅 在 有 限时 间 + 内 不 为 零 , 由 它 
引起 的 扰动 在 时 刻 上 > r 位 于 阴影 区 域 


其 中 主要 的 一 项 与 不 可 压缩 流体 中 位 于 点 r = 0 的 点 源 的 速度 势 具有 相同 的 表达 式 ， 
该 点 源 的 体积 流量 与 时 间 有 关 , 由 函数 Q(aot) 给 出 . 

为 了 描述 介质 的 相应 球 对 称 运动 的 基本 特性 , 现在 假设 在 某 无 穷 小 时 间 т 内 在 
无 界 流体 中 的 点 ”> = 0 存在 一 个 点 源 , 其 流量 Q(aot) 对 时 间 t 的 依赖 关系 如 图 78 (а) 
所 示 , 该 函数 仅 在 0 < t < т 时 不 等 于 零 . 

我 们 来 看 , 由 该 点 源 发 出 的 扰动 如 何在 流体 所 占 区 域内 传播 . 从 解 (17.5) 的 形式 
显然 可 知 , 在 t > 0 和 r > 0 时 , 扰动 速度 势 仅 在 aot - г 属于 区 域 < aot - r < аут 
ВЕДА РР. 在 每 一 个 固定 时 刻 上 > 0, 速度 势 p 仅 在 г 满足 不 等 式 


aot >2т> а( — т) 


时 才 不 等 于 零 . 因此 , 扰动 区 域 (p 0) 位 于 以 点 > = 0 为 球 心 的 两 个 球面 S 和 52 
之 间 , 相应 半径 为 r = aott 一 r) 和 ma = aot = ту + вот (图 78 (5)). 该 扰动 区 域 是 运 
动 的 , 扰动 的 前 端 5 和 后 端 9, 以 速度 ao 在 流体 中 传播 ， 
а а, 
аг а = “о 
与 平面 波 的 不 同 之 处 在 于 , 平面 波 的 形状 在 传播 过 程 中 保持 不 变 , 而 球面 波 的 
强度 在 传播 过 程 中 越 来 越 小 , 因为 在 公式 (17.5) 中 存在 因子 1/r. 这 是 因为 , 在 扰动 
的 传播 过 程 中 , 球面 5S 和 5 之 间 区 域 的 体积 正比 于 r? 增加 . 
波动 方程 (17.5) 的 解 表示 从 点 + = 0 出 发 的 发 散 球面 波 运 动 . 用 类 似 方法 还 可 
以 研究 波动 方程 的 以 下 形式 的 解 : 
_ Q(r+aot) 
PE 
它 表示 从 无 穷 远 处 向 点 + = 0 传播 的 汇聚 球面 波 (无 穷 远 处 的 源 ). 这 种 球面 波 的 扰 
动 强度 在 不 断 接近 对 称 中 心 的 过 程 中 越 来 越 大 . 虽然 发 散 球面 波 在 许多 应 用 中 特别 
重要 , 但 是 汇聚 球面 波 加 强 扰动 的 效应 在 许多 问题 中 也 有 实际 应 用 价值 . 
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延迟 势 “在 不 可 压缩 流体 中 ,从 点 源 发 出 的 扰动 在 瞬间 即 可 传播 至 全 部 流体 . 在 可 
压缩 介质 中 , 扰动 以 有 限 速度 传播 , 小 扰动 则 以 “声速 ”ao = У(ар/ар) сл 
传播 . 前 面 已 经 证 明 ( 见 第 一 卷 第 七 章 ), 在 可 压缩 介质 中 , 间断 (有 限 扰动 ) 的 传播 
速度 大 于 相应 声速 a = (арар), 但 也 是 有 限 的 . 从 点 + = 0 发 出 的 扰动 只 有 经 过 
一 定时 间 后 才能 到 达 г 0 的 某 一 点 . 因此 , 形 如 (17.5) 的 解 称 为 延迟 势 . 
利用 解 (17.4) 或 (17.5) 可 以 构造 出 波动 方程 的 其 他 一 些 解 . 
流动 方程 的 解 的 构造 ”举例 来 说 раб обо, ро г, 是 波动 方程 的 解 , 则 函数 
Ф(т — т, Y 一 yo， 2- 20, #— 5) 也 是 波动 方程 的 解 , 其 中 то, 
yo, zo to 是 某 些 任意 的 常量 . 这 样 一 来 , 例如 , 函数 
Qlao(t — to) - Уи +5) 
ит мутит тие и 
是 波动 方程 (17.1) 的 解 . 如 果 函 数 Q(aot) 由 图 78 (а) 定义 , ИМЯ (17.6) 对 应 着 从 时 
刻 to 开始 在 坐标 为 zo, yo, zo 的 点 起 作用 的 点 源 . 波动 方程 (17.1) 是 线性 方程, 所 
以 波动 方程 的 解 在 益 加 后 仍 是 该 方程 的 解 . 据 此 , 只 要 取 不 同 的 zo, yo, zo, to 并 把 
相应 的 形 如 (17.6) 的 解 相 加 , 就 可 以 构造 出 波动 方程 的 新 的 解 . 可 以 考虑 这 样 的 一 
系列 点 zo, уо z0, 使 得 位 于 这 些 点 的 各 种 常 强度 或 变 强度 点 源 在 不 同时 刻 如 开始 
起 作用 并 持续 作用 某 一 段 时 间 (点 源 强度 Qu。 不 仅 依赖 于 在 (17.6) 中 列 出 的 自 变量 ， 
而 且 还 依赖 于 可 以 任意 取 值 的 参量 to). 对 这 样 的 扰动 点 源 势 函数 求 和 , 就 可 以 在 能 
够 应 用 小 扰动 理论 的 情况 下 构造 出 细 长 体 空气 动力 学 各 种 问题 的 解 . 例如 , 可 以 考 
虚 表 示 细 长 体 炮 弹 运动 轨迹 的 曲线 ro = zo(to), yo = yo(to), го = zo(to), 并 利用 分 布 
于 该 曲线 的 点 源 来 模拟 炮弹 的 运动 , 这 时 要 求 相 应 点 源 在 炮弹 通过 该 点 时 才 开始 起 
作用 , 然后 持续 作用 一 小 眉 时 间 . 在 某 些 情况 下 可 以 认为 , 引起 扰动 的 物体 的 运动 规 
律 zo = zo(to), yo = (о), зо = zo(to) 就 是 运动 点 源 的 运动 规律 , 这 时 可 以 用 公式 


4 
v= /wat 
о 


来 计算 可 压缩 介质 的 扰动 速度 势 , 其 中 w* 由 式 (17.6) 给 出 . 炮弹 在 时 刻 t= 10 通过 
点 zo, yo, 20, 这 时 引起 的 扰动 在 此 后 的 时 刻 t > to 在 空间 中 传播 . 每 一 个 这 样 的 扰动 
在 时 刻 t > to 的 边界 都 是 球 心 位 于 点 хо, уо, zo 的 球面 , 相应 半径 为 + = ao(t -to0). 
设 一 个 点 源 以 常 速度 Uo 沿 直线 运动 , 我 们 来 更 加 详细 地 研究 由 此 引起 的 扰动 
的 传播 问题 . 尤为 重要 的 是 , 扰动 的 传播 方式 在 点 源 亚 声速 运动 (Vo < ao) 和 超声 速 
运动 (Uo > ао) 这 两 种 情况 下 有 显著 区 别 . 
沿 直线 亚 声速 常 速 运 我 们 首先 研究 在 无 界 流体 中 以 亚 声速 速度 Uo < ao 沿 直线 
动 的 点 源 所 引起 的 扰 ，” 常 速 运动 的 点 源 所 引起 的 扰动 速度 场 (图 79(a)). 设 一 个 点 
动 的 传播 多 普 勒 效 源 在 某 初始 时 刻 to; 位 于 坐标 为 zo 的 点 м, 由 此 引起 的 
应 全 部 扰动 在 该 时 刻 也 集中 在 这 一 点 Ni. 选取 另外 某 个 时 刻 
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图 79， 沿 直线 亚 声速 常 速 运动 的 点 源 所 引起 的 扰动 的 传播 


ФЕ >. АЛЕНЫ tos - io 内 移动 了 距离 (tos - to1)Uo 并 到 达 坐 标 为 roz 
的 点 №. 由 点 源 在 时 刻 to 位 于 点 Ni 时 发 出 的 扰动 经 过 时 间 to - tol 传播 到 以 
点 Ni 为 球 心 、 以 m = (toa — to)ao 为 半径 的 球面 上 , 并 且 点 源 位 于 扰动 范围 以 内 
(ri > ММ = 202 — 201). 

我 们 指出 , 沿 直线 亚 声速 运动 的 点 源 所 引起 的 扰动 的 上 述 传播 方式 具有 以 下 特 
点 . 第 一 , 点 源 所 引起 的 扰动 的 传播 速度 大 于 点 源 本 身 的 运动 速度 , 所 以 点 源 的 运动 
是 在 已 经 被 扰动 的 介质 中 进行 的 ; 点 源 前 方 的 介质 已 经 受到 扰动 . 第 二 , 点 源 在 更 早 
的 时 刻 从 更 前 面 的 位 置 发 出 的 扰动 总 是 把 它 在 更 晚 的 时 刻 从 更 后 面 的 位 置 发 出 的 扰 


第 三 , 与 静止 点 源 所 引起 的 扰动 不 同 ( 见 图 тв (b)), 运动 点 源 所 引起 的 扰动 的 传 
播 方式 并 不 对 称 ( 见 图 79); 显然 , 声 源 前 方 的 声音 比 它 后 方 的 声音 具有 更 高 的 频率 
位 于 运动 声 源 后 方 的 观察 者 II 所 听 到 的 声音 相 比 , 位 于 运动 声 源 前 方 的 观察 者 所 
昕 到 的 声音 具有 更 高 的 声调 . 类 似 地 , 不 断 远离 地 球 的 运动 光源 (例如 恒星 ) 的 光谱 
向 波长 更 长 的 红色 谱 线 方向 移动 , 而 不 断 接近 地 球 的 运动 光源 的 光谱 向 波长 更 短 的 
紫色 谱 线 方向 移动 . 根据 谱 线 的 位 移 值 可 以 确定 恒星 相对 于 地 球 的 运动 速度 . 
С 现在 研究 以 超声 速 速度 Uo > oo 沿 直线 运动 的 点 源 所 引起 的 
плавания 扰动 的 传播 (图 80) 就 像 上 述 情形 那样 , 设 一 个 点 源 在 时 刻 
动 的 传播 to! 位 于 坐标 为 zo 的 点 Ni, 在 时 刻 t= toz > tol 位 于 坐标 

为 z02 = zol + Uo(toz — 如) 的 点 Nz. 在 时 刻 to ЕР М 

的 点 源 所 发 出 的 扰动 在 时 刻 tu 达到 以 点 Ni 为 球 心 、 以 mn = або — а) 为 半径 
的 球面 . 因为 Vo > ao, 所 以 点 源 在 时 间 to tot 以 内 经 过 的 路 程 大 于 六 

设 时 刻 0 在 时 刻 ti 之 后 , 在 时 刻 to 之 前 , to < 如 < toz. 显然, 点 源 在 时 刻 如 
发 出 的 扰动 在 时 刻 to 达到 以 点 N(zo) (то: < то < тоз) 为 球 心 、 以 7 = (toz -to)ao 
为 半径 的 相应 球面 ( 见 图 80), 并 且 所 有 这 些 扰动 都 位 于 点 源 的 后 方 . 
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"i=ao(to о) 


=Uo(to2 01) 


Е 


图 80， 沿 直线 超声 速 常 速 运动 的 点 源 所 引起 的 扰动 的 传播 


因此 , 存 超 声速 运动 的 点 源 的 前 方 ,介质 不 受 拓 动 ; 位 于 超声 如 运动 的 点 源 的 前 
方 的 观察 者 A“ 不 知道 ”引起 扰动 的 点 源 正 在 不 断 接近 ; 他 不 可 能 听见 从 超声 速 运 
动 的 声 源 发 出 的 声音 信号 . 总 之 , 分 别 由 超声 速 运动 的 点 源 和 亚 声 速 运动 的 点 源 引 起 
的 扰动 在 传播 方式 上 有 根本 区 别 . 
овеза 显然 , 如 果 沿 直线 超声 速 常 速 运动 的 点 源 在 任意 时 刻 to 之 前 已 
经 运动 了 无 穷 长 时 间 , 则 由 此 引起 的 扰动 在 时 刻 to 位 于 一 个 圆 
锥 内 部 , 其 顶点 位 于 点 №, 而 侧面 是 半径 为 + = ao(toz - to) 的 诸多 球面 的 包 络 面 ， 
式 中 to < toz. 把 受 扰动 区 域 与 未 受 扰 动 区 域 区 别 开 来 的 这 个 圆锥 称 为 马赫 锥 . 马赫 
锥 半 顶 角 a 的 正弦 等 于 马赫 数 M = Uo/ao 的 倒数 , 即 


角 a 称 为 马赫 角 . 我 们 指出 , 如 果 点 源 从 时 刻 fo; 开始 运动 , 则 由 此 引起 的 扰动 在 时 
刻 io 位 于 马 款 锥 以 内 的 这 样 的 区 域 , 其 边界 由 马赫 锥 的 部 分 表面 2 和 以 点 N 为 
球 心 、 以 m = ao(toa — to1) 为 半径 的 一 部 分 球面 组 成 . 
马赫 锥 表面 .2 的 两 侧 分 别 是 波动 方程 的 2 种 解 , 分别 对 应 静止 状态 p- 0 和 
扰动 状态 p = p(z, р, з, 二 把 具有 不 同 解析 性 质 的 解 分 开 的 类 似 覃 称 为 偏 微分 
方程 的 特征 面 .特征 面 在 一 般 情况 下 是 扰动 间断 面 ; 在 我 们 所 研究 的 上 述 理论 中 , 气 
流 的 速度 . 压强 和 其 他 一些 参量 在 这 个 曲面 上 发 生 间断 , 但 间断 值 不 大 . 在 极限 情况 
下 , 这 样 的 曲面 对 应 弱 间 断面 , 即 待 求 数 本 身 连续 、 但 这 些 函数 对 坐标 的 导数 一 般 
发 生 间断 的 曲面 . 显然 特征 面 (马赫 锥 ) 在 静止 介质 中 向 垂直 于 该 曲面 的 方向 传播， 
传播 速度 正好 等 于 声速 . 
如 果 在 如 图 во 所 示 的 流动 上 一 加 一 个 党 速度 场 _Uo, 则 充 
信息 全 超声 速 所 流 中 满 全 部 空间 的 介质 将 以 超声 速 速度 Uo 向 > 轴 的 负 方向 运动， 


部 , 而 该 马赫 锥 之 前 的 气流 一 直 是 速度 Uo 保持 不 变 的 未 受 扰动 的 均匀 来 流 . 在 超声 
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速 气流 中 的 任意 一 点 , 如 果 介 质 运 动 参量 的 变化 是 由 位 于 其 他 位 置 的 扰动 点 源 引 起 
的 , 则 该 扰动 点 源 只 可 能 位 于 以 所 考虑 的 点 为 顶点 、 开 口 方向 与 流动 方向 相反 的 马 
赫 锥 的 内 部 . 
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在 前 面 几 节 中 , 我 们 研究 了 弱 扰动 的 传播 , 相应 运动 方程 是 可 以 化 为 波动 方 各 
的 线性 方程 
“在 平面 波 的 情况 下 , 我 们 研究 了 波动 方程 的 行 波 解 . 这 种 解 
авран 125 只 依赖 于 зоо 相应 的 波 沿 = 办 以 波束 oo ЗЕКЕ, № 
НТА 形 在 传播 过 程 中 保持 不 变 , 并 且 波 速 对 所 有 扰动 都 是 相同 的 . 
在 这 样 的 行 波 中 , 速度 、 密 度 、 压 强 (以 及 其 他 一 些 运动 特征 
量 ) 仅仅 是 = 二 oot 的 函数 , 从 而 能 够 互相 表示 出 来 (例如 = цо), р = ро), 等 等 ) 
相应 表达 式 既 不 显 式 地 包括 坐标 , 也 不 显 式 地 包括 时 间 t 
现在 列 出 可 压缩 理想 流体 一 维 正 压 运动 的 非 线性 运动 方程 组 , 包括 欧 拉 方程 


(18.1) 


连续 性 方程 
ри =0, (18.2) 


以 及 正 压条 件 
p= f(p). (18.3) 


对 于 完全 气体 中 的 正 压 过 程 , 正 压条 件 的 形式 为 
p= Ар”, (18.4) 


式 中 А 是 对 气体 所 有 微 元 都 相同 的 常量 . 

在 考虑 到 正 压 流动 条 件 (18.3) 之 后 , 利用 方程 组 (18.1), (18.2) 中 的 两 个 方程 就 
能 确定 密度 р 和 速度 и 对 坐标 z 和 时 间 t 的 函数 关系 . 一 般 而 言 , 下 面 的 讨论 对 于 
р 对 р 的 任何 依赖 关系 (18.3) 都 成 立 , 而 完全 气体 正 压 运动 的 情况 (18.4) 仅仅 是 为 
了 说 明 所 得 结论 的 一 个 特例 . 

尽管 上 述 气体 运动 方程 组 (18.1) 一 (18.3) 没有 只 依赖 于 z асе 的 解 , 但 是 我 们 
能 够 求 出 其 平面 波 解 , 这 种 解 推广 了 线性 近似 方程 的 形 如 f(z 土 aot) 的 解 . 

我 们 将 寻找 方程 组 (18.1) 一 (18.3) 的 这 样 的 特 解 , 使 得 速度 и 仅仅 是 密度 р 的 
函数 , 即 


и=щр), (18.5) 
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式 中 p = р(т, 1). 方程 组 (18.1) 一 (18.3) 的 这 样 的 特 解 称 为 黎 曼 解 , 相应 运动 称 为 黎 
曼 波 . 
根据 所 提 假 设 (18.5), 以 上 方程 组 可 以 改写 为 


в) № 


араг (ар рар) әх у 
др аи\ др И 
а + ( + 0) Е 
显然 , 这 两 个 方程 在 满足 条 件 
14 
аи рар 
а е (18.7) 
dp 


时 才 是 相 容 的 . 等 式 (18.7) 之 所 以 必须 成 立 , 是 为 了 满足 假设 (18.5), 这 个 假设 要 求 


存在 形 如 и = u(p) 的 解 
dL 
Фү за (18.8) 


因此 , 根据 (18.7) 有 
由 此 可 知 , 在 黎 曼 波 的 情况 下 , 计算 速度 v 对 p 的 函数 关系 是 一 个 独立 的 过 程 , 与 运 
动 方程 (18.1), (18.2) 的 求解 过 程 无 关 . 对 于 速度 u(p), 我 们 有 
ра ар dp 
„-=/ рр. (18.9) 


根据 条 件 (18.7), 方程 组 (18.6) 中 的 2 个 方程 归结 为 1 个 方程 , 由 此 可 以 求解 
密度 po(z, 0). 这 个 方程 在 引入 记号 


2 = а?(р) (18.10) 
并 使 用 (18.9) 中 带 正 号 的 解 之 后 可 以 改写 为 
бр + ыча) 0—0. (в) 
引入 量 
с(р) =и+а. (18.12) 


显然, 这 个 量具 有 速度 的 量 纲 , 并 且 根据 方程 (18.11) 可 以 把 它 解释 为 密度 值 p 保持 
不 变 的 状态 的 传播 速度 . 
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其 实 , 可 以 把 方程 (18.11) 的 形式 改写 为 
боба, 0) _ др Чар _ 


dt 9 or 


式 中 2 


а= 
还 可 以 类 似 地 考虑 传播 速度 с = и а. 根据 (18.9) 和 (18.10), Ж с 在 正 压 过 程 中 是 
密度 p 的 函数 . 为 了 确定 密度 p(z, 0), 我 们 有 非 线性 方程 


с. (18.13) 


чи) = = атое азар = Yoo + onst, 


所 以 2 
с(р) =и+а= Мт (162) от сова, (18.14) 


由 此 可 见 , 速度 a 和 * 是 密度 р 的 单调 递增 函数 . 对 于 p р 的 任意 依赖 关系 (18.3)， 
可 以 类 似 地 研究 a。 和 с 对 密度 р 的 依赖 关系 的 特点 . 
因为 密度 p 和 速度 и = и(р) 的 值 保持 不 变 的 状态 以 速度 с 在 空间 中 移动 , 所 以 


可 以 写 出 (9), ча 


积分 后 得 
т = іс(р) + Е(р), (18.15) 


式 中 F(p) 是 密度 的 任意 函数 , 而 函数 c(p) = ч а 由 诸如 (18.14) 的 公式 计算 . 
公式 (18.15), (18.12) 和 (18.9) 给 出 黎 曼 解 . 在 这 个 解 中 , 函数 F(p) 是 任意 的 ， 
可 以 让 它 满足 某 些 附加 的 特别 条 件 . 
在 所 得 黎 曼 解 中 , 密度 以 及 其 他 一 些 流动 参量 被 表示 为 zx 和 + 的 隐 函 数 ， 对 于 
每 一 个 确定 的 密度 值 p, 我 们 有 z = ct + cz, 式 中 с, 和 с, 是 常量 . 换言之 , 速度 和 
密度 具有 固定 值 (状态 的 相位 特性 ) 的 点 在 空间 中 常 速 移动 . 在 这 个 意义 下 , 所 得 黎 
在 一 维 情况 下 , 函数 p(z, t) 的 自 变量 是 zt 平面 上 的 点 , (18.13) 表示 该 平面 上 的 一 条 曲线 , 函 
数 olz, 0) 沿 曲线 (18.13) 对 时 间 t 的 导数 等 于 


9р _ Эр. 4= р _ бр, др 
4 а" der ә" Әс 


因此 , 根据 (18.11) 可 知 , р 在 曲线 (18.13) 上 保持 不 变 . 这 里 的 记号 dp/dt 不 是 物质 导数 (p 沿 轨迹 
dz/dt= 对 + 的 导数 才 是 物质 导数 ). 一 一 译注 
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一 


Т 


(а) 在 固定 时 刻 2 的 分 布 p(z) (b) 在 时 刻 t > t 的 分 布 p(z) 
nl nl 
s ч] 
A | | 


(с) НОА АЈ (а) 出 现 突 跃 压缩 的 时 刻 (e) 突 跃 压缩 ( 激 波 ) 


图 81， 黎 曼 压 缩 波 的 破碎 


曼 解 表示 一 种 波 . 扰动 在 空间 中 的 传播 速度 等 于 c ина 30 с = и – а, 扰动 沿 气体 
微 元 的 传播 速度 等 于 +a 或 -a. 不 同 符号 对 应 不 同 的 解 , 相应 的 波 分 别 向 z 轴 的 正 
方向 或 负 方向 沿 气体 微 元 传播 . 作为 非 线性 运动 方程 的 精确 解 ,， 这 种 特殊 运动 经 常 


被 称 为 简单 波 . 
在 黎 曙 波 中 ， 密 度 随 着 波 的 传播 而 不 断 增加 的 部 分 是 压缩 波 ， 
黎 曼 压缩 波 的 破碎 ”密度 随 着 波 的 传播 而 不 断 减 小 的 部 分 是 膨胀 波 . 在 向 右 传播 
(еси а) ВЕН, 设 密度 p 对 z 的 分 布 曲 线 在 某 一 固定 时 刻 上 具有 如 图 81 (a) 
所 示 的 形状 . 点 M 的 左 侧 对 应 膨胀 波 ， 密度 p 随 = 的 增加 而 增加 ; 点 M 的 右 侧 对 
应 压缩 波 , 密度 p 随 z 的 增加 而 减 小. 因为 密度 p 的 确定 值 的 传播 速度 с ЕВЕ 
密度 值 本 身 , 所 以 密度 p 的 分 布 曲 线 将 随时 间 的 推移 而 发 生变 化 . 我 们 来 考虑 类 似 
于 完全 气体 绝热 运动 的 一 种 情况 2) , 这 时 传播 速度 < ВИ р 的 增加 而 增加 , 随 p 的 减 
小 而 减 小 ， 因 为 点 Ns 越 来 越 接近 点 Ni, 所 以 压缩 波 变 得 越 来 越 短波 形 越 来 越 陡 , 
与 此 同时 ,因为 点 N 越 来 越 远离 点 N{, ЯПОНЧА К, РАНКЕ 
绥 ( 见 图 81(b)). 从 数学 观点 看 , 可 能 存在 这 样 的 时 刻 刀 , 这 时 在 某 个 位 置 = 将 出 现 
几 个 密度 值 p ( 见 图 81 (с), 而 这 在 物理 上 是 不 允许 的 . 
显然 , 黎 曼 波 所 对 应 的 单 值 连续 解 只 能 存在 到 密度 分 布 曲 线 p(z) 开始 具有 垂直 
于 z 轴 的 切线 的 时 刻 上 为止 ( 见 图 81(d))、 从 这 一 时 刻 开始 , 连续 的 黎 受 解 不 再 有 
效 ， 实 验 和 理论 表明 ,这 时 应 当 把 连续 的 黎 昌 解 若 换 为 更 一 般 的 具有 突 路 压缩 ( 激 
波 ) 的 间断 解 (图 81 (6)). 压缩 波 的 破碎 导致 突 路 压缩 的 出 现 . 
因此 , 只 要 黎 曼 解 包括 压缩 波 , 在 理想 (БАНЬ) 介质 中 就 一 定 会 产生 突 路 压缩 
如 果 密度 在 黎 曼 波 的 传播 方向 上 一 直 单 谓 北 增 , 就 像 活塞 从 充满 气体 的 管道 向 外 连 


为 了 简化 讨论 过 程 ,我们 认为 (18.14) 中 的 常量 大 于 或 等 于 零 . 在 c(p) 的 表达 式 中 加 上 任何 常 
量 都 不 会 改变 下 述 所 有 结论 . 
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ИНН ЖИ. 
在 考虑 带 负 号 的 第 二 个 解 时 , 可 以 把 2 轴 改 为 相反 方向 , 所 有 上 述 结论 仍然 成 

立 . 以 上 结果 与 函数 р = Хр) 的 形式 有 密切 的 关系 . 
| 可 以 提出 这 样 的 问题 #285 НЕЕ 
ЕВИНИ иа ур) 下 不 再 出 现 ? 例如 , 如 果 传播 速度 © 是 常量 ， 

的 函数 关系 p = f(p) 

即 ас/ар = 0, 就 不 会 出 现 这 种 效应 . 为 了 回答 这 个 问题 , 我 
пи в, ам 和 силау 和 到 一 人间 的 от о ЮЖ 


Рр) + ФУРЫ =0. 


积分 后 得 到 
р= Ј() = А- т (18.16) 


式 中 A 和 B 是 任意 常量 . 我 们 既 可 以 把 方程 (18.16) 看 做 完全 气体 或 任何 其 他 一 种 
介质 中 与 革 种 合适 的 热流 相对 应 的 过 程 方程 , 也 可 以 把 方程 (18.16) 看 做 绝热 线 的 切 
线 方程。 用 这 种 方法 可 以 近似 地 给 出 绝热 线 , 但 是 在 这 样 的 近似 中 也 同时 丧失 了 波 
形 赵 于 破碎 的 重要 趋势 
黎 曼 简单 波 理论 可 以 直接 应 用 于 其 他 某 些 复杂 连续 介质 模型 
Л РИО, ЧЕН в, 变形 状态 取决 于 
与 密度 有 单 值 函数 关系 的 1 个 变量 , 而 波 的 相位 平面 上 的 应 
力 重 直 于 该 平面 , 其 大 小 取决 于 变形 状态 , 即 取决 于 密度 
例如 , 黎 曼 波 理论 可 以 直接 应 用 于 非 线性 弹性 理论 中 的 平面 波 运动 ， 这 时 波 的 
相位 平面 垂直 于 2 轴 ， 而 位 移 平行 于 z 轴 ， 在 这 些 应 用 中 , 没有 必要 把 密度 当做 主 
要 的 未 知 量 , 我 们 可 以 选取 对 密度 的 依赖 关系 已 知 的 其 他 任何 一 个 参量 当做 待 求 量 . 
此 时 , 黎 曼 解 在 形式 上 的 相应 变化 是 显然 的 . 
、 在 构造 连续 介质 运动 问题 的 解 时 , 怎样 才能 知道 在 哪些 情况 
НН (中 心 下 必须 采用 各 最 解 呢 ? 
利用 量 纲 理论 , 从 问题 的 提 法 就 能 知道 待 求 的 解 在 哪些 
情况 下 具有 自 相似 性 . 容易 看 出 , 在 自 相似 平面 波 运动 中 ( 见 第 一 卷 第 七 章 ), 因为 自 
变量 > 和 + 以 组 合 z/t 的 形式 出 现 , ВП 


w=uof (1), p=Por (=), 


и=и(р). 


因此 , 这 样 的 自 相 似 运动 或 者 是 黎 曙 波 , 或 者 是 黎 曼 解 的 分 段 光滑 组 合 , 但 在 自 相似 
波 所 对 应 的 情况 中 , 公式 (18.15) 中 的 函数 F(p) 等 于 零 . 相应 的 解 称 为 中 心 波 , 因为 


所 以 
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景 u 和 p 在 zt 平面 上 经 过 坐标 原点 的 每 一 条 直线 
=const 
上 都 保持 不 变 
在 一 般 情况 下 , 关系 式 (18.15) 在 и 和 р 保持 不 变 时 也 定义 了 一 族 直 线 , 但 是 如 
果 F(p) 30, 则 无 论 u 和 р 的 取 值 如 何 , 这 族 直线 都 不 经 过 坐标 原点 . 显然, 沿 每 一 


运动 也 是 一 种 最 简单 的 黎 曼 解 )， 因 此 , 这 些 直线 是 特征 线 , 从 而 可 以 把 黎 曼 解 定义 
为 具有 一 族 直线 特征 线 的 解 . 


可 以 利用 黎 曼 解 来 构造 许多 问题 的 解 , 其 主要 根据 就 是 黎 曼 解 的 上 述 特性 例 
如 , 利用 黎 曼 解 容易 构造 出 活塞 问题 的 自 相似 解 . 在 这 个 问题 中 , 假设 带 有 活塞 的 柱 
形 管内 充满 完全 气体 , 活塞 和 气体 在 t < 0 时 都 处 于 静止 状态 , 活塞 在 t > 0 时 向 管 
口 常 速 运动 , 此 外 还 假设 气体 的 运动 是 绝热 的 , 或 更 一 般 地 假设 气体 的 运动 是 正 压 
的 , 要 求 计算 活塞 后 面 的 气体 运动 . 

在 各 种 应 用 中 存在 大 量 这 样 的 问题 , 要 想 精确 地 或 近似 地 解决 这 些 问 题 , 就 必须 
利用 上 述 黎 曼 简 单 波 理论 . 
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在 含有 大 量 气泡 的 液 “经 过 大 量 的 理论 和 实验 研究 , 人 们 已 经 发 现 , 气泡 在 液体 中 
体 中 发 生 的 现象 的 一 ”的 行为 一 -气泡 的 扩张 、 振 动 和 闭合 2 一 具有 一 些 奇妙 的 
般 特 性 力学 特性 , 并 且 这 些 特性 是 液体 中 的 气泡 所 固有 的 . 近来 , 相 
关 研究 成 果 仍 不 断 涌现 . 

在 许多 情况 下 需要 研究 气泡 在 液体 中 的 振动 . 当 爆 炸 物 在 水 下 爆炸 时 会 出 现 很 
大 的 气泡 , 其 中 充满 液体 燕 气 或 气体 ; 利用 电 火花 或 激光 东 聚 焦 也 能 产生 较 大 的 气 
№. 另 一 方面 , 当 压 强 下 降 时 , 蒸气 或 原来 溶解 在 液体 中 的 气体 会 释放 出 来 并 形成 大 
量 小 气泡 , 例如 室 化 现象 和 液体 沸腾, 在 用 于 研究 基本 粒子 径 迹 的 气泡 室 中 也 会 出 
现 这 种 现象. 许多 论文 致力 于 研究 单个 气泡 的 运动 和 含有 大 量 气泡 的 可 压缩 流体 的 
运动 , 后 者 伴随 有 声波 和 强 激 波 . 例如 , 在 某 些 物理 实验 中 需要 重点 了 解 存在 超声 波 
时 氧气 泡 在 液 气 中 的 行为. 

计算 表明 , 当 微小 气泡 在 水 中 振动 时 , 在 收缩 阶段 能 够 在 短 时 间 (10-6 一 10-9 5) 
内 产生 高 压 和 高 温 , 其 量 级 可 达 104 atm 和 10" °С. 在 压强 为 1 atm 的 水 中 , 半径 小 
于 1 em 的 气泡 在 平衡 位 置 附近 的 固有 振动 周期 的 量 为 10-3 一 10-6 в. 在 下 文中 将 
给 出 气泡 在 水 中 的 振动 周期 的 计算 结果 . 尽管 相关 现象 转瞬 即 逝 , 但 是 因为 高 温 高 
压 状态 的 出 现 , 在 许多 情况 下 必须 考虑 液体 的 可 压缩 性 , 气体 向 液体 的 传 热 , 气泡 中 


思 关 于 气泡 的 闭合 , 可 以 参考 23 页 对 空 蚀 的 解释 . 一 一 译注 
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ЧЕН, АТЕЛИЕ АСНА, 0 
及 一 系列 其 他 的 内 部 相互 作用 机 再 
最 大 的 困难 是 建立 气泡 生成 理论 和 非 对 称 运动 理论 . 引起 非 对 称 运动 的 因素 在 
于 气泡 的 球面 边界 在 气泡 闭合 过 程 中 的 不 稳定 性 , 液体 的 重量 , 以 及 流动 中 的 各 种 
不 均匀 性 (边界 条 件 、 运 动 激 波 等 ) 所 造成 的 压强 梯度 . 计算 和 实验 表明 , 气泡 在 固 
壁 附近 或 在 运动 激 波 作用 下 发 生 闭合 时 , 气泡 边界 发 生 很 大 的 变形 ; 一 个 典型 的 效 
应 是 , 从 气泡 边界 形成 极 细 的 液体 射流 并 高 速 流向 固 壁 . 这样 的 射流 与 物体 表面 发 
生 相互 作用 , 可 能 导致 物体 表面 的 破坏 . 
оламе “我们 玉 研 究 充 满 气体 的 孤立 球形 气泡 在 无 罩 液体 中 作 径 向 运动 的 
动力 学 问题 . 在 远离 气泡 的 无 穷 远 处 , 液体 处 于 静止 状态 ,压强 
poa(t) 和 温度 Т, (0) 作为 时 间 的 函数 是 给 定 的 . 这 个 问题 的 提 法 与 气泡 的 边界 条 件 
有 重要 关系 . 气泡 边界 是 运动 的 球面 , 其 半径 R(t) 是 变化 的 . 该 球面 是 强 间断 面 , 因 
为 球面 两 侧 一 般 分 别 是 密度 不 同 的 液体 和 气体 . 
我 们 首先 写 出 间断 面 (气泡 边界 ) 上 的 一 般 条 件 (考虑 液体 汽化 和 北 气 凝结 , 以 
及 气体 的 释放 或 吸收 , 引起 这 些 现象 的 因素 是 扩散 、 液 体 黏 性 、 表 面 张力 和 传 热 ) 这 
些 条 件 在 本 质 上 是 局 部 的 , 它们 独立 于 流体 (气体 或 液体 ) 在 气泡 以 内 或 以 外 的 径 向 
运动 性 质 的 相关 假设 . 质量 守恒 条 件 的 形式 为 
рт 
4782 dt 
式 中 = dR/dt, т 是 气泡 中 气体 的 质量 ，j, 是 单位 球面 上 由 扩散 和 汽化 (ВАС 
ЕН) 引起 的 从 液体 进入 气泡 的 气体 体积 流量 ，px, pt 和 ve, vi 分 别 是 气泡 边界 上 的 
气体 和 液体 的 宏观 密度 和 宏观 速度 
动量 方程 的 形式 为 


= pe(R—vs) = pr(R—v) = Руд, (19.1) 


1 dm 1 dm 20 
mma Pt еа е RA’ 
式 中 pt, ps 分 别 是 液体 和 气体 的 压强 ,o 是 气 液 分 界面 的 表面 张力 系数 ，rvt 是 球 
面 边界 上 的 流体 黏 性 应 力 的 径 向 分 量 . 在 许多 情况 下 可 以 认为 , 水 和 空气 分 界面 的 
表面 张力 系数 о 只 取决 于 温度 (在 15°С 下 с = 0.0735 N/m). 在 方程 (19.2) 中 忽略 
了 气体 的 黏度 . 

如 果 考 虑 从 液体 和 气体 向 球面 边界 上 的 物质 点 输送 的 热流 , 就 可 以 把 能 量 方程 
写 为 以 下 形式 : 


ptt Trt (19.2) 


2 2 
ро даа (0) = ена ро а (Чар 

(19.3) 
式 中 ZT, ke, Ut 和 -Us 分 别 是 液体 的 温度 、 热 导 率 、 质量 内 能 (计算 内 能 时 考虑 溶解 


在 液体 中 的 气体 ) 和 气体 的 质量 内 能 . dq/dt 表示 单位 面积 边界 上 的 能 量 流 , 包括 由 
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于 气体 传 热 而 释放 出 来 的 热流 和 从 气泡 边界 上 的 各 种 过 程 中 释放 出 来 的 能 量 流 , 这 
种 能 量 流 一 般 也 表现 为 热流 ， 边 界 上 的 这 些 过 程 取 决 于 有 时 极 薄 的 过 渡 层 的 结构 . 
在 方程 (19.3) 中 , 这 样 的 过 渡 层 就 是 液体 与 气体 之 间 的 球面 边界 . 过 渡 层 可 能 是 组 
成 肥皂 泡 的 肥皂 膜 , 气球 的 橡胶 膜 , 气 液 混合 物 中 的 相 变 层 , 等 等 . 在 气泡 高 频 振动 
时 和 其 他 一 些 情况 下 , 特征 参量 在 过 渡 层 中 的 分 布 极 不 均匀 , 过 渡 层 中 的 内 部 过 程 
是 非 平衡 的 不 可 逆 过 程 . 与 过 渡 层 性 质 有 关 的 能 量 流 对 da/dt 的 相对 贡献 一 般 很 小 ， 
仅 在 В 很 小 的 时 候 才能 够 明显 表现 出 来 , 而 过 渡 层 在 R 很 小 的 时 候 变 得 相对 较 厚 . 
在 实际 计算 中 , 在 dq/dt 的 表达 式 中 通常 只 考虑 气体 传 热 . 方程 (19.3) 中 的 最 后 一 
项 0) 2oR/R 给 出 表面 张力 引起 的 径 向 力 的 功 . 
方程 (19.1), (19.2) 和 (19.3) 适用 于 带 有 相 变 的 间断 面 . 差 值 


Us-Ur=L (19.4) 
包括 质量 相 变 能 (汽化 热 或 凝结 热 ), Г, 的 值 依赖 于 间断 面 两 侧 的 液体 和 气体 的 热力 


学 参量 , 这 些 参量 一 般 发 生 突 跃 . 
根据 方程 (19.2) 和 记号 (19.4), 可 以 把 方程 (19.3) 改写 为 以 下 形式 : 


1_ат[ (ur =)? да _ On 
ат Е? dt 2 d or. 


我 们 给 出 一 些 有 代表 性 的 个 别 情况 . 
7 结 
气泡 中 的 气体 质量 保 如 果 在 气泡 边界 上 没有 汽化 、 凝 结 和 扩散 , 则 气泡 中 的 气体 


持 不 变 时 的 边界 条 件 “质量 保持 不 变 ， 


(19.5) 


pg(or — ve) + + 本 十 А ur) + 


т = то = с008 7. = 0. 
这 时 , Я (19.1) 和 (19.2) 的 形式 非常 简单 : 


А 20 
у= 0 = Ё, pr=pe— в б" 


忽略 气泡 内 部 气体 参 ” 对 于 气泡 内 部 的 气体 或 蒸气 , 在 理论 上 的 计算 中 不 但 经 常 忽 
量 分 布 的 不 均匀 性 。 略 其 惯性 和 动能 , 而 且 经 常 忽 略 密度 和 温度 分 布 的 不 均匀 性 . 

这 主要 是 因为 气泡 半径 很 小 , 声音 和 激 波 在 气泡 内 的 传播 速 
度 远 远大 于 液体 和 气体 的 运动 速度 以 及 气泡 半径 的 变化 速度 , 此 外 , 气泡 中 的 气体 
或 蒸气 的 密度 在 量 级 上 通常 总 是 (或 者 大 致 总 是 ) 液体 密度 的 千 分 之 一 . 所 以 , 在 
很 多 问题 中 可 以 认为 , 气泡 内 部 的 压强 ps、 密度 р, 和 绝对 温度 Te 只 依赖 于 时 


+ 248 1 d(4rR?0) 
ка 20 а 
94", 1 dlarR?(o — Tdo/dT)] е аа dg а" 

г ЕЩ 

易 见 的 . 


2 在 不 同 问题 中 或 一 般 情况 下 , 唯一 确定 的 总 和 Е 可 以 改 为 и + 
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МО 并 满足 状态 方程 

Pe = f(pg, Те, X1, Хз, 77), 

Ung = PeVeUs(Pg, Те Ху Хоу 1), 
式 中 Umg 是 气泡 内 部 气体 的 总 内 能 ，Vs 是 气泡 体积 , x, хо, 5 表示 某 些 参量 . 如 
果 在 气泡 内 部 有 化 学 反应 , 或 者 如 果 其 中 的 气体 混合 物 的 组 成 发 生变 化 , 则 参量 Xi， 
Xz，… 可 能 发 生变 化 , 并 且 在 热力 学 可 逆 过 程 中 可 以 认为 参量 x; 是 р, 和 TT 的 已 
知 函数 ( 见 第 五 章 810). 

因此 , Ж Xi = xi(ps， Та), 就 可 以 认为 , 气泡 内 部 气体 的 热力 学 状态 可 由 以 下 

4 个 时 间 的 函数 来 描述 : 


(19.6) 


Ра» Te, ра R(t). 
这 些 函数 出 现在 状态 方程 (19.6) 中 . 

、 如 果 质 量 内 能 Us 只 与 pe 和 ps 有关, 气泡 内 都 气体 具有 和 
入 浊 由 部 守 体 参量 只 ” 定 的 质量 mo, 并且 可 以 认为 其 压强 和 密度 只 与 时 间 有 关 , 就 
可 以 把 气泡 的 热流 方程 写 为 以 下 形式 
А) dl 49 

| М 


а -mpeg pr + а’ 并 有 pe 


如 果 允 许 假设 过 程 是 绝热 的 , 即 如 果 认为 dQ = 0, 则 从 方程 (19.7) 得 到 
р, = f (pg) = pe(R). 


如 果 绝热 假设 不 成 立 , 但 4@/at 是 给 定 的 , 从 (19.7) 就 可 以 计算 出 pe(R). 如 果 假设 
气泡 内 部 气体 运动 是 等 温 过 程 , 则 应 从 状态 方程 和 (19.7) 计算 相应 热流 a@ /dt. 用 
这 样 的 方法 可 以 分 析 气泡 内 部 的 多 方 过 程 . 
为 了 在 更 一 般 的 情况 下 计算 ps(R), 必须 把 方程 (19.7) 与 用 来 确定 热流 dQ/dt 
的 其 他 一 些 关系 式 联 立 起 来 进行 求解 , 内 为 事先 不 知道 热流 . 
在 所 有 上 述 情况 下 , 为 了 确定 函数 R(t), 必须 使 用 能 够 计算 液体 运动 的 方程 
如 果 可 以 近似 地 认为 气泡 内 部 的 蒸气 在 液体 汽化 或 燕 气 凝 结 
给 害 气 泡 内 部 压强 的 的 过 程 中 处 于 静止 状态, 并 且 气泡 内 部 压强 pe 只 与 温度 Т, 
有 关 例如 压强 ps 等 于 饱和 阁 气 压 的 情况 , 或 者 压强 ps 等 
于 气体 各 组 元 已 知 分 压 之 和 并 且 所 有 分 压 都 取决 于 温度 Т, 的 情况 , 那么, 在 这 些 情 
况 以 及 其 他 一 些 情况 下 , 从 气体 的 状态 方程 就 可 以 计算 函数 p(T;)、 气体 的 内 能 和 
方程 (19.3) 中 的 dq/dt. 
六 本 节 后 而 将 证 明 , 如 果 气泡 内 部 的 不 可 着 效应 很 重要 , 则 还 是 需要 考虑 气泡 内 部 气体 参量 按 
半径 分 布 的 不 均匀 性 
在 ов Гав (ав 是 声速 ) 很 小 时 , 可 以 假设 气泡 内 部 的 pg 只 是 t 的 函数 , 即 假设 压强 沿 半径 均匀 


分 布 . 与 此 同时 , 仍然 能 够 假设 密度 px 和 绝对 温度 Ts 显著 依赖 于 半径 , 因为 气体 中 的 热流 和 气体 
与 液体 之 间 的 热流 与 此 有 关 . 在 气体 的 热 导 率 很 高 时 , 可 以 认为 Te 和 ps 只 是 上 的 函数 


(19.7) 
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这 时 , 间断 面 上 的 条 件 将 包含 表 征 气 泡 状 态 的 2 个 待 求 参量 : T(t) 和 АО). 为 
了 完整 地 解决 问题 , 还 必须 使 用 液体 的 运动 方程 扩散 方程 和 传 热 方程 
在 某 些 应 用 中 有 时 可 以 把 气泡 边界 上 的 能 量 方程 (19.3) 替换 为 请 如 Т, = сопа, 
这 样 的 简单 假设 , 于 是 ps = const, ps сопы, 气泡 内 部 气体 或 蒸气 的 状态 从 而 完全 
确定 下 来 
在 气泡 闭合 时 , 在 某 些 情况 下 会 在 气泡 内 部 或 附近 液体 中 产生 非常 高 的 压强 和 
温度 , 它们 大 于 相应 临界 值 在 这 些 情况 下 , 与 相 变 有 关 的 性 质 会 消失 , 而 气泡 “ 边 
界 "或 者 变 为 接触 间断 面 (上 二 — о), 或 者 在 与 运动 激 波 发 生 而 擅 之 后 分 裂 为 丰 
液体 中 高 速 运动 的 激 波 , 这 种 激 波 的 运动 速度 大 于 局 部 声速 
为 了 研究 整体 的 动能 方程 现在 考虑 液体 的 连续 运动 ， 并 先 
久光 外 部 的 于 压缩 流 一 个 无 限 大 的 物质 休 ， 其 边界 是 一 个 球面 ， 该 球面 的 半生 
Rr" > A(W)， 在 发 生 汽化 时 ,对 于 无 限 接近 的 两 个 时 刻 # 和 
0а, 我 们 认为 
F(t)> В(И), R(t +dt)= R(t +dt), 
即 气泡 边界 追 上 所 取 物 质 体 的 边界 .在 发 生活 结 时 则 认为 
В) = В), R(t +dt) > Rb 二 db)， 
1 气泡 边界 落后 于 所 取 物质 体 的 边界 
根据 条 件 ,从 时 刻 е 到 时 刻 * + dt, 上 述 物质 体 在 这 两 种 情况 下 的 运动 是 连续 


的 , 所 以 成 立 以 下 积分 关系 式 : 


dE 44) аА® 


а= а + (19.8) 


并 且 动能 变化 率 为 


о 
аЕ _ 4 Г ро? 87% рей ат 08) 402 
4 = = / Гат = dr 十 (dr = 4тт2 ат), (19.9) 


式 中 dm/dt 是 气泡 内 部 流体 的 质量 流量 , 在 发 生 汽化 时 dm/dt > 0, 在 发 生 凝 结 时 
dm/dt < 0; 对 于 从 气泡 发 出 的 或 者 在 气体 或 液体 中 向 气泡 中 心 运动 的 激 波 , 可 以 得 
到 类 似 的 不 等 式 . 
为 了 计算 外 力 的 功 , 可 以 考虑 半径 分 别 为 R*(t) 和 А") 的 同心 球面 之 间 的 区 
域 . 在 №" — оо 时 到 极 限 ; 得 
dA(®) 
dt 


= 2-9 (90) -Rp = в» | 等 
А 


— 47 (pr + Poo)ve, 


(19.10) 
因为 流 过 半径 为 А" 的 球面 的 流体 的 总 体积 流量 在 Е“ 一 co 时 等 于 (dVi/dt)w, 它 
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满足 公式 


(8) = иий (й). = Јако авы). 
а). 73 


进一步 , 根据 流体 运动 的 连续 性 , 对 所 取 可 压缩 流体 物质 体 中 的 内 面 力 的 功 可 


以 写 出 
d49 了， 7 аат Fs 
ЗА — [беда = fn- | т9енат, (19.11) 
в Е В 


式 中 e;; 是 应 变 率 张 量 的 分 量 ,7 是 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 , 我 们 指出 , 如 果 在 运动 
流体 中 存在 间断 ， 公式 (19.11) 就 不 再 成 立 ; 因此 , 前 面 在 选取 物质 体 时 提出 的 那些 
条 件 是 重要 的 2 . 

根据 等 式 (19.9), (19.10) 和 (19.11), 方程 (19.8) 的 形式 为 


а ЧЕ rtp рь дна Јес р.) [оет 
В R 


Е 


现在 , 如 果 再 使 用 间断 面 上 的 动量 方程 (19.2), Вр 
22 1 
нта аи), 


就 可 以 进一步 把 方程 (19.8) нЕ 


9 2 
a Гра ory ато Wve) 
2 4% [2 2 
в 


=4nR ви (р-ты №) + /е- р)" - Јен (19.12) 


ОРЕ Г ЦА АТИНЕ НТ КРЕ. 方程 的 形式 在 存在 热传导 时 并 不 发 生变 化 ， 
但 是 方程 中 的 积分 以 及 pw, vs, w 和 о 依赖 于 问题 的 完整 的 解 , 而 这 个 解 与 热传导 
жж. 

补充 了 方程 (19.12) 之 后 , 就 可 以 根据 前 面 建立 起 来 的 间断 面条 件 计算 函数 R(t) 
和 Te(t). 为 了 得 到 R(t) 和 T(t) 的 封闭 方程 组 , 可 以 提出 某 些 假设 , 以 便 估计 或 计 
算 (19.12) 中 的 所 有 积分 . 


在 第 一 卷 296 页 已 经 指出 , 在 可 压缩 流体 物质 体 的 绝热 运动 中 , 如 果 在 物质 体内 部 存在 间断 
面 , 积分 形式 的 炉 守 恒定 律 就 不 成 立 . 我 们 在 这 里 又 遇 到 一 个 类 似 的 例子 , 积分 形式 的 公式 (19.11) 
对 连续 运动 成 立 , 对 不 连续 运动 则 不 成 立 . 因此 , 我 们 强调 , 在 连续 运动 的 情况 下 完全 等 价 于 相应 
微分 关系 式 的 积分 关系 式 , 在 不 连续 运动 的 情况 下 可 能 根本 不 成 立 . 我 们 还 记得 , 与 此 相关 的 另 一 
个 问题 是 , 仅 有 微分 形式 的 运动 方程 无 法 得 到 间断 面条 件 
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气泡 外 部 的 不 可 压缩 “例如 , 如 果 假设 半径 为 в 的 球面 以 外 是 满足 纳 维 一 斯 托 克 斯 
流体 的 动能 方程 定律 的 均 质 不 可 压缩 流体 , 就 容易 计算 这 些 积分 . 这 时 有 


2 
аа, а. А РОА 


72 
所 以 
d 


а] Гы dr = тре ЧАЗА), fr теат = 和 ar 
® 


(黏度 и > 0). 这 时 , 从 方程 (19.12) 得 到 


dm [ 58 (В) |009) – «(ЮР 
04 = 5 } 


а 
2rpr ЧАЗА (В + 


= акно, ~ pe — 00 


在 dm/dt = 0 В о, = №, 所 以 方程 (19.13) 就 是 通常 使 用 的 气泡 振动 方程 


А =] (19.13) 


20 4.8 
ЕЕ й) = (р ве Е ). (29:4) 
气泡 的 绝热 振动 和 多 ”假设 p= const, 气体 压强 р, 是 в 的 已 知 函 数 , 我 们 来 研究 
方 振动 方程 (19.14) 的 解 的 性 质 . 例如 , 在 完全 气体 的 多 方 过 程 中 ， 
an 
(8), (19.5) 


式 中 n> 1 ШЖ п = у (у 是 泊 松 绝热 线 指数 ), 则 (19.15) 给 出 me(R) 的 绝热 关系 
式 . 为 简单 起 见 , 我 们 认为 pp 和 Ro 对 应 气泡 在 初始 时 刻 + = 0 的 状态 , 并 且 这 时 
R=0. 
方程 (19.14) 的 形式 可 以 改写 为 
(Rr)= 2. _р.- И 
Зе) = 2 (5, poo ) нй. (19.16) 


如 果 函 数 pe(RR) 已 经 给 定 , 则 在 и = 0 和 о = const 时 可 以 把 方程 (19.16) 的 解 用 积 
分 的 形式 表示 出 来 : 


в 
А 2 
ва = е /er 28а, 
Во 


/2 
РЕЧ а | R32dR 


„Г, — рь)? — 20 Вав 
Ro 


Е) 
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图 82， 公 式 (19.17) 中 根 号 内 的 函数 f(A) 在 pso/poo 和 o* 等 于 个 别 值 po/pu — 1- 20) 时 
的 图 像 


在 选择 平方 根 的 符号 时 应 保证 时 间 是 增加 的 . 令 


8а _ в 20 =0° 
WN pe ра" 
则 由 此 可 以 写 出 
入 
ey оа | МА 
в ee 十 - | 
1 /JI – А - Мал 


1 


对 于 多 方 过 程 或 绝热 过 程 (n = у), 根据 (19.15) 可 得 


入 
АЗ/2 ал 
т= | J (19.17) 


式 中 


ПХ = 十 Е Dt = X30-W]+(1-X)— 3070 = 1). 
平方 根 的 符号 必须 与 dX Ио ГАА т 是 单调 递增 函数 . 

图 82 给 出 了 公式 (19.17) 中 根 号 内 的 函数 f(A) 在 р/р. = 041, 10; с" = 0, 
о“ = 6.7 时 的 图 像 , 这 些 参量 值 所 对 应 的 情况 满足 

全 

车 р/р -1-c* < 0, 则 振动 发 生 于 № (1 > № = В /В) 和 № = 1 之 间 , 而 若 
Pgo/Pw 一 1 一 o” > 0, 则 振动 发 生 于 X =1 和 А; (1<X = А/В) 之 间 ; 这 里 的 
》X =1, я №; 是 方程 f(A) = 0 的 根 . 
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气泡 的 振动 周期 气泡 在 不 可 压缩 理想 流体 中 的 振动 周期 满足 公式 


3/2 
е = з" "= ЈЕ (19.18) 
ЁЙ т" = т"(р,о/рь., с", п) а" = 0 Ж1р,о/рь. = 01, 10 Їп (1 <п < 1.4) # 
依赖 关系 如 图 83 (а) 所 示 , 图 83 (b) 则 给 м 

Шт" Е п = 4/3 Жо" = 0, 1, 10, 100 ЕЎ 
对 lg(peo/p) 的 依赖 关系 . 利用 这 些 曲 线 
能 够 估计 多 方 指数 п (用 另外 一 种 方式 讲 
就 是 热 交 换 ) 和 比值 pso/po。 对 气泡 半径 
的 无 量 纲 振 动 周期 的 影响 . 


0"=0 


人) 


图 аз. 不 可 压缩 理想 流体 中 气泡 半径 的 无 量 纲 振动 周期 在 不 同情 况 下 对 不 同 参数 的 依赖 关系 : 
(а) 在 pso/poo 等 于 个 别 值 并且 不 考虑 表面 张力 时 对 气体 状态 方程 多 方 指数 n 的 依赖 关系 , (b) 在 
n= 4/3 并 且 表 面 张力 系数 等 于 不 同 值 时 对 lg(pso/p。) 的 依赖 关系 


从 图 83 和 公式 (19.18) 可 以 得 到 一 个 重要 结论 : 若 В < 1cm, 则 在 pw = 1atm 
时 te < 10-3 s. 因为 


s Pr = 
= В 
2р" 


所 以 气泡 的 振动 周期 具有 很 大 的 变化 范围 , 这 取决 于 压强 pw 和 初始 半径 Ro; 在 pm 
很 小 时 , 振动 周期 能 够 变 得 很 大 , 从 而 能 够 与 含有 气泡 的 流体 的 宏观 运动 特征 量 发 
生变 化 的 时 间 相 比 . 
我 们 再 来 研究 孤立 气泡 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 的 某 些 性 质 . 在 
气泡 闭合 速度 4=0 和 oc=0 时 ,从 (19.16) 有 

С 2 

аяб) = 2-00, — р). 
如 果 在 = Ко 时 有 &=0, Й 


в 
s 1 
= ра ] (р; — ро) Ат В? аВ. 
Во 
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因为 不 可 压缩 流体 的 动能 满足 公式 
Е = 2rptR3 忆 2， 
所 以 
в у 
Е = | (р, –р,.)4тЕ?аЕ = | (ps – р.) ЧУ, (19.19) 
/ 如 


式 中 Y 是 气泡 的 体积 . 
在 ps — Ро < 0 时 气泡 能 够 完全 闭合 . 在 Е 20 的 一 般 情况 下 , 在 气泡 完全 闭合 
(В 0) 时 有 


о 
Ёоо, Е- [© — ро) Ат? В. 
Ro 


所 以 , 如 果 pg < ры, 并 且 相 应 积分 不 等 于 零 , 则 已 在 气泡 完全 闭合 时 等 于 不 为 零 的 
有 限 值 . 


气泡 附近 的 压强 分 布 如 果 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 气泡 以 外 的 速度 势 等 于 


ЁЮ о де _ ЁН? 
Е о = ра" 


根据 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 , 我 们 有 


д ap 下 а 5% 7 
、 реро п (90) р.) 2ай) – бони. 


当 半径 > 发 生变 化 时 , 压强 p(t) 的 最 大 值 所 对 应 的 半径 值 > 满足 方程 
др 1 [ d (А+ 284? 
1 


所 以 m = oo 或 者 


在 第 二 种 情况 下 , 如 果 5 > А, 则 
ры, = Рыб) + ЧР) 


进一步 的 推导 是 对 任意 的 规律 p(R) 和 р, (В) (相应 于 R(t)) 进行 的 . 我 们 有 


ВЗ ай? 
2 ав 


а А а Я 1 А 
а) = ВАНО №) = &( +2) 


в 

= 14 (вай. Ер 10 _ =: 2 

= одай) + й = оа Р) 8+ а рева. 
Ro 
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根据 (19.19) 和 这 个 变换 可 以 写 出 


RE ， (pe—Po)rR’ | 2(pe — Рос) 
денек 


Ti 
зв 5 
Prmax = Poo(t) + 35 (р, — Ро + өв). 
Е 


3, А 
Pmax = р. + ЭЁ? р + 


200, 一 вы Б 
prR2 

由 此 显然 可 知 , 如 果 ” ps = 0, pu > 0, ДИЕ А 0, Ё — оо В т, > А (т, ЎА), 
并 且 在 气泡 闭合 时 , 不 可 压缩 流体 中 的 最 大 压强 趋 于 无 穷 大 , pmax(r) 一 00. 

因此 , 甚至 在 气泡 没有 反 压 (ps = 0) 的 情况 下 , 气泡 附近 的 液体 压强 在 В 0 
时 仍然 会 变 得 巨大 无 比 . 由 此 显然 可 知 , 即使 气泡 内 部 压强 为 零 , 液体 的 可 压缩 性 在 
气泡 闭合 时 也 能 够 显著 表现 出 来 . 
在 气泡 缩小 的 过 程 中 , 如 果 气泡 边界 上 的 压强 pg 上升, 则 液体 将 
减速 运动 , 速度 甚至 可 能 降低 到 零 , 这 时 已 = 0, 根据 (19.19) 则 有 


气泡 的 绝热 振动 


у 
Јес -pav = 0. 
Ww 


在 (ps -pw，V) 平面 上 , 运动 规律 
由 相应 曲线 表示 , 而 动能 由 阴影 部 分 的 
面积 之 差 表示 (图 84). 我 们 强调 , р, 是 
气泡 边界 上 的 压强 (и = 0, o = 0). 在 一 
般 情况 下 , 气泡 内 部 的 压强 具有 某 种 分 
布 . 如 果 假 设 气泡 内 部 的 压强 和 密度 与 
т 2296, 则 图 84 中 的 曲线 АС 将 表示 气 
泡 内 部 气体 状态 的 整体 变化 过 程 . 
图 &4， 用 于 在 (ps pe, У) 平面 上 绘制 表示 气 如果 假 设 气体 的 压缩 过 程 是 绝热 的 
泡 在 不 可 压缩 理想 流 休 中 的 扩张 过 程 的 曲线 。 和 可 逆 的 , 这 条 曲线 就 是 泊 松 绝热 线 . 如 
果 假 设 压缩 过 程 绝热 但 不 可 逆 , 则 对 于 
每 一 个 体积 值 V, 由 于 炉 随 时 间 的 推移 而 增加 , 图 84 中 表示 过 程 的 点 在 不 同时 刻 都 
将 位 于 泊 松 绝热 线 以 上 , 并 且 后 一 时 刻 所 对 应 的 点 也 将 位 于 前 一 时 刻 所 对 应 的 点 以 


3 原 书 把 这 个 公式 中 的 211/3 误 写 为 27/3. 一 一 译注 

这 时 得 到 一 个 自 相似 问题 , 在 以 下 专著 中 也 研究 了 这 个 问题 : Cenos Л.И. Методы подобия 
и размерности в механике. 9-е изд. Москва: Наука, 1981 ( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : л.и. 谢 多 
夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 . 沈 青 , ФИВНЕ, 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 
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上 . 因此, 若 压 强 p. 保持 不 变 , 则 在 气泡 的 绝热 不 可 北 振 动 过 程 中 , 相应 扩张 曲线 
应 当 具 有 曲线 Ар 的 形式 . 但 是 , 这 将 导致 气泡 振幅 不 断 增加 , 而 这 在 物理 上 是 不 可 
能 的 , 所 以 不 可 能 出 现 这 样 的 过 程 
然而 , 如 果 保留 绝热 不 可 赣 假 设 (这 在 物理 上 完全 允许 ), 那么, 显然 只 有 气体 参 
量 在 气泡 径 向 的 不 均匀 分 布 才 可 能 给 出 真实 的 形 如 АВ 的 扩张 曲线 . 例如 , 气泡 闭 
合 时 的 压缩 波 和 气泡 扩张 时 的 聊 乃 波 都 会 导致 气体 参量 的 不 均匀 分 布 . 气泡 内 部 过 
程 的 不 均匀 性 能 够 具有 重要 意义 , 上 述 讨论 可 以 视 为 这 个 结论 的 基础 
显然, 从 气体 向 液体 传 热 ( 不 绝热 ) 有 助 于 降低 情 , 从 而 能 够 让 (ps — ры У) З 
面 上 的 过 程 曲 线 位 于 泊 松 绝热 线 以 下 . 这 样 的 过 程 对 应 气泡 振动 的 衰减 
前 面 已 经 证 明 , 密度 和 温度 在 气泡 内 部 均匀 分 布 的 假设 是 不 
分 光 达 内 部 原 强 均 铝 可 接受 的 与 此 同时 ,在 许多 奥 型 情况 下 允许 假设 压强 在 所 
泡 内 部 均匀 分 布 , 即 р, = p(t). 
对 于 双 参 量 介质 中 的 平衡 过 程 , 如 果 压 强 р 和 温度 Т 为 独立 参量 , 则 在 一 般 情 
况 下 , № 40р, Т) 的 导数 满足 以 下 公式 ( 见 第 一 卷 第 五 章 公式 (6.14)): 


(9-5 
对 于 热 容 c, 和 cy 是 常量 的 完全 气体 , 我 们 有 


ө теу (№), 


ВИ + соя = оТ + сон. 


(19.20) 


根据 热力 学 一 般 公式 显然 可 知 , 在 气泡 内 部 , 密度 plr, t) 对 半径 > 和 时 间 上 的 
依赖 关系 可 以 通过 函数 p(t) 和 T(r, 0) 表示 出 来 , 而 这 些 函数 本 身 则 需要 从 还 包含 
v(r, 的 偏 微分 方程 (连续 性 方程 和 能 量 方程 ) 才能 确定 下 来 , 并 且 在 提出 气泡 中 心 
和 气泡 表面 的 边界 条 件 时 , 除了 条 件 (19.1) 一 (19.4) 或 (19.5), 还 要 运用 气体 扩散 、 燕 
气 凝 结 或 液体 汽化 的 相关 定律 . 前 面 在 160 页 已 经 指出 , 如 果 气泡 内 部 的 气体 质量 
固定 不 变 , 气泡 表面 的 边界 条 件 就 变 得 极为 简单 

在 研究 气泡 在 液体 中 的 扩张 或 收缩 时 , 如 果 气 泡 含有 该 液体 的 蒸气 , 则 在 某 些 重 
要 情况 下 可 以 认为 , 气泡 边界 上 的 相 变 是 由 相 变 平衡 条 件 控制 的 . 在 这 些 条件 下 , 在 
气泡 边界 上 沿 饱和 线 成 立 克拉 珀 龙 一 克 劳 修 斯 方程 , 该 方程 把 饱和 蒸气 的 温度 Tevap 
与 压强 联系 起 来 : 

ать _ Tevapll — pe(R)/pt] 


777 (19.21) 


式 中 Tovap = Te(R), 2 = 1—1, В п МЕ КИЕ НЯ Ех. 对 于 非 平衡 
相 变 过 程 , 可 以 把 (19.21) 替换 为 一 些 更 复杂 的 关系 式 , 其 中 还 可 以 考虑 气泡 的 曲率 
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半径 0 3 . 如 果 压 强 和 温度 在 气泡 边界 上 没有 间断 , 则 2 只 是 温度 或 压强 的 函数 
对 于 气泡 内 部 气体 的 球 对 称 运动 , 如 果 忽 略 黏 性 但 考虑 传 热 , 则 连续 性 方程 和 
热流 方程 的 形式 为 


2 + 650720) = 0, (19.22) 
28 = 9 _ 20а). (19.23) 

对 气体 中 的 传 热 过 程 使 用 傅 里 时 热传导 定律 , 我 们 有 
а= 692, (1920) 
式 中 ks 是 气体 的 热 导 率 . 连续 性 方程 (19.22) 乘 以 i 后 与 热流 方程 (19.23) 相 加 , 得 
(о) 00) 5 (99). (9.25) 


我 们 在 下 面 将 认为 液体 是 不 可 压缩 的 , 而 气泡 内 部 的 气体 由 完全 气体 状态 方程 
(19.20) 描述 . 对 完全 气体 状态 方程 与 水 蒸气 参量 的 数据 进行 对 比 , 二 者 在 压强 和 温 
度 的 变化 范围 分 别 是 1 一 10 atm 和 370—450 К 的 时 候 符 合 良好 (相差 3% 以 内 ). 

对 于 完全 气体 , 用 r? 乘 方 程 (19.25), 然后 对 т 从 0 到 Е 进行 积分 , 得 


ар() _ 4р; 3(7-1)/, ӘТ 37pgvg(R) 
тае (ыы), р (19.26) 
利用 公式 (19.20) 和 (19.24) 可 以 把 热流 方程 (19.23) 改写 为 
ӘТ, ӘТ, тд ат, \ ‚ dp(t 
521 (о) воз (79) + 0. 01927) 
液体 的 热流 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 
ва (57 + 29) - 12. (257), (9.28) 


式 中 с 是 液体 的 质量 热 容 . 气泡 周围 液体 中 的 速度 分 布 为 
vl(r, t) = эВ. 


在 函数 ps(p, Та), (р, Т), 22 给 定时 , 为 了 计算 ve(r, 0), p(t), Ть(т, 6) 和 Tr(r, 6), 
可 以 利用 方程 (19.22), (19.26) 一 (19.28) 和 以 下 边界 条 件 : 

在 r=0 时 
әт, 


%=0, 5 


=0; 


1) 例如 , 参见 : Нигматулин Р.И. Основы механики гетерогенных сред. Москва: Наука, 
1978. 

2) 还 可 参考 : Нигматулин Р.И. Динамика многофазных сред. Ч. 1. Москва: Наука, 1987 
(Nigmatulin В.І. Dynamics of Multiphase Мефа. У. 1. New York: Hemisphere, 1990). 一 一 译注 
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在 r=RR 时 


м, р =. = Ай) = (Ёо), 

ЖА (19.29) и ара 在 对 实际 应 用 颇 为 重要 
的 许多 情况 下 , 例如 在 毛细 效应 无 关 紧要 时 , 这 样 的 简化 是 允许 的 . 

在 平衡 相 变 过 程 中 , (19.29) 中 的 最 后 一 个 条 件 用 于 计算 相 变速 度 . 在 非 平衡 相 
变 过 程 中 Т,(А) # Tovap(p), Te(R) # ТК), 必须 额外 提出 动 理学 关系 式 才能 计算 相 
变速 度 . 

用 г2 乘 方程 (19.25), 然后 对 > 从 0 到 г 进行 积分 , 再 利用 (19.26) 和 边界 条 件 


(19.29), 我 们 得 到 气泡 中 的 速度 分 布 公式 


езерна о) -和 各 


方程 (19.13) 描述 气泡 径 向 运动 的 动力 学 行为 . 

在 上 面 提出 的 问题 中 , 可 以 在 考虑 液体 运动 时 从 方程 (19.27)，(19.28)，(19.26)， 
(19.13) 以 及 相应 初始 条 件 和 边界 条 件 计算 pg, Ts, Т, 和 В. 尽管 在 不 可 压缩 流体 
和 给 定 无 穷 远 压 强 的 情况 下 , 气泡 边界 上 的 所 有 参量 都 可 以 用 简单 的 公式 通过 函数 
R(t) 表示 出 来 , 这 个 问题 仍 很 复杂 . 

可 以 利用 数值 计算 得 到 函数 Ts(r, ©), Ti(r, 0), рь(г, 0), от, 6), p(t) 和 R(t) 的 
相应 的 解 . 

在 求解 液体 中 气泡 的 非 定常 径 向 运动 问题 时 得 到 的 定性 结果 和 定量 结果 不 但 有 
趣 , 而 且 有 用 . 图 85 (а) 给 出 质量 不 变 的 空气 泡 在 水 中 振动 的 计算 结果 0 , 计算 所 需 
的 水 和 空气 的 热 物理 参量 值 为 : 


Т= 300 К, рио = 1.29 ка-тг°, 7=14, ср = 1000 ə2.872.К-!, 
cf = 4200 ш? -572.К7!, К, = 0.0247 ка-т-572.КТ!, А = 0.68 kg:m.s 3.K-1. 
在 时 间 t 内 通过 气泡 边界 进入 液体 的 无 量 纲 形 式 的 总 热量 为 


(19.29) 


ОТ, 
т нне ан и (А68) 


计算 这 个 量 是 有 用 的 , 它 表 征 液体 动能 的 耗 散 ( 见 图 85 (а). 


1) Я. Нигматулин Р. И., Хабеев Н.С. Теплообмен газового пузырька в жидкости. Изв. 
АН СССР. МЖГ, 1974, вып. 5: 94—100 (Nigmatulin В. 1., Khabeev М. 5. Heat exchange between 
а қаз bubble and а Ваша. Fluid Dyn., 1974, 9(5): 759—764); Нигматулин Р. И., Хабеев Н.С. Ди- 
намика паровых пузырьков. Изв. АН СССР. МЖГ, 1975, вып. 3: 59—67 (Nigmatulin В.1., 
Khabeev N.S. Dynamics of vapor bubbles. Fluid Dyn., 1975, 10(3): 415—421). 


5172 > ала 流体 力学 


图 85. (а) 把 水 的 压强 pe 从 po = 1 ат 突然 提高 到 р, = 2 atm 之 后 , 空气 泡 半径 R 和 释放 
到 水 中 的 热量 Q* 随时 间 的 变化 情况 . (b) 水 中 气泡 小 振幅 自由 振动 套 减 率 对 气泡 平衡 半径 的 依 
МОЖ. 虚线 表示 由 水 的 恭 性 引起 的 振动 衰减 率 , 点 虚线 表示 由 水 的 可 压缩 性 引起 的 振动 套 减 率 ， 
曲线 1, 2, 3 表示 由 传 热 引 起 的 振动 衰减 率 Ar ( 见 (19.31), (19.32), 它们 分 别 对 应 充满 二 氧化 碳 
(Ds = 11 х 10-5 m?/s)、 空 气 (Ds = 2.1 х 10-5 m?/s) 和 氨 气 (Ds = 1.8 х 10-4 m?/s) 的 气泡 


当 液体 的 压强 从 po 突然 提高 到 p 后 , 气泡 开始 振动 , 其 状态 参量 从 初始 值 Ro， 
po, Т 变 为 Ер, Т, НЕ /Ro = (pi/po)Ms. 这 里 认为 毛细 效应 很 弱 . 液体 动能 
耗 散 为 热 重 , 从 而 导致 气泡 振动 的 衰减 

上 述 问题 的 数值 解 表明 ,即使 气泡 受到 强烈 压缩 , 以 至 于 气泡 中 心 的 气体 温度 
达到 很 高 的 值 ( 约 1000 К), 气泡 表面 的 温度 也 基本 不 变 并 近似 地 等 于 起 恒温 器 作用 
的 周围 液体 的 温度 . 因此 , 在 不 考虑 相 变 的 情况 下 , 气泡 内 部 的 传 热 问题 起 主要 作用 ， 
气泡 表面 的 边界 条 件 可 以 写 为 TI，_A = То 的 形式 . 这 是 因为 , 与 气体 相 比 , 液体 具 
有 大 得 多 的 热 导 率 和 小 得 多 的 热 扩散 率 DD; = Куре 

在 研究 振动 气泡 内 部 气体 的 典型 温度 分 布 时 可 以 发 现 , 热流 方向 在 某 些 时 间 段 
指向 气泡 内 部 , 尽管 气体 的 平均 温度 可 能 高 于 液体 的 温度 . 这 是 因为 , 在 气泡 收缩 时 ， 
在 气泡 表面 极 洲 的 过 渡 层 内 形成 很 大 的 温度 梯度 并 发 生 剧烈 的 热量 释放 ,而 液体 关 
于 吸收 由 此 导致 的 热量 ; СЕСИН, 气体 的 热传导 却 来 不 及 抵消 由 此 引起 的 气 
体 过 湾 层 的 冷却 

如 果 在 气泡 边界 上 发 生 液体 汽化 或 莱 气 凝结 , 则 相 变 潜 热 主要 由 液体 释放 或 吸 
收 , 因为 液体 的 热 导 率 通常 远大 于 气体 的 热 导 率 . 因此 , 对 于 由 莱 气 组 成 的 气泡， 外 
部 (液体 ) 的 传 热 问题 起 主要 作用 , 这 与 气泡 内 不 含 节气 的 情况 有 所 不 同 - 

当 液 体 压强 改变 时 ,蒸气 泡 有 两 种 极限 运动 状态 : 由 惯性 控 
大 和 入 的 从 乱 机 型 杖 制 的 运动 状态 和 由 传 热 控制 的 运动 状态 

实现 惯性 控制 状态 (或 称 瑞 利 运动 状态 ) 的 条 件 是 液体 


D 热 扩散 率 就 是 线性 热传导 方程 ( 见 第 一 卷 189 页 ) 中 的 系数 . 一 一 译注 
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的 热 导 率 足 够 大 , 以 至 于 液体 能 够 吸收 或 提供 在 相 变 过 程 中 释放 或 吸收 的 全 部 热量 . 
这 时 , 气泡 内 部 的 压强 不 随时 间 变 化 : 


р, = ро = сопзі, Тұ = То = const. 


从 形式 上 看 , 这 些 条 件 在 kt = оо, = = 0 时 成 立 . 
在 这 样 的 运动 状态 下 ， рнини вота (19.13) 描述 . 在 
实际 应 用 中 , 如 果 成 立 条 件 
Др = ро – Ро = Const, р; < pe, 22 др, Е 51 
即 可 实现 惯性 控制 状态 . 经 过 上 述 简化 , 方程 (19.13) 在 初始 条 件 
在 t=0 时 R= Во, (В) = 


下 的 解 具 有 以 下 形式 : 


wr(R) + 天 Е (2)]. (19.30) 
正 号 对 应 气泡 扩张 : 
Др>0, В> Во (Е оо, (№) — УЗАР/Зр); 
负 号 对 应 气泡 闭合 : 


Др<0, В<№ (В-+0, (В) >00). 
从 方程 (19.30) 可 以 计算 气泡 完全 消失 所 需 时 间 е: 


о А 
РСЕ 天 | Е (еур — ро, [22 [| а-е ау 
Я Д 1 (5 dR= в 5 /= (1 2) 0242 


5 1 
(Е) та) а, 8 
6 2/ ~、 ре 
= 645 (3) 220.915 А0 A 
3 
蒸气 泡 的 第 二 种 运动 状态 一 一 传 热 控制 状态 一 一 取决 于 液体 吸收 或 提供 相 变 热 
的 能 力 , 实现 这 种 运动 状态 的 条 件 是 
Dr [Ар 
Во < ү or 
这 时 没有 惯性 效应 , 蒸气 的 压强 和 温度 因为 公式 ps = pw + 20/0, Ts = Tivwp(pe) 而 
变化 很 小 , 蒸气 泡 在 过 热 液体 中 单调 扩张 , 在 受热 不 足 的 液体 中 则 发 生 闭 合 . 与 蒸气 
泡 大 小 不 变 的 情况 相 比 , 单位 面积 表面 上 的 热 交 换 在 蒸气 泡 扩张 时 更 加 剧烈 . 这 是 
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因为 , 紧 贴 藻 气 泡 表面 的 液体 过 渡 层 由 于 气泡 扩张 而 越 来 越 薄 ,过 渡 层 中 的 温度 梯 
度 则 越 来 越 大 .在 气泡 闭合 时 出 现 相反 的 效应 . 

在 р. Text) 的 变化 规律 给 定时 , 气泡 在 不 可 压缩 流体 中 的 和 
无 量 纲 主 定 参量 为 在 一 般 情况 下 取决 于 以 下 参量 : 


Ко, ро, Рао» pp 7, kg, Ке Ср» cp 9, pes 2, to, Toolto)- 
从 这 些 主 定 参量 可 以 组 成 10 个 独立 的 无 量 纲 组 合 : 


к Рю о № ир) РЕ а Ре 
т, ж) = =, ж ， = ， 
pe м 2, RoVpo/pr 
5-9, м=р 299 5р іо [00 Обь), 
Коро peDs Ро Roy pt Ро 


式 中 р, = ks/pgocp 是 气体 的 热 扩散 率 . 

因此 , 在 外 部 作用 me(b，Txt) 已 经 固定 的 情况 下 , 气泡 运动 问题 的 所 有 的 解 
都 取决 于 上 述 无 量 纲 主 定 参量 组 .独立 的 无 量 纲 主 定 参量 有 10 个 之 多 , 这 说 明 问题 
的 解 具有 多 种 可 能 的 运动 状态 . 参量 ! 在 没有 相 变 时 无 关 紧要 . 

如 果 压强 对 气泡 的 作用 不 算 强 并 且 没有 相 变 , 则 气泡 外 部 的 传 热 问题 就 不 再 重 
要 ,因为 о т, x ст, х0) > 1i 此 外 , 对 于 充满 懈 性 气体 的 气泡 , 过 程 取决 
于 独立 的 无 量 纲 参量 M, 7,4, 5, 56 这 些 参量 的 数目 显然 还 是 相当 多 的 . 

我 们 将 在 ps = po = const 的 条 件 下 研究 气泡 在 液体 中 的 小 幅 自 

气泡 的 小 由 振动 ”出 振 动 问题 , 并 认为 振动 具有 以 下 形式 : 


RD = Ro р + Аоехр (-=) зы] ，4o «1 (19.31) 


利用 线性 化 的 基本 方程 组 (气泡 动力 学 方程 和 液体 与 气泡 内 部 气体 之 间 的 传 热 
传 质 方程 ) 即 可 得 到 这 个 问题 的 解析 解 . 对 于 足够 大 的 气泡 (Ro > VDe/w), 该 解析 
解 给 出 自由 振动 的 频率 w 和 衰减 率 A 的 以 下 表达 式 О: 


“в 30 А+. + Ат, 
к (19.32) 
ати, rwRo 3rGE /De 
= АЫ Да Л 
Ам = ра” а Е Ro 220 


式 中 а, 是 液体 中 的 声速 . 为 了 得 到 公式 (19.32), 可 以 从 公式 (19.18) 出 发 , 在 传 热 过 
程 对 气泡 自由 振动 频率 没有 重要 影响 的 条 件 下 对 气泡 非 线性 振动 周期 进行 渐 近 分 析 
(在 (peo — pu)/pu 一 0 时 ). 量 Aw, Ла, Ат 分 别 表示 由 黏 性 、 可 压缩 性 和 传 热 引起 
的 气泡 振动 衰减 率 . 只 要 分 别 求解 绝热 不 可 压缩 黏 性 流体 、 绝 热 可 压缩 理想 流体 和 


1) Chapman В. B., Plesset M. S_Thermal effects in the free oscillation of gas bubbles. Trans. АЗМЕ 
D, 3. Basic Eng., 1971, 93(3): 373—376. 
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可 传 热 不 可 压缩 理想 流体 中 的 相应 问题 , 即 可 得 到 上 述 表达 式 . 

图 85 (b) 给 出 了 水 中 气泡 衰减 率 对 气泡 尺寸 的 依赖 关系 . 可 以 看 出 , 对 于 黏 
度 在 量 级 上 与 水 相当 的 液体 (ku = 10-3 kg.s-1.m-0, 在 1mm > Ro > 1072 mm 时， 
气泡 振动 的 衰减 不 取决 于 液体 的 黏 性 和 可 压缩 性 , 而 取决 于 气体 的 热 扩散 率 D。, ВЮ 
热 耗 散 占 据 优势 . 黏 性 耗 散 仅 在 黏度 很 大 的 液体 中 才 有 优势 . 例如 , 纯 甘 油 的 黏度 比 
水 大 103 倍 习 , 对 于 纯 甘 油 中 的 空气 泡 , 在 Ro = 1 mm 时 比值 Ar/Au = 0.17. 由 液 
体 的 可 压缩 性 引起 的 耗 散 , 即 无 界 可 压缩 液体 中 的 孤立 气泡 在 振动 时 向 远方 发 出 声 
波 扰动 的 现象 , 仅 在 Ro > 1 mm 时 才 会 表现 出 来 . 热 耗 散 状态 与 液体 动能 转变 为 执 
量 的 不 可 逆 过 程 有 关 . 具体 而 言 , 在 气泡 收缩 时 , 气体 温度 高 于 液体 温度 , 气体 向 液 
体 释放 热量 ; 在 气泡 扩张 时 , 气体 温度 低 于 液体 温度 , 液体 向 气体 释放 热量 , 并 且 返 
回 气体 的 这 部 分 热量 少 于 气体 在 气泡 收缩 阶段 失去 的 热量 . 

对 图 85 (Ь) 中 的 曲线 2 和 3 进行 对 比 之 后 即 可 证 实 , 在 其 余 条 件 相同 的 情况 下 ， 
氮气 泡 振动 的 衰减 速度 比 空气 泡 快 得 多 . 

众所周知 , 车 存在 相 变 , 则 气泡 的 固有 振动 频率 降低 , 总 衰减 率 大 幅 上 升 . 由 于 
耗 散 很 大 , 微小 的 蒸气 泡 基本 上 无 法 完成 自由 的 径 向 振动 . 已 经 证 明 , 如 果 相 变 和 毛 

” 细 效 应 同时 存在 , 就 会 出 现 新 的 不 等 于 气泡 自由 振动 频率 (19.32) 的 共振 频率 . ЖА 

泡 具有 两 个 共振 频率 , 因为 蒸气 泡 可 压缩 性 的 影响 显著 依赖 于 振动 频率 , 这 与 不 含 蒸 
气 的 气泡 有 所 不 同 . 

在 实验 中 发 现 并 通过 计算 证 实 的 一 个 有 趣 的 效应 引 是 , 在 超声 波 作用 下 , 蒸气 
泡 平均 半径 能 够 从 微观 尺度 (R ~ 0.1 шп) 显著 增长 到 可 见 尺度 (А ~ 0.1 mm). 这 
类 研究 之 所 以 很 有 迫切 性 , 是 因为 需要 制造 用 于 探测 带电 粒子 径 迹 的 超声 波 液 氢 气 
泡 室 . 在 带电 粒子 穿 过 气泡 室 的 时 候 , 沿 其 轨迹 会 产生 微观 尺度 的 蒸气 核 , 这 些 蒸气 
核 在 超声 波 的 作用 下 即 成 长 为 可 见 的 蒸气 泡 . 蒸气 核 成 长 的 基本 机 理 在 于 外 部 声场 
的 能 量 被 液体 吸收 并 用 于 汽化 . 


§ 20. 圆 球 在 不 可 压缩 葵 性 流体 中 的 运动 


势 流 假设 是 关于 物体 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 的 问题 能 够 被 有 效 解 决 的 保证 
条 件 , 这 时 得 到 用 来 计算 速度 势 的 一 个 线性 问题 . 

在 不 可 压缩 黏 性 流体 的 情况 下 , 类似 问题 中 的 流动 是 无 势 的 , 需要 求解 非 线 性 
的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 .从 数学 上 讲 , 关于 物体 在 黏 性 流体 中 运动 的 
问题 在 精确 的 提 法 下 非常 困难 . 要 想 在 理论 研究 中 获得 相应 的 解 , 总 要 额外 引入 一 


10 #1: Нигматулин Р.И. Эффекты и их математическое описание при распространении 
волн в пузырьковых средах. В сб.: Избранные вопросы современной механики (к 50-ле- 
тию С.С. Григоряна). Ч. 1. Москва: Изд-во Моск. ун-та, 1981 

2) 原 书 第 一 卷 第 四 章 中 的 甘油 数据 有 误 . 甘油 在 15°С 下 的 黏度 为 2.3 kg.s-1.m-!. 一 一 译注 

з) 这 就 是 被 广泛 应 用 于 超声 清洗 、 超 声 化 学 、 超 声 医学 等 许多 领域 的 超声 空 化 效应 . 一 一 译注 
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些 假设 例如 ,许多 理论 都 关系 到 运动 方程 的 线性 化 
| 斯 托 克 斯 近似 是 这 样 的 线性 化 处 理 的 一 个 最 简单 的 例子, 它 
斯 托 克 斯 近似 的 数学 “人 仅 适用 于 非常 小 的 需 庄 数 了 Re = ари (U 是 物体 的 速度 
ЧН, а 是 特征 长 度 , ”= п/о 是 运动 黏度 ), 这 时 , 纳 维 一 斯 托 
克 斯 方程 中 的 非 线性 对 流 项 完全 被 忽略 不 计 . 
在 这 样 的 近似 提 法 下 , 定常 运动 方程 组 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 形式 为 

ди д дб 
名 + 名 + 名 二， (204) 
әр 


или = 50, ио = Ф иш = 22. (20.2) 


在 黏度 /是 常量 时 , 仅仅 根据 方程 (20.1), (20.2), 以 及 物体 表面 的 无 滑 移 条 件 和 流体 
绝对 速度 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 条 件 , 就 可 以 解决 许多 具体 问题 

我 们 来 研究 静止 物体 被 不 可 压缩 流体 定常 绕 流 的 问题 , 认为 
蒜 性 流体 对 物体 的 作 无 内 远 处 的 流速 07 和 压强 po 都 是 给 定 的 . 对 于 具有 给 定 几 

何 形状 的 物体 , 它 的 各 种 几何 尺寸 都 取决 于 特征 长 度 必 几何 
相似 的 物体 具有 不 同 的 特征 长 度 . 

显然 ,在 斯 托 克 斯 近似 下 (方程 组 (20.1), (20.2)), 整体 流动 的 特征 量 只 依赖 于 以 
F 参 量 3): 
р, 4, О, а, В, ро, 


其 中 的 角 a, В 给 出 物体 相对 于 来 流 的 方位 . 显然 , 无 穷 远 处 的 常 压强 po 以 相 加 的 
形式 出 现在 压强 的 解 中 , 所 以 在 计算 流体 对 物体 的 合力 A 时 ,po 并 不 重要 . 
根据 第 七 章 中 的 相似 与 量 纲 理论 , 对 于 任何 形状 的 物体 都 成 立 公式 


Аб = сі (а, В) “ра, (20.3) 


式 中 д, U* 分 别 是 作用 力 和 速度 在 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 的 分 量 , ci 是 无 量 纲 系数 , 它们 
是 一 个 依赖 于 物体 形状 的 常 张 量 的 分 量 . 在 一 般 情况 下 , 作用 力 矢量 A 和 速度 矢量 
U 具有 不 同 的 方向 , 流体 对 物体 的 作用 力 包括 升力 和 侧 向 力 . 为 了 确定 常 系数 су, 必 
须 求解 数学 问题 或 进行 相应 的 实验 测量 . 

国 球 绕 流 问题 中 的 压 现在 , 我 们 在 斯 托 克 斯 近似 下 研究 不 可 压缩 黏 性 流体 的 圆 球 


绕 流 问题 . 
强 分 布 问 
分布 辣 本 从 方程 (20.2) 和 (20.1) 可 知 


Ap=0, 


关于 低 雷 诺 数 流动 的 系统 性 结果 , 可 以 参考 : РЕ. 低 雷 诺 数 流 理论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 
ЗЕ, 2002. 一 一 详 注 

好 这 里 不 考虑 质量 力 的 影响 . 一 一 译注 

引 我 们 在 这 里 和 以 后 一 直 认为 黏度 р 与 坐标 无 关 . 
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即 р 是 调和 函数 . 为 了 研究 函数 p(z, у, г) 的 性 质 , 我 们 假设 р 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 
求 出 poo = 0 所 对 应 的 解 之 后 , 只 要 加 上 ро, 即 可 得 到 po。 = ро 7 0 所 对 应 的 解 . 
因为 问题 是 线性 的 , 所 以 对 于 任意 的 来 流 方向 都 显然 成 立 以 下 等 式 : 


р = Up + Ор + О?рз, 


其 中 的 函数 pi(z，y，z), ро(т, у, 2), рз(т, у, =) 类 似 于 在 514 中 引入 的 势 函 数 Pi， 


42, ps. 
首先 让 笛 卡 儿 坐 标 系 原点 位 于 球 心 . 根据 每 一 个 求解 p; 的 问题 的 轴 对 称 性 , 我 


们 有 
т =р(2, УР +22), ра =ра(у, У +12), рз=р(ь УР +12); (204) 
另 一 方面 , 得 到 势 函 数 ф, 的 公式 (14.7) 的 方法 在 这 里 仍然 适用 , 于 是 有 
ра = f(z, М) я. (20.5) 
根据 (20.4), 可 以 引入 函数 Р, 使 得 了) 
р = F(y, УТ )у. 
若 令 f =9\У + 22, 则 (20.5) 可 以 改写 为 
р» = 9(1, уу +2 )у. 
由 此 可 知 
Fly, УР +12) =9(2, у +0). (20.6) 
函数 关系 式 (20.6) 仅 在 
ғ=9=х(ут+у +22) (20.7) 
时 才能 得 到 满足 , 式 中 x 是 > = Vz2 十 好 十 到 的 某 个 函数 , 其 实 , 在 y= 0, =, 
2= 17 
9(6, т = Р(0, у +1) = х(у +12). 
于 是 , 只 要 令 上 = z, 7 = У +, 即 可 得 到 (20.7). 因此 , 如 果 取 x = Џи (г)/", 则 
рт, у, 2) 满足 以 下 公式 : 


по Е А АД 


因为 压强 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 所 以 容易 看 出 ,函数 р 
= -全 十 名 


这 里 对 原文 略 作 改 写 , 使 表述 更 加 清晰 . — УВЕ 


> 178 - 第 八 章 流体 力学 


ЗА а, 1 是 常量 , 负 号 和 系数 и 是 为 了 简化 后 续 推导 过 程 而 添加 的 . 
不 失 一 般 性 , 我 们 进一步 认为 来 流 在 无 穷 远 处 平行 于 z 轴 . 在 这 样 的 情况 下 , Е 
强 满足 以 下 公式 : 
рер +, (20.8) 


式 中 a 是 待 求 常量 
А 把 压强 的 表达 式 (20.8) 代入 方程 (20.2), 我 们 得 到 速度 分 量 w， 
速度 场 的 计算 问题 ww 的 简单 的 泊 松 方程, 其 右 侧 函 数 是 已 知 的 . 
设 被 绕 流 加 球 的 半径 为 п, $ 


а 1 к? д, 
= (2-8) зоны ы, (209) 


Де= 25 = б-р). (20.10) 
为 了 计算 公式 (20.9) 中 被 记 为 u, о, wi 的 其 余 各 项 , 根据 (20.2), 我 们 有 以 下 方程: 
Аш = Au = Аш = 0， 


即 wi(z, у, 2), о (2, у, 2), шу (2, у, 2) 是 调和 函数 . 根据 (20.9), 我 们 有 以 下 无 穷 
远 条 件 : 


ш=0, d=w=0, 
而 球面 上 的 无 滑 移 条 件 则 给 出 
О-и= Зри, Ш ш р 
О=о= 
О=ш=ш 


由 此 显然 可 见 , 因为 v, 和 w, 满足 狄 利克 雷 问题 , 并 且 它们 在 球面 和 无 穷 远 处 
等 于 零 , 所 以 相应 的 解 恒 等 于 零 ， 


ti = ш =0. 
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速度 分 量 и, 在 球面 上 的 值 等 于 a/3R, 在 无 穷 远 处 的 值 等 于 常量 0. 只 要 取 调 
和 函数 


w=U+ #, 
式 中 с 是 常量 , 就 能 满足 上 述 两 个 条 件 . 球面 上 的 条 件 给 出 
са а 
оът зр 0 <= р - ВО. (20.11) 
为 了 计算 а, 最 后 再 使 用 方程 (20.1), 其 形式 为 
дщ ‚ды дш 
эт + Эу + тя +Аф=0. 
利用 w= и = 0 (20.10), 此 方程 的 形式 变 为 
дщ < _ д, __ 42 
ar т PT 
利用 (20.11), 由 此 可 得 
а=с= 380, 


压强 和 速度 的 公式 ”因此 , 对 于 上 述 圆 球 定常 绕 流 问 题 , 在 均匀 来 流 的 速度 U 平行 
于 z 轴 时 , 完整 的 解 可 以 通过 以 下 公式 表示 出 来 : 


_ ЗЕОит 
р= р оз, 
2380 (1 ү з зви RV |, 
7а (327152 有 
зво (1 2 0012) 
о (3-3) =» 


3RU /1 В? 
A (二 - 35) ==. 

从 公式 (20.12) 可 知 , 运动 特征 量 的 分 布 相对 于 与 来 流速 度 垂直 的 平面 yz 并 不 对 
Жо. . 
阻力 的 计算 在 公式 (20.12) 的 基础 上 能 够 计算 流动 区 域 中 任意 一 点 的 应 力 , 从 而 能 

够 计算 球面 上 的 应 力 分 布 , 由 此 容易 计算 阻力 ?9 ， 黏 性 流体 对 圆 球 的 
总 作用 力 А 为 

А= ] р. іс, 


Хо 
式 中 Хо 是 球面 2? ру? 2? = 天 (在 这 里 和 下 文中 , 法 线 指向 半径 增加 的 方向 ). 
这 种 不 对 称 性 主要 体现 在 压强 上 , 上 游 压 强大 于 下 游 压 强 . 显然 , 流 线 相对 于 通过 球 心 的 yz 
平面 是 对 称 的 . 一 一 译注 
习 这 是 直接 计算 阻力 的 常规 方法 . 根据 对 称 性 , 使 用 球 坐标 进行 计算 比较 方便 . 下 面 的 计算 没有 
采用 常规 方法 , 而 是 采用 了 一 种 与 144 页 的 相关 讨论 ( 见 那里 的 脚注 ) 相 呼应 的 方法 . 一 一 译注 
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定常 流动 的 斯 托 克 斯 方程 (20.2) 可 以 写 为 静 力 学 方程 的 形式 : 
ap。 ОР, , ӧр. _ 
ах + бу в, - 0. 
由 此 可 知 , 对 于 流动 区 域 中 的 任何 封闭 曲面 2*, 只 要 被 它 包围 的 流体 具有 有 限 的 体 
积 , 并 且 这 部 分 流体 的 运动 是 连续 的 , 则 在 斯 托 克 斯 近似 下 成 立 公式 
Ја = | (б а а-о. (20.13) 
Ба у 
此 关系 式 可 以 视 为 动量 方程 , 因为 在 斯 托 克 斯 近似 下 , 在 定常 流动 中 忽略 加 速度 , 所 
以 对 于 任何 区 域 都 必须 忽略 流体 动量 的 变化 , 即 忽略 


аа _ 
ас ан 
БА 


在 一 般 情况 下 , 对 于 任何 控制 面 2* 都 有 dQ/dt з 0, 但 因为 流体 速度 很 小 , 所 以 动 
量变 化 率 相对 而 言 是 2 阶 小 量 . 我 们 在 下 面 将 这 样 
选取 曲面 2", 使 得 dQ@/dt = 0, 于 是 可 以 把 关系 式 
(20.13) 看 做 在 斯 托 克 斯 近似 下 用 来 求解 流体 运动 和 
内 应 力 的 精确 的 动量 方程 . 

现在 假设 控制 面 2* 由 球面 Ze 和 流动 区 域 中 任 
何 把 该 球面 包围 在 内 的 封闭 曲面 组 成 . 由 (20.13) 


可 知 
4= | psdc= | ро. (20.14) 
е. 
图 вв. 流动 区 域 中 的 控制 面 由 长 ”如 图 86 所 示 , 选取 中 心 位 于 坐标 原点 的 长 方 体 的 表 
方 体 和 球面 组 成 面 作为 曲面 2, 其 各 面 平行 于 坐标 面 , 并 且 平 行 于 z 


轴 的 棱 的 长 度 为 21, 分 别 平行 于 y 轴 和 z 轴 的 楼 的 
长 度 为 25. 根据 解 的 对 称 性 , 公式 (20.14) 在 z 轴 上 的 投影 给 出 


А; =\=4 Paz do + Р..40 — Pzz do, (20.15) 
.| 5) 7! 5 v 

式 中 5: 和 5) 分 别 表示 长 方 体 的 下 游 面 和 上 游 面 , 它们 垂直 于 г 轴 , 53 表示 垂直 于 

2 轴 的 面 ( 见 图 86). 根据 对 称 性 , 分 别 垂直 于 z 轴 和 y 轴 的 4 个 面 上 的 力 是 相同 的 ， 

所 以 对 Ss 的 积分 具有 因子 4. 为 了 计算 上 述 面 力 积分 , 我 们 来 计算 р, Жр... 根据 


对 于 动量 在 г 轴 的 投影 的 变化 率 , 我 们 有 dQz/dt = [ puvn до, 式 中 的 积分 域 为 长 方 体 表面 
根据 对 称 性 , 对 所 有 侧面 的 积分 等 于 零 , 对 上 、 下 游 两 个 面 的 积分 大 小 相同 而 符号 相反 , 因为 这 两 
个 面 到 球 心 的 距离 相同 , 由 解 (20.12) 可 知 u(z) = (т), 并 且 在 上 游 面 上 vn = и, 在 下 游 而 上 
mm = м. 因此 , 对 于 这 样 选取 的 控制 面 2" = Хо + Р, 解 (20.12) 精确 地 满足 等 式 4Qz/dt = 0. 
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解 (20.12) 和 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 , 我 们 有 


ди guRUz3 

Ра = -p+ 一 -Po 十 一 26 十， (20.16) 
ди дш\ 9:Е012= 

pz( 吕 + 到) 三 + (2017) 


式 中 只 列 出 了 主 项 , 其 余 各 项 在 г 很 大 时 都 是 高 阶 小 量 . 
首先 在 一 ce 时 对 (20.15) 取 极限 . 由 (20.17) 可 知 , 车 z 有 限 , 则 量 р, 在 
т oo 时 具有 量 级 1/r4, 所 以 在 5 一 co 时 有 


ша / р. do = 0. 
5з 
利用 这 个 结果 和 公式 (20.16), ЖЕ Ь — оо 时 从 (20.15) 可 得 
13 
W = 9uRU ат + | папа, (20.18) 
Јен 


式 中 和 9 是 平面 S$; 上 的 极 坐标 . ЗЕБРА 1/12, 其 余 没有 明确 写 
出 的 各 项 具有 量 级 1/1. п = ІА, 在 ! со 时 取 极 限 , 得 


8а 
лал 
W = 187uRU / пят = бливИ, (20.19) 
о 


因为 在 (20.18) 中 没有 明确 写 出 的 各 项 所 对 应 的 积分 在 ! 一 оо 时 趋 于 零 , 而 (20.19) 
中 的 定 积分 与 ! 无 关 , 积分 结果 为 1/3. 贺 球 在 不 可 压缩 黏 性 流体 中 运动 时 , 阻力 不 
等 于 零 ) . 在 这 种 情况 下 , 公式 (20.3) 中 的 系数 с; 显然 归结 为 c5i, 并 且 在 d= В 
с = бт. 

我 们 在 上 面 解决 了 圆 球 在 不 可 压缩 黏 性 流体 中 运动 的 问题 . 公式 (20.19) 仅 在 雷 
诺 数 很 小 (Re = RU/v < 1) 时 才 符合 实际 情况 . 关于 公式 (20.19) 的 适用 范围 , 可 以 
参考 第 一 卷 335 页 的 图 63. 
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我 们 来 研究 不 可 压缩 黏 性 流体 在 很 长 的 柱 形 管 中 的 运动 , 管道 横 截面 具有 任意 
的 形状 . 


驴 低 雷诺 数 圆 球 绕 流 阻 力 公式 W = 6xjRU 通常 称 为 斯 托 克 斯 阻力 公式 . 容易 证 明 , 在 上 述 提 
法 下 , 由 球面 上 的 法 向 应 力 引起 的 阻力 ( 压 差 阻力 或 诱导 阻力 ) 占 总 阻力 的 1/3, 由 球面 上 的 切 向 
应 力 引 起 的 阻力 (摩擦 阻力 ) 占 总 阻力 的 2/3. 一 一 译注 
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图 87， 用 于 研究 黏 性 流体 在 柱 形 管 中 的 流动 


ЗОНУ ЕЛА, 使 得 = ВАРАТ ЗА ЯН, 并 用 表示 管道 在 
运动 方程 组 。y 平面 上 的 槛 截面 , 用 С 表示 其 边界 (图 вт). 假设 流 线 是 平行 于 2 
轴 的 直线 , Бы зоо w 产 0. 我 们 将 在 这 样 的 假设 下 求解 运动 方程 

流体 的 封闭 的 运动 方程 组 包括 连续 性 方程 


divo=0 
和 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 а Й 
еъ gradp + /Дъ, 
这 些 方程 在 上 述 条 件 下 简化 为 以 下 形式 : 
ди =0, (21.1) 
ЕД = Я =0, (21.2) 
о ( 铝 9) (21.3) 


从 (21.1) 和 (21.2) 直接 可 知 
w= wz, 0, рер, 9. 
显然 , 只 有 成 立 以 下 条 件 , 方程 (21.3) 才 有 可 能 成 立 . 这 个 条 件 要 求 
在 非 定常 运动 中 只 是 时 间 上 这 1 个 自 变量 的 函数 , 而 在 定常 运动 中 是 常量 . 
压强 沿 管 轴 的 分 布 车 把 Әр/д: 表示 为 -i, 则 有 
р=-#+С, (21.4) 
式 中 С: 是 积分 常量 , 在 非 定常 运动 中 一 般 依 赖 于 t+ 因此 , 压强 在 垂直 于 管 轴 的 同 
一 个 平面 上 具有 均匀 的 分 布 , 但 按照 线性 规律 沿 管 轴 变 化 , 即 p 是 z 的 线性 函数 . 量 


< 
5: 


t= 
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是 压强 在 单位 长 度 管道 上 的 降低 值 , 称 为 沿 管 轴 的 压 降 . 直线 (21.4) 表征 压强 沿 管 
轴 的 变化 . 为 了 完全 确定 这 条 直线 的 形态 , 换言之 , 为 了 计算 压 降 i 和 C1, 只 要 给 出 
管道 的 任意 两 个 横 截 面 上 的 压强 值 即 可 - 
计算 流 场 的 问题 ”现在 假设 压 降 i 已 经 给 定 , 我 们 来 研究 如 何 计算 流体 在 管道 中 的 
运动 速度 . 为 了 计算 w(z, у, 0), 根据 (21.3) 和 (21.4) 有 以 下 方程 : 
дш і и 
ЕЕ 24и, 
而 边界 C 上 的 无 滑 移 条 件 为 


ш= що (21.5) 
式 中 wo 是 给 定 的 管 壁 速度 值 , 该 速度 平行 于 > 轴 . 如 果 管 壁 静止 , 则 wo = 0. 在 一 
般 情 况 下 , 边界 C 可 以 由 若干 条 封闭 曲线 组 成 , 其 中 某 些 曲线 可 以 是 运动 的 . 对 于 
流体 的 非 定常 运动 , 在 计算 流 场 时 还 应 给 定 t= to 时 的 初始 条 件 
шх, у, to) = f(z, у), 
式 中 f(z, у) 是 已 知 函 数 . 
如 果 研 究 黏 性 流体 在 柱 形 管 中 的 稳 态 振动 , 这 时 
ї = Re(ioeiwt)， 
式 中 in 和 w 是 给 定常 量 , 则 在 求解 时 可 以 把 w 写 为 以 下 形式 : 
шс, у, 0) = Ве[Л(т, уе“. 
在 定常 运动 中 i= const, Bu/8t = 0, 速度 w(z, vy) 应 当 满足 右 侧 为 常量 的 泊 松 
方程 р 
Ди = = (21.6) 
和 边界 C 上 的 条 件 (21.5). 利用 待 求 函 数 的 一 个 简单 的 变换 


wz, у) = (т, у) — зи +12) (21.7) 


可 以 把 上 述 求解 函数 w(z, у) 的 问题 转化 为 一 个 狄 利克 雷 问题 , 即 求解 以 C 为 边界 
的 区 域 中 的 调和 函数 %(z, y) 的 问题 . 其 实 , 把 (21.7) 代入 泊 松 方程 (21.6), 我 们 
看 出 , 函数 vy(z, у) 应 当 满足 拉 普 拉 斯 方程 

9% Әр 
根据 w 的 边界 条 件 (21.5), Ср 在 C 上 的 值 应 当 等 于 


Фи +). (21.8) 
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显然 , 当 速度 wo 已 知 时 , 函数 р 在 给 定 边界 曲线 С 上 的 值 是 已 知 的 . 狄 利克 雷 内 
部 问题 具有 唯一 解 , 所 以 计算 流 场 w(z, у) 的 问题 也 具有 唯一 解 . 
对 于 许多 形状 的 横 截面 , 例如 圆 形 、 三 角形 、 甜 形 、 椭圆 形 等 形状 的 横 截面 , 以 
及 横 截 面 由 两 个 同心 圆 或 非 同心 圆 之 间 区 域 组 成 的 情况 , 上 述 问题 已 经 得 到 解决 2 . 
只 要 知道 速度 矢量 v 的 各 个 分 量 (此 处 是 0, 0, ш), 就 很 容易 计算 应 变 率 张 量 的 


分 量 
221 (9щ ды 
65 a dr) 


10w 1 дш 
беа 660—0, 6з тр 68 р 


知道 了 应 变 率 张 量 的 分 量 , 利用 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 
Pij = -Р9; Кт. Ту = рез 
容易 计算 应 力 张 量 的 分 量 . 在 上 述 问 题 中 , 我 们 有 


这 里 显然 有 


Ow Ow 
Та = 722 = 733 = 71а =0, тз= нас, тз Ро: 
由 此 可 知 , 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 ry 与 > 无 关 , 分 量 ms 和 тоз 是 由 速度 w 的 梯度 引 
起 的 . 
流体 运动 速度 w 与 z 无 关 . 在 定常 运动 中 , 每 一 个 流体 微 元 都 常 速 运动 , 加 速 
度 为 零 (dv/dt = 0), 所 以 作用 在 流体 中 任何 控制 体 上 的 所 有 外 力 之 和 等 于 零 . 因此 ， 
作用 在 每 一 个 流体 微 元 表面 上 的 黏 性 应 力 都 与 作用 在 该 表面 上 的 压力 平衡 . 
不 难 证 明 , 我 们 所 研究 的 流体 运动 是 有 旋 的 , 尽管 流 线 都 是 直线 ; 涡 量 w 的 计算 


公式 为 

аео 4 (954—250) 
静止 四 管 中 的 定常 流 ” 设 静止 管道 (wo = 0) 的 模 截面 是 半径 为 a 的 圆 . 令 坐 标 原点 
动 问题 位 于 圆心 , 则 根据 (21.7) 有 


на 
ш(2, у) =, у) — г" 


式 中 7 = уто +. 根据 条 件 (21.8), 函数 (z, у) 在 圆周 C 上 的 值 应 当 是 常量 , 即 
在 r= 2 у? = а Фу = ia?4p. 
显然 ， 
ia? 
7 


了 对 于 三 角形 、 和 矩形 等 形状 的 横 截面 , 上 述 问题 的 解 是 用 级 数 给 出 的 . 一 一 译注 
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就 是 上 述 狄 利克 雷 问题 的 解 , 因为 常量 у = іа2/ ди 既 满 足 拉 普 拉 斯 方程 , 也 满足 圆 
周 C 上 的 边界 条 件 
用 以 上 方法 求 出 函数 р 之 后 , 我 们 进一步 得 到 圆 管 横 截 面 上 的 速度 分 布 公式 


Е 20 0). (21.9) 


圆 管 横 截 面 上 的 速度 剖面 (21.9) 是 旋转 抛物 面 . 最 大 速度 出 现 于 管 轴 , 在 r=0 时 有 


іа? 


Wmax = Чи’ 
我 们 来 计算 体积 流量 О, 即 单位 时 间 内 流 过 管道 模 截 而 的 流体 的 体积 . 我 们 有 
9= fw2rrar= я /rar= та (210) 
2 Ч 


我 们 指出 , 流量 Q 强烈 地 依赖 于 圆 管 半径 а, 它 正比 于 a 的 4 次 方 . 
圆 管 中 的 平均 流速 等 于 


Wavg = р = = Вы, (21.11) 


АЛЕША РАГА ИСЕ ЛЯЕТ Ш НЕ Е 
形 管 中 的 定常 流动 的 “定常 流动 , 现在 考虑 类 似 的 问题 . 这 时 , 整体 流动 的 主 定 参量 
一 般 性 质 显然 是 

а ші, (21.12) 


其 中 a 是 机 截面 的 特征 尺寸 这 里 不 需要 把 密度 p 列 在 主 定 参量 组 之 中 , 因为 所 研 
究 的 流动 没有 加 速度 , 流体 的 惯性 并 不 重要 . 用 主 定 参量 (21.12) 无 法 组 成 无 量 纲 量 ， 
所 以 , 对 于 具有 任意 梭 堆 面 的 管道 根据 量 纲 理 论 可 以 得 到 以 下 公式 : 
wo hh, 06,184. we 
ны, Фе, шин, 
Зо, В 是 无 量 纲 常数 因子 ，ia?/j 和 аи 分 别 具 有 速度 和 体积 流量 的 量 纲 . 
因此 , 对 于 具有 任意 模 截 面 的 管道 ,最 大 速度 、 流 量 和 平均 速度 对 ,a 和 и 的 依赖 
关系 在 形式 上 与 图 管 的 情况 相同 . 从 以 上 计算 结果 可 知 ， 
ке =. Һ= 
为 了 确定 因子 А, о 在 其 他 情况 下 的 值 , 必须 进行 理论 计算 或 实验 测量 
我 们 来 计算 流体 对 长 度 为 1 的 一 段 加 管 的 作用 力 А. 一 方面， 
流体 对 回答 的 作用 力 ” 对 半径 为 。、 长 度 为 :的 圆柱 形 控制 体 写 出 的 动量 方程 给 出 


Е = (р, – ра)па?, (21.13) 
注意 公式 (21.13) 并 非 直 接 得 自 公式 (8.7), 因为 前 提 条 件 有 所 不 同 . 译注 
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式 中 р, 和 ps 是 相距 1 的 模 截 面 上 的 压强 ( 见 图 вт). 另 一 方面 , 可 以 根据 纳 维 一 斯 
托 克 斯 定律 

= 00е 
和 (21.9) 计算 流体 对 管 壁 的 切 向 应 力 , 在 > = а 时 得 到 


因此 , 管 壁 上 的 切 向 应 力 处 处 相同 , 阻力 В 等 于 
Е = 2ralno. (21.14) 


摩擦 系数 ”所谓 摩 擦 系数 cj, 是 指 作 用 力 RR 与 pw2s5/2 之 比 
в 
Ps = 
式 中 5 是 某 个 特征 面积 . 如 果 认为 5 是 所 研究 的 那 一 部 分 管道 的 侧面 面积 , 则 在 圆 
管 的 情况 下 , 从 (21.13) 和 (21.14) 可 得 
2m ia 
cr = = 


РШ Ри,’ 
或 者 利用 (21.11) 把 它 表 示 为 


<, 


28.016, 
рами Re’ 
式 中 Re = pdwaws / и 是 雷诺 数 , d = 2a 是 圆 管 直 径 . 

关于 上 述 流动 的 研究 工作 最 早 是 由 泊 肃 叶 和 哈 根 在 19 世纪 中 期 完成 的 0 . 在 
实际 应 用 中 , 这 种 流动 一 般 仅 在 不 高 的 雷诺 数 下 才能 实现 . 在 研究 直径 很 小 的 管道 
(毛细 管 ) 中 的 流动 时 , 上 述 流动 尤其 重要 . 


су = 


$22. ЖАНЕ 5) 


雷诺 实验 ”考虑 以 下 经 典 实验 . 某 种 液体 在 压强 差 p — powm (> 0) 的 作用 下 从 一 个 

大 容器 中 通过 一 根 很 长 的 玻璃 圆 管 流出 (图 88), 同时 从 漏斗 4 通过 一 

根 细 管 向 流出 的 液体 中 注 人 被 染色 的 同一 种 液体 . 为 了 控制 流量 , 可 以 升 高 或 降低 
容器 中 的 液 面 高 度 , 或 者 改变 玻璃 圆 管 的 长 度 (从 而 改变 压 降 2). 

只 要 知道 流量 和 玻璃 管 半径 , 显然 就 可 以 计算 液体 在 玻璃 管 中 的 平均 流速 wave、 

对 液体 在 玻璃 管 中 的 流动 进行 观察 , 我 们 看 到 , 在 流速 ws 较 低 时 , 被 染色 的 液体 


流量 公式 (21.10) 称 为 险 根 一 泊 肃 叶 定 律 , 而 黏 性 流体 在 圆 管 中 的 上 述 定常 流动 称 为 哈 根 一 泊 
肃 叶 流动 (在 中 文 文献 中 通常 称 为 泊 肃 叶 流 动 ). 一 一 译注 
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и и ба 
有 清晰 的 边界 . 这 样 的 流动 很 好 地 符合 上 述 泊 肃 叶 解 . 

当 流速 wwe 增加 时 , 我 们 发 现 , 从 基 一 个 速度 值 开始 , 被 染色 的 液体 不 再 稳定 
流动 整个 下 瑞 管 中 的 液体 都 被 末 色 ,换言之 , 液体 微 元 的 速度 在 垂直 于 管 轴 的 方向 
上 的 分 量 w 和 о 开始 不 等 于 零 , 在 流动 中 出 现 横向 混合 现象 

如 果 把 上 述 下 殉 管 替 拨 为 直径 更 大 的 玻璃 管 并 重复 同样 的 实验 ,我 们 将 发 现 ， 管 
中 的 流动 在 流速 较 低 时 仍然 是 平移 的 ,但 在 流速 和 高 后 变 得 不 再 平稳 , 被 染色 的 液 
体 开始 与 未 被 琳 色 的 液体 发 生 混合 . 然而 ,混合 现象 在 后 一 种 情况 下 在 更 低 的 流速 
wavs 下 即 可 出 现 . 如 果 采用 第 一 根 下 瑞 管 和 运动 共度 = py/ 更 大 的 另外 -各 液体 
重复 实验 ,我 们 将 发现 , 液体 在 管 中 发 生 混合 的 现象 在 平均 流速 wws 比 第 一 种 情况 
更 大 时 才 会 出 现 

大 量 类 似 实验 可 以 表明 ,在 对 不 同 介质 (水 、 空 气 、 油 , $ 
БН МИЯ 等) 进行 的 所 有 实验 中 , 稳定 流动 状态 的 破坏 都 是 在 雷诺 数 

Re = rwwws/v Cr 是 加 管 半径 ) 等 于 同样 的 数值 时 发 生 的 . 该 
数值 称 为 临界 雷诺 数 , 用 Re 表示. 

在 Re < не, 时 ,被 染色 液体 稳 
定 流动 , 而 在 Re > Ае. 时 , 管 中 的 
ВИННИ, 流动 不 是 稳定 
的 . 在 通常 条 件 下 , 加 管 流动 的 临界 
雷诺 数 为 1200 一 1400. 

我 们 把 流体 的 那 种 平稳 而 有 序 
的 、 每 一 屋 流体 都 具有 清晰 的 边界 、 
并 且 在 与 基本 运动 方向 生 直 的 方向 ва аа 
上 没有 强烈 的 无 规则 混合 的 流动 称 
为 层 流 . 相反 , 我 们 把 那 种 无 序 的 、 不 规则 的 、 流 体 微 元 不 但 具有 基本 的 平均 运动 
度 、 而 且 还 不 断 随机 地 偏离 平均 运动 方向 的 非 定常 流动 称 为 滑 流 . 在 上 述 实验 中 , А 
流 在 Re = Re 时 向 油 流 转变 , 对 于 苛 性 流 休 在 管道 中 的 运动 , 从 层 流向 消 流 的 转变 
恰恰 发 生 在 确定 的 雷诺 数 下 ,而 不 是 发 生 在 其 他 某 个 参数 的 某 个 确定 值 下 这 是 十 
分 自然 的 , 因为 可 以 选取 


т, bh, 0, Wavg 


作为 整体 流动 的 主 定 参量 , 并 且 由 此 只 能 组 成 1 个 无 量 纲 组 合 一 一 雷诺 数 . 所 以 , 这 
个 无 量 纲 组 合 是 黏 性 流体 的 上 述 流动 的 基本 的 运动 特征 量 和 相似 参数 , ЭЧЕ Я. 
出 现在 管道 中 , 自然 界 和 工程 应 用 中 的 许多 流动 都 是 湛 流 . 举例 来 说 , 大 气 层 中 的 气 
流 , 液体 和 气体 在 流体 机 械 以 及 风 洞 或 水 洞 中 的 运动 , 输 水 管 中 的 水 流 , 江河 中 的 水 
Я, 大 型 物体 (如 飞机 、 船 舶 等 ) 边界 层 中 的 流动 , 这 些 都 是 典型 的 满 流 . 近来 , 各 种 
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实验 装置 和 技术 设备 中 的 等 离子 体 潜流 ， 天体 物 理学 领域 中 的 涌流 , 例如 星云 和 全 
ВЕН, 等 等 , 引起 了 广泛 关注 . 
实验 和 ” 般 理 论 表明 , 无 论 流动 状态 是 层 流 还 是 涌流 , 平均 压强 沿 静 止 管道 的 轴 
线 的 变化 规律 都 是 线性 的 ， 我 们 在 前 一 节 中 研究 过 流体 在 圆 管 中 的 流动 ， 其 横 蕉 面 
上 的 速度 前 面 是 旋转 抛物 面 , 这 样 的 流动 仅 在 层 流 状态 下 才 会 出 现 ; 在 消 流 状态 下 ， 
平均 速度 剖面 的 形状 变 得 比较 平缓, 管道 模 截 面 上 的 混合 与 动量 交换 使 平均 速度 и 
在 整个 模 项 而 上 基本 处 处 相同 , 速度 仅 在 管 台 附近 很 注 的 一 层 中 才 因 为 无 滑 移 条 件 
而 迅速 减 小 到 零 ( 见 图 88 (Ы). 
”在 雷诺 数 远 小 于 Не. 时, 层 流 对 不 大 的 扰动 并 不 敏感 . 即使 
算 道 中 的 尿 流 运 动 的 在 外 部 存在 不 大 剧烈 的 振动, ЧОМЕ НЕЯ ИВ, 流动 在 从 
容器 进入 管道 时 不 够 平 组, 流动 仍然 保持 层 流 状态 (不 转变 
ЭНИН). ЕЕЗ е, В, 层 流 运动 对 这 类 因素 则 非常 敏感 . 如 果 尽量 避免 外 
部 振动 ,使 用 非常 光滑 的 管道 保证 容器 中 的 液体 处 于 安静 状态 , 并 让 液体 进入 管道 
时 非常 平稳 , 就 能 够 扩大 层 流 状态 的 存在 范围 , 使 流动 在 雷诺 数 高 于 1400 时 仍然 保 
持 层 流 状态 如 果 采 用 所 有 这 些 防备 措施 , 层 流 状态 就 能 够 在 雷诺 数量 级 达到 20000 
时 一 直 保持 ， 因 此 , 我 们 设想 ,管道 中 的 层 流 可 能 是 不 稳定 的 ， 哈 根 一 泊 击 叶 流动 的 
不 稳定 性 导致 消 流 的 出 现 .这 个 问题 在 一 百 多 年 以 来 一 直 是 研究 热点 , 至今 在 这 一 
领域 仍然 不 断 出 现 引 人 关 注 的 新 的 工作 . 多 数 工作 致力 于 研究 无 穷 长 管道 中 的 哈 根 
一 泊 肃 叶 流 动 的 不 稳定 性 . 一 种 流动 , 若 其 中 的 小 扰动 随时 间 的 推移 而 消失 ,我们 就 
称 之 为 稳定 流动 ; 若 这 些 扰动 随时 间 的 推移 而 增长 ,我 们 就 称 之 为 不 稳定 流动 . 然而 ， 
更 详细 的 分 析 表 明 ,管道 具有 无 穷 大 的 长 度 对 该 理论 而 言 至 关 重要 . 因此 , 真正 实现 
无 限 长 管道 中 的 哈 根 一 泊 赴 叶 流 动 的 不 稳定 性 的 发 展 过 程 是 不 可 能 的 ， 必须 考虑 有 
限 长 管道 的 边界 条 件 .此 外 , 既然 实验 表明 , 只 要 利用 一 些 专门 装置 来 保证 流体 平稳 
地 流 和 管道 ,稳定 流动 就 能 够 在 很 大 范围 内 存在 (在 Re = 20000 以 内 ), 所 以 最 应 引 
起 注意 的 和 看 来 最 有 前 景 的 是 那些 研究 有 限 长 管道 中 的 哈 根 一 泊 肃 叶 流动 的 稳定 性 
的 工作 , 在 这 些 工作 中 要 考 虚 管 道口 和 出 口 截面 上 的 条 件 . 与 无 限 长 管道 的 情况 相 
比 , 提出 并 研究 有 限 长 管道 中 的 稳定 性 问题 要 困难 得 多 , 因为 护 动 在 有 限 长 管道 中 
随时 间 的 演化 特性 对 管道 出 口 和 和 口 条 件 的 形式 及 组 合 有 很 强 的 依 壤 关 系 , 扰动 在 
沿 管道 传播 的 过 程 中 受到 这 些 条 件 的 影响 , 在 管道 两 端 发 生 扰动 的 反射 ， 出 口 与 人 
口 的 边界 条 件 发 生 相互 作用 . 
在 雷诺 数 很 大 的 情况 下 使 流动 保持 层 流 状 态 具有 重要 的 实际 
降低 摩擦 系数 的 方法 “总 摩擦 系数 表征 物体 在 流 休 中 运动 时 物体 表面 的 犁 性 摩 
ЗИ. 实验 和 理论 表明 ,在 相同 的 雷诺 数 下 , 层 流 边 界 层 ( 见 523) 所 对 应 的 摩擦 系 
数 远 小 于 湛 流 边界 层 所 对 应 的 摩擦 系数 ， 所 以 ,和信 们 对 保持 层 流 边界 层 的 方法 进行 
了 大 量 研究 , 从 而 在 降低 阻力 方面 获得 了 巨大 成 功 
增加 物体 表面 的 光滑 度 , 使 其 像 镜面 一 样 光滑 , 这 有 助 于 保持 绕 流 的 层 流 状态 ， 
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即使 绕 流 是 洪流 , 增加 光滑 度 也 可 能 降低 阻力 . 此 外 , ЕБЕ ЧЕРТА 
В. 使 边界 层 中 的 流体 能 够 被 吸 到 物体 内 部 , 这 样 也 能 推迟 层 流向 涌流 的 转变 . 

用 实验 方法 已 经 证 明 , 只 要 向 物体 附近 的 运动 液体 中 加 入 微量 ( 儿 万 分 之 一 ) 特 
НИЖЕ СЕМЯН), 即 可 明显 影响 物体 表面 附近 的 流体 运动 , 用 这 种 方法 也 能 降 
低 管 避 的 摩擦 阻力 .添加 如 此 微量 的 添加 剂 实际 上 皮 不 会 改 变 液体 的 密度 和 条 度 ， 
也 不 会 明显 地 通过 低 需 庄 数 层 流 运动 中 的 速度 分 布 体现 出 来 , 却 能 够 影响 被 线 流 避 
面 附近 的 灌流 运动 . 因此 显然 可 以 看 出 ,在 这 种 情况 下 需要 对 我 们 至 今 仍然 采用 的 关 
于 各 性 流体 运动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 理论 进行 重要 改进 ， 可 以 完全 确定 地 说 , 介质 在 
某 些 滑 流 运动 区 域 中 才能 够 表现 出 来 的 革 些 性 质 对 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 所 描述 的 平 
稳 的 层 流 运动 并 不 重要 

Сан ИЛЕБИНЕ АНЕ Е, 尽管 流体 微 元 被 视 为 连续 介质 , 但 是 
ВРШЕШЕ сотре ЧАА ЕВЕ 
АТЛАП ЧЕЛЕ Е ЯКЕ. ЧЕЙН Зу, 流体 微 元 的 轨迹 极 
ЭАЗЯНЕННЫЙ. НЕНА, ЗА ВОРА РОВ ЕО 
如 图 89 所 示 的 形式 . 在 图 中 给 出 了 空间 中 一 个 给 定点 的 密度 随时 间 + 的 变化 实例 ， 
这 种 变化 特点 对 消 流 运动 而 言 是 典型 的 .密度 不 
但 具有 主要 的 变化 趋势 (图 中 的 平滑 虚线) 而 且 
具有 不 规则 的 高 频 涨 落 .在 固体 中 也 能 够 观察 到 
状态 特征 量 的 类 似 变化 , 地 震 仪 所 记录 的 地 碗 振 
动 传播 信号 就 图 这 种 类 型 的 曲线 

研究 流体 微 元 在 消 流 状态 下 的 瞬时 运动 是 
非 党 复杂 的 一 般 而 言 其 实 也 无 此 必要 . 因为 宏 
观 观点 在 描述 由 大 量 运动 分 子 组 成 的 气体 的 运 
动 时 取得 了 巨大 成 功 , 所 以 在 许多 湛 流 问题 中 仅 。 图 ss， 空间 中 一 个 给 定点 的 守 度 在 并 
研究 平均 运动 也 是 合理 的 ， 在 研究 消 流 运动 时 ， 流 状 态 下 随时 间 的 典型 变化 
通常 引入 平 均 速 度 分 基 т, 0, т, 平均 压强 平 
均 密度 р, 平均 温度 丈 以 及 运动 的 其 他 一 些 平均 特征 量 (在 这 里 和 本 节 下 文中 , 上 划 
线 表示 平均 化 运算 ). 为 了 确定 运动 的 平均 特征 量 , 可 以 提出 并 求解 相应 数学 问题 

因此 ,在 湾流 运动 的 情况 下 , 高 散 介质 的 连续 介质 模型 中 的 复杂 运动 被 再 次 平 
均 化 , 这 时 出 现 如 何 提出 运动 的 平均 特征 量 所 渍 足 的 封闭 方程 组 的 问题 ,以 及 如 何 


例如 , 可 以 从 以 下 文献 中 获得 详细 情况 和 计算 结果 : Lumley J.L. Drag reduction by additives, 
Апп. Rev. Fluid Mech., 1969, 1: 367—384; White Р.М. An analysis of flat-plate drag with polymer 
additives. Ј. Hydronaut., 1968, 2(4): 181—186; Sever Р.А. Friction reduction in Йом of polymer 
solution. J. Fluid Mech., 1970, 40: 807—819; Васецкая Н.Г., Иоселевич В.А. О постро- 
ении полуэмпирической теории турбулентности слабых растворов полимеров. Изв. АН 
СССР. МЖГ, 1970, вып. 2: 136—146 (Vasetskaya N.G., loselevich У. А. Semiempirical turbu- 
lence theory Гог dilute polymer solutions。 Fluid Dyn., 1970, 5(2): 289—296); Иоселевич B.A., 
Пилипенко В.Н. Логарифмический профиль скорости при течении слабых растворов 
в пограничном слое гладких и шероховатых пластин. Докл. АН СССР, 1973, 208(2) 
(loselevich У. A., РШревко У. №. Logarithmic velocity profile for fow of а weak polymer solution near 
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在 实验 中 测量 平均 特征 量 的 问题 .与 前 面 研究 过 的 一 些 流体 力学 分 支 不 同 的 是 , 在 
汕 流 理论 中 没有 并 且 看 来 也 不 可 能 有 统一 的 方法 来 研究 所 有 可 能 出 现 的 问题 ; 为 了 
研究 不 同 种 类 的 流动 问题 , 人 们 提出 各 种 渗流 理论 . 现在 , 对 于 管道 、 大气层 、 喷 气 
发 动机 尾 流 中 的 消 流 以 及 许多 其 他 情况 下 的 江 流 , 已 经 发 展 出 各 不 相同 的 消 流 理论 、 
。 建立 济 流 运动 模型 的 实际 当 试 表 明 ,在 建立 江 流 理论 封闭 方程 组 的 过 
平均 化 方法 程 中 ,平均 运动 特征 量 的 引入 方 法 一 般 而 言 并 不 重要 ; 然而 , 这 些 方法 
是 发 展 各 种 平均 量 的 实验 测量 方法 的 主要 基础 , 为 了 对 理论 结果 与 实验 数据 进行 对 
比 , 必须 了 解 这 些 平均 量 的 特性 . 
我 们 在 这 里 给 出 某 些 可 能 的 平均 化 方法 , 以 便 计算 豚 时 运动 特征 量 的 平均 值 设 
A(z, у с, 是 汪 流 运动 的 某 个 瞬时 特征 量 ， 在 空间 中 的 任何 一 个 转 定 点 都 可 以 把 
有 4 对 时 间 4 进行 平均 , 平均 值 等 于 


式 中 的 时 间 间 隔 77 既 远 远大 于 单独 涨 落 的 时 间 间 隔 , 也 远 远 小 于 平均 特征 量 发 生 明 
显 改变 的 时 间 间 隔 (平均 运动 可 能 是 非 定常 的 ). 
另 一 方面 , 在 确定 时 刻 t 可 以 把 А 对 体积 进行 平均 ， 


Я-у Га, 
у 


并 且 体积 V 应 当 满 足 的 条 件 与 上 面 对 时 间 间 隔 7 提出 的 条 件 类 似 . 还 可 以 同时 对 
时 间 和 体积 У 进行 平均 化 运算 . 
对 上 述 时 间 平 均 和 空间 平均 方法 还 可 以 进行 加 权 处 理 , 例如 , А 的 平均 值 可 以 
定义 为 
t+T/2 
А= Н / Ag(lt) а, 
t—T/2 
式 中 glt) 是 某 个 给 定 的 函数 . 在 不 同 问题 中 可 以 采用 不 同方 法 来 选取 У 和 Т, 但 在 
已 有 的 应 用 中 可 以 认为 平均 化 运算 的 结果 与 V 和 Т 无 关 . 
在 许多 情况 下 可 以 使 用 概率 方法 进行 平均 化 运算 , 平均 值 А 经 常 被 定义 为 4 的 
数学 期 望 
在 引入 平均 值 4 之 后 , 可 以 把 瞬时 值 4 表示 为 以 下 形式 : 


A= 有 + 有 A 
式 中 4' А МЫ. 涨 落 量 的 平均 值 等 于 零 ， 


А =0. 
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平均 化 运算 的 性 质 我 们 要 求 平均 化 运算 在 所 有 情况 下 都 具有 以 下 性 质 : 
(1) 和 的 平均 值 等 于 平均 值 之 和 ， 
A+B=A+B; 
(2) 演 流 运动 的 瞬时 特征 量 的 偏 导数 的 平均 值 等 于 平均 值 的 偏 导数 ， 
эя а. 
9= Әг’ 
(3) 如 果 在 两 个 量 中 只 有 一 个 量具 有 淇 流 涨 落 , 则 这 两 个 量 的 乘积 的 平均 值 等 于 
其 平均 值 的 乘积 . 例如 , АА’ = 0. 两 个 具有 汕 流 涨 落 的 量 的 乘积 的 平均 值 不 等 于 平 
均值 的 乘积 ， 


АВ 2 АВ, 
而 是 等 于 平均 值 的 乘积 与 相应 涨 落 量 乘积 的 平均 值 之 和 ， 
АВ = АВ+ АВ’. 
我 们 指出 , 如 果 平 均值 是 通过 对 时 间或 空间 的 积分 定义 的 , 则 平均 化 运算 的 上 
述 性 质 仅 仅 近 似 成 立 
2 = 12 + и. 
我 们 也 可 以 把 通过 其 他 方式 引入 的 宏观 量 и? 称 作 и? 的 平均 值 , 例如 


12 = 1. 


这 时 , 可 以 把 瞬时 值 w? 写 为 


并 且 
и’ =0, (А 12" 0. 

如 果 用 同样 的 方式 引入 在 流体 力学 中 出 现 的 p, и, о, ш, р, Т, О, Е, ЧА 等 量 的 
平均 值 , 则 对 于 这 样 平均 化 的 连续 介质 , 其 运动 特征 量 将 不 满足 实际 的 瞬时 运动 所 
满足 的 那些 基本 守恒 定律 和 状态 方程. 

其 实 , 例如 , 如 果 我 们 在 研究 完全 气体 的 湾流 运动 时 对 р, р, Т 使 用 同样 的 平均 
化 方法 , 则 

五 = РЕТ ~ РЕТ + рТ'В. 
性 质 = 0 在 概率 平均 下 严格 成 立 , 在 时 间或 空间 局 部 平均 下 近似 成 立 . 一 一 译注 
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平均 量 不 满足 克拉 珀 龙 方程 , 因为 存在 FT"R 这 一 项 . 如 果 保 持 克拉 珀 龙 方程 的 形 
式 对 我 们 来 说 更 加 方便 , 就 可 以 选择 另 一 种 方法 对 р 进行 平均 化 , 可 以 引入 р, 使 

р = РЕТ. 
#32 р=р+р =р+р", 并 且 

р" #0. 

ДЕНЕК, 对 于 确定 的 一 组 基本 量 , 例如 р, р, pui, 可 以 用 同样 的 某 种 
方法 引入 平均 值 , 其 他 一 些 量 的 平均 值 则 是 根据 约定 引入 的 ， 以 便 基 本 物理 定律 具 
有 这 些 量 在 实际 瞬时 运动 中 的 通常 定义 下 所 对 应 的 形式 2) . 

我 们 来 研究 不 可 压缩 恭 性 流体 的 湛 流 运动 . 众所周知 , 封闭 


ЯАНА 运动 方程 组 这 时 由 连续 性 方程 和 动 最 方程 组 成, 它们 在 簿 
卡 儿 学 标 系 下 具有 以 下 形式 
Bok 
Е =0, (22.1) 
(+) = -让 + бт +РЕ, (22.2) 


式 中 т 是 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 . 对 于 黏 性 流体 , ri 依赖 于 eu, 对 于 不 可 压缩 各 向 
同 | 性 线性 黏 性 流体 ， 根据 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 有 
пае са (2+9) (222) 
我 们 在 下 面 将 不 限定 rik 对 eas 的 依赖 关系 , 这 里 仅仅 指出 , rik 在 一 般 情况 下 
能 够 依赖 于 ев 的 导数 .利用 连续 性 方程 (22.1) 和 条 件 dp/dt = 0 容易 证 明 , 纳 维 
一 斯 托 克 斯 方程 的 左 侧 可 以 写 为 
(2 к 2%) дри, бриз (224) 


(а +9 аз 


消 流 运动 的 许多 理论 研究 的 前 提 是 假设 不 断 发 生 涨 落 的 非 定常 瞬时 运动 满足 方程 
(22.1), (22.2). 然而 , 因为 测 流 运动 中 的 流体 微 元 轨迹 蚁 晓 曲 折 , 极度 复杂 , 所 以 通过 
求解 这 些 方程 来 研究 湛 流 运动 是 一 项 繁琐 而 复杂 的 任务 . 由 此 就 提出 寻找 平均 量 之 
间 的 函数 关系 的 问题 . 

只 要 对 描述 瞬时 运动 状态 的 方程 (22.1), (22.2) 进行 平均 化 运算 , 即 可 得 到 平均 
量 的 运动 方程 

对 连续 性 方程 (22.1) 进行 平均 化 运算 , 根据 相应 运算 性 质 容易 得 到 平均 量 的 连 


1} 201: Wilcox D.C. Turbulence Modeling for СЕО. 3rd ed. La Сайада: ОСУУ Industries, 2006. 
这 本 教材 的 第 五 章 给 出 了 可 压缩 流体 淇 流 运动 的 数学 表述 , 详细 讨论 了 对 不 同 的 量 采用 不 同 的 平 
均 化 方法 的 相关 问题 . 一 一 译注 
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续 性 方程 
95° 
Dz 
其 形式 与 瞬时 速度 所 满足 的 连续 性 方程 (22.1) 相同 . 
现在 对 运动 方程 进行 平均 化 运算 , 其 左 侧 已 经 预先 写 为 (22.4) 的 形式 . 因为 


=0, 


рик = ро“ + ри! Е 
(密度 р 是 处 处 相同 的 常量 ), 所 以 显然 得 到 以 下 方程 


而 DD т 
Зет 十 дет = - 2 0 ыы +pR (i=1, 2, 3). (22.5) 
这 个 方程 称 为 雷诺 方 各 

如 果 А 与 eap (可 能 还 包括 eup 的 导数 ) 之 间 的 关系 是 线性 的 , 并 且 и = const， 
则 т 对 ep 的 表达 式 就 是 术 对 ез 的 表达 式 . 所 以 , 雷诺 方程 (22.5) 与 瞬时 运动 

的 动量 方程 (22.2) 之 间 的 区 别 仅仅 在 于 形 如 

pw 
OzF 


的 那些 项 . 在 需 诺 方程 中 ， 
рт 


这 6 ЛУКТУ Л о. 我 们 指出 , 气体 中 的 瞬时 应 力 ri 也 可 以 用 类 似 的 公式 通 
过 分 子 微观 速度 表示 出 来 3 . 汕 流 应 力 对 流动 平均 特征 量 的 依赖 关系 在 不 同类 型 的 
问题 中 可 能 具有 不 同 的 形式 , 这 些 关系 式 需要 根据 专门 的 假设 或 实验 结果 来 建立 或 
提出 . 

因此 , 在 对 瞬时 运动 的 非 线性 方程 进行 平均 化 运算 之 后 , 我 们 得 到 比方 程 数目 
更 多 的 未 知 量 . 由 此 可 知 , 为 了 在 数学 上 研究 平均 的 汕 流 运动 , 仅 有 流体 力学 方程 是 
不 够 的 , 尽管 这 些 方程 对 于 研究 瞬时 运动 已 经 足够 了 . 所 以 , 只 有 根据 某 些 附加 的 定 
律 或 假设 才 有 可 能 对 平均 的 汕 流 运动 进行 全 面 的 理论 研究 , 而 这 些 附 加 的 定律 或 假 
设 的 正确 性 归根 结 底 只 能 来 自 实验 . 

关于 淇 流 应 力 对 平均 速度 及 其 梯度 的 依赖 关系 , 存在 着 各 种 各 样 的 简单 而 自然 
的 假设 , 利用 这 些 假设 就 能 够 在 理论 上 提出 并 求解 涉及 湛 流 运动 的 一 些 主要 的 个 别 
问题 . 关于 灌流 的 许多 研究 工作 的 内 容 就 是 研究 这 些 假设 的 正确 性 . 对 于 任意 的 平 
均 的 滑 流 运动 , 目前 还 没有 一 般 的 数学 提 法 , 甚至 连 是 否 能 够 给 出 这 样 的 数学 提 法 
还 根本 没有 研究 清楚 . 


1 湛 流 应 力也 称 为 雷诺 应 力 . 一 一 译注 
习 参 见 : E. M. ЖЖ, Л.П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 . 物理 动 理学 . 第 二 版 . 徐 锡 申 , 徐 春 华 , 黄 京 民 详 . 
北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2008. 第 一 章 88. 一 一 译注 
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有 时 使 用 类 似 于 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 (22.3) 的 一 个 假设 : 


Tik 


式 中 Mi = p+ Мм, М Е О. 与 分 子 黏度 „ЖА, НИЕ М 依赖 于 平均 
流动 的 动 理学 特征 量 . 

我 们 指出 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 对 满 流 运动 而 言 是 一 个 次 要 的 定律 , 因为 这 时 不 
必 研 究 ri 对 eg 的 依赖 关系 , 可 以 直接 提出 т; 对 ез 和 其 他 一 些 平均 运动 特征 
量 的 依赖 关系 假设 , 从 而 完全 不 用 考虑 纳 维 一 斯 托 克 斯 定律 . 此 外 , 一 般 而 言 , 纳 维 
一 斯 托 克 斯 定律 并 不 反映 流体 在 淇 流 运动 中 表现 出 来 的 那些 重要 性 质 . 


Ти — PU = MI， (22.6) 
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与 理想 流体 的 运动 方程 相 比 ， 黏 性 流体 的 运动 方程 是 更 高 阶 的 微分 方程 ， 这 就 
要 求 对 运动 介质 所 在 区 域 提出 更 多 的 边界 条 件 . 例如 , 流体 在 运动 物体 表面 或 静止 壁 
面 上 的 无 滑 移 条 件 和 应 力 矢量 的 各 个 分 量 在 两 种 介质 的 接触 面 上 保持 连续 的 条 件 就 
是 典型 的 这 样 的 边界 条 件 . 

在 研究 理想 流体 绕 物体 流动 的 问题 时 , 绕 流 条 件 归结 为 流体 速度 与 物体 速度 在 
物体 表面 上 具有 相同 的 法 向 分 量 . 因为 流体 速度 与 物体 速度 在 物体 表面 上 具有 不 同 
的 切 向 分 量 , 所 以 在 理想 流体 模型 下 , 流体 微 元 能 够 沿 物体 表面 滑 移 ， 不 难看 出 , 黏 
性 对 速度 场 的 影响 就 是 通过 禁止 这 种 滑 移 的 边界 条 件 而 明显 表现 出 来 的 

以 物体 在 不 可 压缩 流体 中 的 运动 为 例 , 可 以 很 好 地 说 明 这 种 情况 . 我 们 在 前 面 
详细 研究 过 不 可 压缩 流体 的 势 流 与 被 绕 流 物体 的 相互 作用 . 容易 看 出 , 相应 势 流 的 
流 场 和 压强 场 也 是 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 精确 解 ， 这 个 结论 显然 成 立 , 因为 不 可 压 
缩 流体 的 势 流 满足 方程 


Аф=0, вайд = Av=0, 


于 是 идо = 0, 即 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 这 种 情况 下 就 是 理想 流体 运动 的 欧 拉 方程 . 

由 此 显然 可 知 , 当 固 体 以 同样 方式 分 别 在 黏 性 流体 和 理想 流体 中 运动 时 ， 黏 性 流体 

所 对 应 的 速度 场 不 同 于 理想 流体 所 对 应 的 速度 场 , 因为 这 种 不 同 与 黏 性 流体 运动 所 

应 当 满 足 的 无 滑 移 边 界 条 件 有 很 大 关系 3 . 

边界 层 的 概念 实验 和 定性 的 理论 方法 指出 , 在 高 雷诺 数 的 某 些 重要 情况 下 , 流体 
边界 上 的 无 滑 移 条 件 仅 对 该 边界 附近 区 域内 紧 贴 被 红 流 物 体 表面 的 

很 薄 的 一 层 流 体 的 运动 有 重要 影响 . 


由 此 产生 了 边界 层 理论 一 一 在 黏 性 流体 边界 上 很 薄 的 一 层 流体 内 不 能 忽略 黏 性 . 


2 测 流 黏度 也 称 为 涡 黏度 , 它 不 是 流体 本 身 的 物理 属性 . 为 了 强调 济 流 黏度 与 普通 的 黏度 р 的 
区 别 , 有 时 也 把 后 者 称 为 分 子 黏度 . 假设 (22.6) 称 为 布 西 内 斯 克 假设 . 一 一 译注 
习 由 于 无 滑 移 条 件 的 存在 , 在 物体 表面 附近 , 流动 一 般 是 有 旋 的 . 一 一 译注 
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在 这 个 理论 中 认为 , 在 主要 流动 区 域 中 可 以 采用 理想 流体 模型 ， 而 边界 层 中 的 流体 
应 视 为 黏 性 流体 , 这 两 种 流动 在 边界 层 外 缘 上 连续 地 汇合 在 一 起 . 对待 性 流体 流 场 
结构 的 这 种 观点 在 很 多 典型 问题 中 是 可 以 接受 的 , 但 是 也 存在 不 符合 实际 情况 的 大 
量 实例 . 只 有 深入 了 解 边界 层 理论 , 才 有 可 能 比较 明确 地 解释 , 在 哪些 问题 中 不 能 采 
用 这 个 理论 , 从 而 比较 明确 地 界定 边界 层 理论 的 应 用 范围 . 

边界 层 理论 给 出 了 丰硕 的 成 果 , 其 原因 有 二 . 第 一 , 有 了 这 个 理论 , 就 能 够 在 已 
有 的 理想 流体 方程 的 解 的 基础 上 构造 蔡 性 流体 运动 理论 . 第 二 , 复杂 的 纳 维 一 斯 托 
克 斯 方程 在 很 薄 的 边界 层 中 能 够 被 蔡 换 为 更 简单 的 边界 层 方程 . 

边界 层 理论 中 的 方程 和 基本 概念 是 由 工 . 普 朗 特 在 1904 年 建立 起 来 的 . 
层 流 边界 层 方程 就 像 管道 中 的 流动 那样 , 流体 在 边界 层 中 的 运动 状态 可 能 是 层 流 ， 

也 可 能 是 油 流 ， 在 不 同 状态 下 , 边界 层 中 的 层 流 运动 或 平均 的 济 
流 运动 的 基本 特性 和 规律 有 显著 区 别 . 我 们 在 下 面 研究 层 流 边 界 层 理论 . 

为 了 得 到 边界 层 方程 , 我 们 来 研究 一 个 
基本 的 模型 问题 . 设 不 可 压缩 黏 性 流体 均匀 
来 流 绕 静止 平板 流动 , 平板 平行 于 来 流 方向 
(图 90)， 边 界 层 方程 是 在 量 级 分 析 的 基础 
上 得 到 的 , 这 时 要 对 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 中 
各 项 的 量 级 进行 估计 , 然后 忽略 量 级 较 小 的 
项 , 仅仅 保留 量 级 有 限 的 项 . 


图 90， 平板 边 界 层 
对 于 zy 平面 上 的 不 可 压缩 黏 性 流体 平面 运动 , 我 们 有 以 下 运动 方程 ): 


bu дш, ди 1sp (ди, ди 
й “әх + "у 2-59 „(95 +5"), (23.1) 
1 1:1 6. (1/5) 1 1/52 
bu bo 00 1ӧр, /Pv д 
V+ py (+ ая). (23.2) 
51 ба 5 14 
ди д 
= +20 = 0. (23.3) 


1) "а 
设 ! 是 某 个 特征 长 度 , 例如 平板 的 长 度 . 我 们 用 6 表示 边界 层 的 “厚度 ”. 依照 
基本 假设 , 我 们 认为 沿 法 线 方向 到 被 绕 流 物体 表面 (平板 ) 的 距离 为 5 的 地 方 是 边界 
层 的 “外 缘 ”, 这 里 的 速度 与 外 部 主要 流动 速度 基本 相同 (以 百分数 或 其 他 某 个 比 
例 表示 出 来 的 速度 差 实际 很 小 , 这 取决 于 附加 条 件 ). 
我 们 用 量 5 (边界 层 厚度 ) 来 估计 这 些 方程 中 各 项 的 量 级 , 并 把 结果 写 在 各 项 的 下 方 . 稍 后 将 


分 析 这 些 量 级 的 正确 性 . 
习 这 样 定义 的 边界 层 厚度 一 般 称 为 名 义 厚 度 . 一 一 译注 
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量 5, 或 者 更 确切 地 说 , 比值 5/1, 是 基本 的 小 参数 . 作 变换 
z=lé, у=бт, 


并 假设 变量 上, п 和 2 在 边界 层 中 的 变化 范围 是 有 限 的 , 而 变量 y 在 边界 层 中 的 变化 
范围 具有 量 级 6. 进一步 还 认为 , 量 U(t) (来 流速 度 ), шт, у, 0), 它们 对 时 间 的 导数 ， 
以 及 导数 ди/дх 和 92u/az2 在 边界 层 的 内 部 和 外 缘 上 是 有 限 的 . 
因为 u 和 的 变化 范围 有 限 , 所 以 从 等 式 
ди ды Tu_ 1 ды 
Әу 60’ 0 520? 


得 到 
ди 1 ди 1 
бут BW 
此 外 , 从 连续 性 方程 (23.3) 有 
у 
Bu ди ди Bw 1 Әд 92 
50—82, "= Јанта ди BS 8“ 


根据 这 些 估计 , 在 方程 (23.1) 一 (23.3) 的 各 项 之 下 写 出 了 相应 量 级 . 
方程 (23.1) 表明 , 在 ! 和 U 有 限时 , 比值 v/5? 也 应 有 限 , 所 以 在 无 量 纲 形式 下 


应 有 Ы 
Й и 
те б^ (23.4) 


这 些 粗略 的 估计 就 是 在 边界 层 中 简化 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 基础 . 在 方程 (23.1) 和 
(23.2) 中 仅仅 保留 量 级 有 限 的 项 , 得 到 以 下 边界 层 方程 : 


ди „дч, „ди 工 ди 

о 9: у рх Әу’ (235 
Әр 5) 
93:0 或 p= р(х, 0). 


边界 层 方程 组 还 必须 包括 连续 性 方程 (23.3). 方程 (23.5) 仍 是 非 线性 的 . 在 横 穿 边 
界 层 时 , 压强 保持 不 变 , 所 以 边界 层 中 的 压强 等 于 主要 流动 区 域 中 的 压强 在 边界 层 外 
缘 上 的 值 . 可 以 使 用 理想 流体 理论 来 计算 主要 流动 区 域 中 的 压强 , 因此 可 以 认为 , 方 
程 (23.5) 中 9p/8z 这 一 项 是 已 知 的 . 

与 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 不 同 的 是 ,在 许多 重要 情况 下 能 够 求 出 边界 层 方程 组 
(23.5), (23.3) 的 解 . 如 果 进 行 近似 计算 , 则 利用 该 方程 组 不 仅 能 够 研究 平板 边界 层 中 
的 运动 , 而 且 能 够 研究 弯曲 表面 上 的 边界 层 中 的 运动 . 在 一 般 情 况 下 可 以 认为 , 坐标 
z 代表 沿 物体 表面 的 弧 长 , 而 坐标 轴 у 垂直 于 物体 表面 . 函数 U(z, 0) 给 出 边界 层 外 
缘 上 的 速度 , 它 是 理想 流体 理论 中 的 相应 问题 的 解 . 为 了 考虑 被 绕 流 物 体 表面 的 弯 
曲 情况 以 及 更 一 般 的 三 维 问题 , 可 以 对 方程 (23.5) 进行 修正 . 
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可 以 用 下 述 方法 给 出 方程 (23.5) 的 更 正式 的 数学 推导 过 程 , 这 时 可 以 把 相应 假 
设 用 更 明确 的 方式 表述 出 来 . 对 方程 (23.1) 一 (23.3) 进行 以 下 变换 : 


Д 1 и 
==, ТТЕ t= Tt че Vow, о= үт, р= Ор, (23.6) 


式 中 ! 和 Uo 是 某 些 常量 一 一 特征 长 度 和 特征 速度 . 变换 后 得 到 


дщ дш, дш Әр, 1 Ou ды 
Әһ +, "бу, — 0, | вой + әу’ 
1 (ә ды, д Әр 1 Pu 1 Ow 
=- 23.7 
(члана) м 0887 
ды: , Ou _0 
=, + 8—0 


式 中 Re = Uol/v 是 雷诺 数 ， 这 些 方程 是 用 相应 无 量 纲 量 写 出 的 精确 的 纳 维 一 斯 托 
克 斯 方程 . 

现在 假设 (23.6) 和 (23.7) 中 所 有 带 下 标 1 的 量 在 Re 一 со 时 仍然 是 有 限 的 . 在 
Re 一 co 时 对 (23.7) 取 极 限 , 我 们 得 到 


0=_ 92, (23.8) 


根据 (23.6) 对 这 些 方程 作 逆 变 换 , 又 得 到 方程 (23.5) 和 (23.3). 因此 , 在 某 种 意义 上 
讲 , 可 以 把 边界 层 方程 看 做 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 雷诺 数 Re = Uol/v 趋 于 无 穷 大 时 
的 极限 形式 . 

在 绕 流 问 题 中 必须 在 以 下 边界 条 件 下 求解 方程 组 (23.8): ЧЕ у! = 0 = = 0 
(物体 表面 的 无 滑 移 条 件 ), 在 у, = оо 时 0 ш = U/Uo (边界 层 外 缘 条 件 ), 并 且 在 边 


习 从 边界 层 内 到 边界 层 外 , 速度 逐渐 恢复 到 主要 流动 速度 . 如 果 认 为 纵向 速度 分 量 u 达到 主要 
流动 速度 的 99.5% 的 地 方 是 边界 层 外 缘 , 则 边界 层 外 缘 条件 本 来 应 当 写 为 : 在 у, = 5VTDo7wi 时 
и: = 0.9950/00 (Е у= ё 时 и = 0.9950); 但 是 因为 边界 层 的 名 义 厚度 5 事先 是 未 知 的 , 所 以 这 样 
的 表述 并 不 实用 . 根据 量 级 估计 的 结果 (23.4), 边界 层 外 缘 对 应 某 个 有 限 的 y,, 而 这 样 的 点 其 实 距 
离 被 绕 流 表面 很 近 , 因为 边界 层 很 薄 . 即使 让 y, 的 值 再 增加 若干 倍 而 变 得 很 大 , 相应 的 点 仍然 距 
离 被 绕 流 表面 不 远 . 因此 , 为 了 把 边界 层 内 外 的 流动 渐 近 地 连接 起 来 , 可 以 认为 
az у, 让 


也 м.) = № 
а чаб и, 4) = о 


这 就 是 文中 的 边界 层 外 缘 条 件 . 此 外 , 因为 边界 层 外 缘 条 件 不 涉及 横向 速度 分 量 о, 所 以 边界 层 理 
论 给 出 的 速度 场 在 边界 层 外 缘 上 一 般 会 有 间断 , 但 间断 值 很 小 . 一 一 译注 
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界 层 内 部 pi 与 无 关 , 它 取决 于 外 部 绕 流 问 题 的 解 . 
外 部 的 理想 流体 绕 流 问题 的 解 在 初步 近似 下 与 边界 层 无 关 , 因为 边界 层 厚度 根 


据 (23.4) 满足 
5 и 1 


TV 而 Уве 
即 在 雷诺 数 很 大 时 边界 层 的 厚度 很 小 .对 实际 应 用 很 重要 的 许多 问题 都 以 高 雷诺 数 
为 特点 . 


+0 (在 Re 一 co 时 )， 
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现在 给 出 半 无 穷 长 平板 定常 边界 层 0 的 完整 的 解 . 设 半 平面 y = 0, z > 0 代表 
一 个 光滑 的 厚度 很 小 的 静止 平板 ( 见 图 90), 均匀 来 流 的 速度 Uo 保持 不 变 并 指向 x 
轴 (平行 于 平板 ). 

这 时 , 因为 运动 是 定常 的 , 在 边界 层 以 外 是 压强 po 保持 不 变 的 均匀 流 , 所 以 方 
程 (23.5) 和 (23.3) 给 出 


or ду Әр’ 
ди 95 0 280 
B75 әу 
在 平板 上 有 无 滑 移 条 件 
у= 0, 2084 и=у=0, (24.2) 
边界 层 外 缘 条 件 为 
Ф у= оо В и = Uo. (24.3) 


布 拉 修 斯 自 相 似 解 ” 因 为 上 述 问题 没有 特征 长 度 , 所 以 有 量 纲 的 主 定 参量 为 
Оо, и, 2, у, 


由 此 可 以 组 成 2 个 无 量 纲 量 : 
у у 


т’ УГ, 
因此 , 待 求 函数 u(z, у) 和 v(z, у) 可 以 通过 无 量 纲 函数 f 和 Ф 表示 为 以 下 形式 : 


(2, т) а у). (24.4) 


1 半 无 穷 长 平板 定常 层 流 边界 层 问题 是 历史 上 成 功 应 用 边界 层 理论 的 第 一 个 实例 , 相关 计算 是 
由 普 朗 特 的 学 生 布 拉 修 斯 完成 的 方程 (24.10) 称 为 布 拉 修 斯 方程 , 相应 边 值 问题 (24.11) 称 为 布 
拉 修 斯 问题 . 值得 一 提 的 是 , 科 钦 求 出 了 此 问题 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 精确 解 , №: Кочин H. E.， 
Кибель И. А., Розе Н.В. Теоретическая гидромеханика. Ч. 2. Москва: Физматгиз, 1963. 


— и 
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现在 对 方程 (24.1) 和 边界 条 件 (24.2), (24.3) 进行 变换 : 


и и 
е оЄа, чепа, о ү, 


结果 是 
дщ ди, Pu 
а ьа 一 24.5 
шаг "би 00° (24.5) 
ди Ov 
О 一 0 24.6 
бт, Әу, 040) 


ЧЕ т, 20, у = Ош = = 0, 
Еу = о щш = 1. 
因为 函数 utz, и) 和 wi(z1, и) 所 满足 的 方程 和 边界 条 件 不 包含 参量 !, 所 以 问题 
(24.5) 一 (24.7) 的 解 应 当 与 ЖЖ. 从 (24.4) 得 


(24.7) 


а РДА = РИ 
Wm" ре и) (3). иву 
САБР ВНЕ ®( и и.) - 1 (2), - 
МП oO у Хау Vi) Ув Ху 
因为 自 变量 7 包含 参量 1, 而 解 与 之 无 关 . 
从 公式 (24.8) 可 知 , 偏 微分 方程 (24.5) 和 (24.6) 可 以 化 为 常 微分 方程 , 其 独立 
自 变量 为 


21 Vor 
从 连续 性 方程 (24.6) 可 知 , 在 不 可 压缩 流体 平面 运动 的 一 般 情况 下 存在 流 函 数 
0021, и) ( 见 第 一 卷 第 七 章 ): 
如 Ер у _2 


ЛО 的 原 函数 为 p(), 即 
JG=wG)= «(2 ). 


_ ЕТЕ 
ф- vae( У ) 
因此 , 根据 连续 性 方程 , 速度 分 量 ww 和 о, 可 以 通过 函数 (5) 表示 为 以 下 形式 : 
= 9'(é), 
== зуи =). 
я 


则 


(24.9) 
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把 (24.9) 代 人 运动 方程 (24.5), 经 过 简单 整理 后 得 到 
29" (6) + Ф" (Se(9 = 0. (24.10) 


必须 求 出 区 间 0 < < ос ЕН (6), 它 满足 三 阶 非 线性 常 微分 方程 (24.10) 
和 以 下 边界 条 件 : 


e(0) = 00) =0, 9) = 1 (24.11) 


这 些 边界 条 件 来 自 (24.7). 为 了 确定 函数 P(5), 需要 求解 的 问题 是 边 值 问题 . 如 果 利 
用 方程 (24.10) 的 解 的 下 述 一 般 性 质 , 就 容易 把 这 个 边 值 问题 转化 为 柯 西 问题 , 这 时 
所 有 边界 条 件 都 是 在 区 间 的 一 端 提出 的 . 

设 wo(6) 是 方程 (24.10) 的 某 个 解 . 直接 验算 即 可 证 明 , 函数 


(6) = о1/3(о2/6) (24.12) 


也 是 方程 (24.10) 的 解 , 其 中 a 是 任意 常数 . 
现在 令 wo(6) 是 方程 (24.10) 的 以 下 柯 西 问题 的 解 : 


Yo(0) = 2000) =0, Y0(0) =1. (24.13) 
对 于 & > 0, 不 难 用 已 知 的 数值 方法 求解 这 个 柯 西 问题 ) , 根据 计算 结果 可 以 求 极限 
9) =, 并且 8/2 = nis: (24.14) 


现在 计算 公式 (24.12) 中 的 常数 о, 以 便 满足 (24.11) 中 的 最 后 一 个 条 件 (Е 一 oo 
时 的 条 件 ). 我 们 有 


P(E) = а? (п), n=a/3€, 
$" (&) = оуо(т). $"(0) =а. 
由 此 可 知 
дп (6) = 0 ш (7) = 2/6. 
显然 , 只 要 取 a2/3k = 1, 即 可 从 公式 (24.12) 得 到 待 求 函数 (6). 根据 (24.14), 这 时 
а= 3/2 = 0.332. 


因此 , 在 得 到 柯 西 问题 (24.13) 的 数值 解 po(5) 之 后 , 公式 (24.9) 和 (24.12) 就 给 出 
完整 的 解 . 


3 最 初 , 布 拉 修 斯 利用 级 数 展开 法 得 到 了 近似 解 . 现在 , 利用 诸如 Маре, Mathematica 等 数学 软 
件 计算 类 似 问题 的 数值 解 极为 简单 . 一 一 译注 
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摩擦 阻力 “现在 计算 平板 表面 的 黏 性 摩擦 应力 的 切 向 分 量 7. 根据 纳 维 一 斯 托 克 斯 


定律 , 我 们 有 3 

ты (9) - шл | = of = оз / 9. (24.15) 

摩擦 应 力 与 坐标 z 有 关 , 随 z 的 增加 而 减 小 . 

平板 表面 矩形 部 分 所 受阻 力 等 于 
R= sfra = 0.664b VpuLUS, (24.16) 
о 
式 中 ,为 矩形 的 宽 , 为 矩形 的 长 (从 平板 前 端 起 沿 来 流 方向 ). 由 此 可 得 摩擦 系数 ”) 
= т = т. 其 中 Re= Ca 


数 的 平方 根 . 

我 们 还 记得 , 在 不 可 压缩 苍 性 流体 中 匀速 平 动 的 物体 所 受到 的 阻力 在 低 雷诺 数 
的 情况 下 正比 于 速度 的 一 次 方 , 而 对 于 在 不 可 压缩 理想 流体 中 匀速 平 动 的 物体 , 相应 
阻力 在 达 朗 贝尔 伴 廖 不 成 立 的 情况 下 正比 于 速度 的 二 次 广 . 
根据 (24.9), 纵向 速度 分 量 在 边界 层 中 的 分 布 满足 公式 


边界 层 的 名 义 厚度 和 
位 移 厚度 СЕ 4 у ) 
00 Vvz/Uo)” 


分 布 曲线 的 形状 如 图 90 所 示 . 如 果 边 界 层 名 义 厚度 y = 5 由 诸如 w/Uo = 0.995 的 
条 件 定义 , 即 速度 相差 大 约 0.5%: 


Uo – и ~ 0.00500, 
就 可 以 从 方程 


РЕ 5 
0.995 = $ ( Е) (24.17) 


来 计算 5 的 值 . 根据 函数 (6) 的 计算 结果 , 从 (24.17) 可 得 
6= вв). 


0) 从 切 向 应 力 公式 (24.15) 可 以 看 出 , 布 拉 修 斯 解 在 平板 前 端 具有 奇异 性 , 这 里 的 应 力 等 于 无 穷 
大 (速度 分 量 о 也 等 于 无 穷 大 ). 显然, 在 平板 前 端 附近 不 能 使 用 边界 层 理论 . 一 一 译注 

2) 在 雷诺 数 Re = UoL/v 的 量 级 为 104 一 105 时 , 平板 边界 层 的 布 拉 修 斯 解 给 出 的 相关 结果 与 实 
验 相符 . 在 更 高 的 雷诺 数 下 , 层 流 边 界 层 理论 不 再 适用 . 一 一 译注 
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图 91， 用 于 定义 边界 层 的 名 义 厚度 5 和 位 移 厚度 6” (H 一 co) 


对 于 很 大 的 速度 [m、 很 小 的 运动 黏度 v = p/p 和 适当 的 坐标 т, 边界 层 的 名 义 厚度 
5 是 非常 小 的 

在 z>0 且 y> 0 时 , 在 远离 平板 的 地 方 , 流 线 因为 流体 在 边界 层 中 减速 而 向 外 
偏 移 了 距离 5* (图 91), 这 个 距离 称 为 边界 层 的 位 移 厚度 . 位 移 厚度 的 计算 公式 为 


в = Јову [ае 02 = олло, 
Ч 


0 


即 


在 求解 关于 物体 绕 流 的 其 他 一 些 问题 时 , 如 果 边 界 层 外 缘 的 压强 分 布 是 给 定 的 ， 
就 可 以 用 类 似 方法 计算 边界 层 的 名 义 厚度 5 和 位 移 摩 度 5*. 在 某 些 情况 下 , 如 果 让 
物体 稍微 膨胀 一 些 , 使 其 表面 在 法 线 方向 上 向 外 移动 的 距离 等 于 位 移 厚度 6", 就 可 
以 根据 外 部 理想 流体 绕 流 的 结果 进一步 获得 物体 表面 上 更 精确 的 压强 分 布 . 


$25. 边界 层 流动 的 某 些 重要 效应 


在 物体 绕 流 问题 中 , 物体 表面 的 压强 等 于 边界 层 外 缘 的 压强 , 它 是 一 个 变量 . 所 
以 ,方程 (23.5) 中 的 纵向 压强 梯度 ( 偏 导数 Әр/дг) 不 等 于 零 . 
е 在 物体 表面 上 压强 等 于 极 小 值 的 点 др/дх = 0, 从 这 一 点 到 前 驻 
лая 点 有 др/дг < 0, 在 极 小 压强 点 之 后 有 6p/6z > 0. 

在 定常 绕 流 问题 中 , 根据 无 滑 移 条 件 u = v = 0 和 方程 (23.5), 在 被 绕 流 物体 表 


D 类似 于 位 移 厚度 的 定义 方法 , 还 可 以 引入 边界 层 的 动量 损失 厚度 (简称 动量 厚度 ) 5**. 在 远离 
平板 的 地 方 , 流 线 向 外 偏 移 的 距离 5* 是 位 移 厚度 ; 在 该 流 线 与 平板 之 间 的 区 域 , 来 流 的 动量 因为 
流体 在 边界 层 中 减速 而 有 所 损失 . 动量 损失 厚度 被 定义 为 单位 时 间 内 通过 单位 宽度 横 截 面 的 流体 
的 相应 动量 损失 与 pU3 之 比 . 利用 位 移 厚 度 公式 不 难得 到 动量 损失 厚度 公式 

5—02 = 上 «(Ио — мау. 
ә 
根据 布 拉 修 斯 问题 的 数值 解 ,我们 有 5** = 0664/0270. 显然 , 阻力 公式 (24.16) 可 以 通过 动量 损 
失 厚 度 表示 为 = pU86*…, 这 实际 上 是 积分 形式 的 动量 方程 的 推论 . 一 一 译注 
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№ 92. Е В Жт=0, 这 里 出 现 边界 层 分 离 . 速度 分 布 曲线 上 的 点 D 是 拐点 


面 成 立方 程 
Gu) _op 
и (9), = 22 (25.1) 
此 外 , 被 绕 流 物体 表面 的 黏 性 摩 所 应 力 等 于 


"=" (в) 


纵向 速度 分 布 曲 线 是 边界 层 的 重要 特性 图 92 给 出 gp/az о 时 边界 层 中 的 
各 种 形式 的 纵向 速度 分 布 曲 线 . 在 点 В, 曲线 u(y) 的 切线 垂直 于 被 绕 流 物体 表面 ， 所 
以 9u/8y = 0, Рт = 0. 在 点 В 左 侧 7 > 0, 在 其 右 侧 r < 0. 在 点 В 出 现 边界 层 
分 离 ,点 之 后 的 流体 逆向 运动 

在 经 过 点 В 的 曲线 u(y) 上 一 定 存在 拐点 D, 所 以 在 点 有 бд? > 0, 根据 
(25.1) 则 有 8p/8z > 0. 因此 , 分 离 点 В 应 当 位 于 极 小 压强 点 之 后 , 而 在 极 小 压强 点 
有 7 > 0, 82u/0y? — 0. 如 果 压 强 沿 物体 表面 单调 下 降 , 就 不 会 出 现 边界 层 分 离 ， 边 
界 层 分 离 伴随 着 边界 层 厚 度 的 急剧 增加 ， 从 而 能 够 导致 外 部 主要 流动 状态 的 显著 变 
化 , 这 时 的 主要 流动 已 经 与 流体 和 蒜 性 有 重要 关系 5) . 

就 像 流体 在 管道 中 的 运动 那样 ,流体 在 被 绕 流 物体 表 面 边界 
尾 流 边界 屋 向 洋流 边 。 屋 中 运 动 皮 可 能 是 层 流 , 也 可 能 是 济 流 . 在 高 雷诺 数 下 , 在 

被 绕 流 物体 表面 的 前 部 形成 层 流 边界 层 , 它 在 到 物体 前 端 某 
一 距离 的 位 置 转变 为 满 流 边 界 层 .在 边界 层 中 , 层 流向 汕 流 的 转变 也 像 管道 中 的 流 
动 那样 发 生 在 特定 的 标志 下 一 存在 临界 雷诺 数 ， 层 流 边界 层 转变 为 滑 流 边界 层 的 
现象 与 管道 中 的 层 流 运动 转变 为 潮流 运动 的 现象 具有 很 多 共同 点 . 

过 渡 区 或 过 渡 点 的 特征 是 , 边界 层 中 的 速度 、 压 强 、( 可 压缩 流体 的 ) 密度 等 量 
开始 发 生 强烈 的 涨 沙 ，- 般 而 言 , 层 流 边界 层 模 截 面 上 的 速度 分 布 与 湾流 边界 层 模 
鹤 面 上 的 速度 分 布 截然 不 同 . 在 满 流 边界 层 中 , 流体 的 宏观 微 元 也 像 管道 中 的 消 流 那 
样 具有 强烈 的 模 向 混合 ,从 而 导致 模 截 面 上 的 平均 速度 基本 处 处 相同 . 与 此 同时 , 在 
被 绕 流 壁面 上 的 无 滑 移 条 件 的 约束 下 , 在 壁面 附近 出 现 更 大 的 速度 梯度 , 这 就 导致 
壁面 上 的 摩擦 力 和 相应 摩擦 阻力 大 幅 增 加 


3 因此 , 边界 层 理论 在 分 离 点 之 后 不 再 适用 . 一 一 译注 
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在 表面 光滑 的 物体 被 绕 流 时 , 在 被 绕 流 表 面 的 洋流 边界 层 中 有 一 层 非常 注 的 层 
流 底 层 , 其 中 的 流体 速度 一 般 不 大 , 基本 上 没有 速度 涨 落 , 但 是 速度 具有 非常 大 的 模 
向 梯度 从 而 引起 很 大 的 摩 所 应 力 + 二 ибы/би. 

同 管道 油 流 计算 的 情况 一 样 对 汕 流 边界 层 进行 理论 研究 和 计算 的 基础 是 关于 
平均 速度 和 其 他 一 些 平均 特征 量 的 分 布 规律 的 一 些 半 经 验 结果 , 以 及 利用 各 种 守恒 
定律 建立 起 来 的 一 些 专门 的 积分 关系 式 . 
ан УОН ЕЕРЕЕ роса, панна! 

起 的 阻力 占 总 阻力 的 50% 至 90%. 因此 , 计算 边界 层 的 理论 和 广 
法 以 及 能 够 影响 边界 层 流动 性 质 的 方法 具有 非常 重大 的 实际 价值 

满 流 边界 层 的 摩擦 蛆 力 与 被 绕 流 表 面 的 粗糙 程度 有 密切 的 关系 , 这 一 点 在 $22 
中 已 经 指出 , 并且 在 粗 业 程 度 降低 时 摩擦 阻力 也 明显 降低 (降低 粗粮 程度 的 措施 在 
于 消除 被 绕 流 表面 上 的 各 种 不 平整 因素 : 凸 起 的 钾 钉 和 焊 缝 ,表面 的 波纹 ,等 等, 换 
言 之, 应 把 被 绕 流 表面 加 工 得 像 镜面 一 样 光滑 ). 

对 于 流线型 物体 , 若 能 使 边界 层 尽量 保持 层 流 状态 , 或 者 说 , 若 能 消除 引起 扰动 
的 各 种 因素 , 使 边界 层 不 转变 为 法 状态 , 就 能 获得 特别 巨大 的 好 处 . 通过 各 种 专 站 
措施 可 以 使 层 流 边界 层 向 湾流 边界 层 转变 的 位 轩 沿 物体 表面 向 下 游 移动 , 从 而 大 由 
降低 阻力 (有 时 能 够 把 阻力 降低 到 原来 的 一 半 其 至 更 少 )。 

可 以 采用 多 种 方式 来 维持 层 流 边界 层 的 存在 , 现 举例 如 下 . (1) 采用 专门 的 不 会 
引起 分 离 的 流线型 外 形 , 保证 压强 分 布 的 平稳 性 . 我 们 指出 , 流动 分 离 的 产生 一 般 与 
边界 层 的 快速 油 流 化 有 关 ，(2) 使 被 绕 流 表 面 像 镜面 一 样 光滑 , 如 果 被 绕 流 表 而 明显 
粗糙 或 者 在 表面 上 存在 各 种 凸 起 , 就 会 提早 引起 边界 层 的 潮流 化 . (3) 因为 来 流 的 
不 均匀 性 和 各 种 扰动 (例如 由 各 种 振动 引起 的 扰动) 很 容易 让 边界 层 提早 失去 稳定 
性 并 进一步 转变 为 汉 流 边界 层 ,所 以 在 某 些 情况 下 可 以 把 已 经 减速 的 流体 从 边界 层 
中 吸 走 , 从 而 维持 边界 层 的 层 流 状态 . 

上 面 研究 的 是 层 流 边界 层 分 离 问题 . 涌流 边界 层 也 可 能 发 生 分 离 ,这 种 现象 就 
像 层 流 边 界 层 分 离 的 情况 那样 也 与 流体 在 压强 上 升 区 域 中 的 运动 有 关 (压强 在 流动 
方向 上 不 断 升 高 导致 流速 降低 ) 

层 流 边界 层 或 涌流 边界 层 并 非 不 可 压缩 流体 运动 所 特有 , 它 
关于 气体 中 的 边界 层 “人 也 是 气体 运动 的 特性 ， 在 气体 边界 层 的 横 截面 上 , 不 仅 速 
度 因 避 而 无 滑 移 条 件 而 剧烈 变化 , 温度 、 密 度 、 在 某 些 情况 下 甚至 连 气体 的 化 学 组 分 
也 剧烈 变化 

在 浅 止 温度 和 况 力 学 温度 很 高 时 ,在 气流 中 能 够 出 现 各 种 类 型 的 物理 化 学 过 程 
这 些 过 程 不 仅 涉及 电离 、 化 学 反应 以 及 被 绕 流 物体 表面 的 培 化 和 气 化 , 而 且 涉及 扩 
散 和 辐射 . 这 时 , 被 绕 流 物体 与 气体 或 液体 之 间 的 传 热 性 质 具有 特别 重要 的 意义 . 当 
物体 在 气体 中 高 速 运动 时 , 传 热 问题 和 物体 被 加 热 的 问题 在 很 大 程度 上 就 是 边界 层 
问题 . 尽管 边界 层 很 薄 , 所 有 上 述 现象 在 边界 层 内 部 仍然 具有 重要 意义 
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我 们 来 回忆 速度 场 的 散 度 和 涡 量 的 概念 . 设 速度 分 量 (21, 27, 23, t) 在 欧 几 
里 得 空间 的 某 个 区 域 9 中 是 空间 坐标 z* 和 时 间 t 的 分 段 连续 可 微 函数 , 则 对 于 速 
度 场 v = viei 的 散 度 e(z:，z2，za, 0) 和 涡 量 w(z1，z2，za, 1), 我们 有 


== Фо = Vw 


е ez es 
1 ада 
= го = |9 д 9, 
2 2/9 |927 012 03 

я в 


式 中 е, 为 基 矢 量 ，g = det(gy), gy 是 度 规 张 重 的 分 量 。 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 9-1, 
< = ei 我 们 已 经 在 第 一 章 中 详细 阐述 了 不 变量 = 和 ww 的 力学 意义 . 对 于 不 可 压缩 
流体 , 在 没有 质量 源 时 。 = 0, 在 w О 时 介质 的 运动 是 有 旋 的 
如 果 已 知 速 度 场 w 通过 微分 运算 就 容易 计算 е 和 w， 对 任 
根据 给 定 的 矢量 场 计 何 撩 呈 场 帮 能 引 和 不 变量 е 和 w 所 以 所 有 下 述 理论 能 够 被 
应 用 于 任何 矢量 场 ,而 不 仅仅 是 速度 场 
例如 ,对 于 定常 电梯 场 , 从 麦克 斯 志方 程 见 第 一 卷 第 六 章 ) 可 知 , 磁场 强度 矢量 
н 满 是 方程 
rotH = 4", divH = -4rdiv M, 


式 中 7 是 电流 矢量 , М 是 磁化 强度 矢量 . 如 果 没 有 磁化 , 或 者 成 立 关系 式 M = ВН 
(К, = const), 则 
divH =0. 


对 于 定常 电场 , 从 麦克 斯 韦 方程 可 知 , 电场 强度 矢量 Е 满足 方程 
rotE=0, АЕ = 4r(pe – divP), 


式 中 P 是 极 化 强度 矢量 , р, 是 电荷 密度 . 如 果 没 有 极 化 , 或 者 成 立 关系 式 Р = КЕ 
(ka = const), 则 
(1 + 4rk,) div В = 4тр,. 


根据 给 定 的 = 和 w 计 下 面 研究 逆 问 题 : 根据 待 求 矢量 的 散 度 和 旋 度 计算 该 矢量 场 . 

算 矢量 场 力学 和 物理 学 的 许多 理论 与 这 个 问题 有 直接 的 关系 , 在 提出 

问题 时 会 预先 给 出 待 求 矢量 的 散 度 和 旋 度 , 或 者 通过 求解 辅 

助 方程 能 够 计算 出 待 求 矢量 的 散 度 和 旋 度 . 根据 量 = 和 w 计算 相应 矢量 场 的 重要 问 
题 就 是 这 样 出 现 的 . 

为 了 术语 上 的 方便 ,下面 将 讨论 连续 介质 运动 的 速度 场 o、 散 度 场 。 和 涡 量 场 w., 

下 述 理论 是 运动 学 理论 , 不 直接 涉及 介质 的 性 质 . 介质 的 动力 学 性 质 和 物理 性 质 可 
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以 通过 给 出 函数 =(z!，z2，za, t) 和 олт, 22, 23, 0) 对 坐标 尤其 是 对 时 间 t 的 依赖 
关系 而 明显 表现 出 来 . 下 面 得 到 的 公式 和 结果 适用 于 各 种 矢量 场 的 理论 . 

首先 考虑 在 无 界 空间 中 计算 速度 场 v 的 问题 , 这 时 在 全 部 空间 中 给 定 了 标量 场 
< 和 矢量 场 w. 在 以 下 结果 中 , 时 间 t 仅仅 是 外 部 参量 . 根据 条 件 , 我 们 认为 


ЗЕ В, = У + + 22 + оо 4 е0, о 0, 


Не 和 w 在 无 穷 远 处 等 于 零 (z, у, z 是 空间 点 的 第 卡 儿 坐标 ). 我 们 将 寻找 这 样 的 矢 
Ж v, 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 , 即 满足 条 件 


1 В оо В о 0, (26.1) 
所 提问 题 的 解 的 唯一 ”不 难 证 明 , 所 提问 题 只 可 能 具有 唯一 的 解 . 其 实 , 假设 存在 两 
性 个 解 vi(z, у, =) 和 ua(z, y, z), 我 们 来 证 明 矢量 v = w 一 


在 条 件 (26.1) 下 恒 等 于 零 . 对 于 矢量 场 v, 我 们 有 
divv = 0, гоёо = 0. 
从 rotu = 0 可 知 矢量 w 有 势 , 所 以 存在 势 函 数 p(z, у, =), о = втадф. 从 divv = 0 
和 (26.1) 可 知 ， 
Ap =0, (втайџ) = 0, 
即 函 数 p(z, у, 2) 是 调和 函数 , 并 且 其 梯度 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 考虑 半径 为 В, 且 球 


心 位 于 坐标 原点 的 球面 . 在 $12 中 已 经 证 明 , 势 流 中 的 最 大 速度 wsx 应 当 是 在 流动 
所 占 区 域 的 边界 上 达到 的 . 由 此 可 知 , 对 于 任何 球面 所 包围 的 区 域 ， 


I 多: 从: 的] 
在 球面 上 才能 达到 . 但 是 我 们 还 有 条 件 (26.1), 所 以 处 处 部 有 


ap\ (әү ap 
(%) +(%) + (器 ) = ж мио, 
即 成 立 恒等式 v = 0, 这 就 证 明了 所 提问 题 的 解 的 唯一 性 . 
既然 解 的 唯一 性 已 经 得 到 证 明 , 我 们 把 基本 问题 分 解 为 以 下 两 个 问题 . 问题 一: 
在 e 关 0 和 w=0 时 计算 有 势 (无 旋 ) 速度 场 ; 问题 二 : 在 == 0 和 ww 六 0 时 计算 不 
可 压缩 流体 有 旋 运 动 的 速度 场 . 显然 , 全 部 问题 的 解 可 以 表示 为 问题 一 的 解 与 问题 


二 的 解 之 和 . 
根据 散 度 场 计算 速度 “考虑 门 题 “ 
场 的 问题 的 提 法 ъ= ваф, ДФ = =. (26.2) 


求解 过 程 归结 为 寻找 满足 泊 松 方程 的 势 函 数 (zx，y，z), 泊 
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松 方程 的 右 侧 是 给 定 的 函数 (т, у, 2). 

在 求解 时 必须 对 函数 =(Е, п, С) 的 性 质 提出 一 些 假设 . 在 这 里 和 下 文中 , 我 们 用 
&, nC 表示 已 知 散 度 e 的 点 的 坐标 , 用 z, у, z 表示 需要 求解 势 函 数 更 的 点 的 坐标 . 
我 们 认为 e(€, п, © 是 分 段 光 滑 函 数 , 并 且 在 R= у +1 +С = Ro 足够 大 时 成 
立 不 等 式 


上 el < т (26.3) 
式 中 上 和 和 是 合适 的 常数 , 并 且 上 > 0 0 <А < 1. 例如 , М = 仅 在 空间 中 某 一 有 限 
区 域 中 不 等 于 零 时 , 不 等 式 (26.3) 就 是 成 立 的 . 


表示 解 的 积分 的 收敛 因为 散 度 = 的 含义 是 按 体积 分 布 的 源 的 流量 密度 , 所 以 自然 


可 以 把 势 函数 和 (zy =) 表示 为 位 于 各 个 点 6, т С 的 点 源 
的 势 函数 之 和 , 即 
а Геё __1 = (6, п, ©) dé атас. 
и 1 итае и 
式 中 ( 见 图 93) 


т= Vr- + (у = п)? + (2 – 0). 


我 们 首先 证 明 , 在 条 件 (26.3) 下 ,对 全 部 空 
间 的 积分 (26.4) 是 收敛 的 , 并 且 这 样 定义 的 函数 
Ф(т, у, 2) 在 В = Ут? + у + 22 + оо 时 趋 于 零 . 

其 实 , 在 积分 (26.4) 中 , 对 球 心 位 于 坐标 原点 
且 半 径 为 Ro 的 球 的 那 一 部 分 积分 


=ат 


т 图 99， 用 于 计算 т 的 示意 图 


62+m2+C2< RE 


定义 了 自 变量 为 z, у, z 的 一 个 函数 , 它 在 无 穷 远 处 像 1/ Ri 那样 趋 于 零 . 如 果 在 无 
ЖИ = 20, 则 由 不 等 式 (26.3) 可 知 ， 


oo2rr 
кат <, аЕзш@ авар ， 
(26.5) 
因为 在 球 坐 标 系 中 dr = RidRsin9d9dy, 量 В, = Ут + у? + 22 和 7 的 含义 如 图 
оз 所 示 . 从 条 件 0 < 入 < 1 显然 可 知 , (26.5) 中 的 最 后 一 个 体积 分 在 Ri 7 0 时 收敛 ， 
我 们 把 这 个 积分 记 为 f(R1). 


Ейт 


r 
рн 
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速度 势 和 速度 在 无 穷 “容易 计算 函数 (в), 结果 精确 到 相差 一 个 常数 因子 . 其 实 ， 


Н ет (ло ар 


Е В, 250), 
ааа)" 


因此 , 在 不 等 式 (26.3) 成 立时 , 函数 (К) 乃至 (26.4) УЕ ОЗ Ф(х, у, 2) 
ЖЕ 局 — co 时 至 少 像 1/ RX 那样 趋 于 零 . 

如 果 函 数 < 在 某 些 单独 的 点 、 曲 线 或 曲面 上 有 间断 , 或 者 取 值 无 穷 大 但 可 积 , №] 
上 述 结论 仍然 成 立 . 对 втайФ 可 以 写 出 


v=grad®= Е (26.6) 


如 果 < 在 空间 的 有 限 区 域 中 是 有 限 的 或 可 积 的 , 在 坐标 原点 也 是 有 限 的 或 可 积 的 , 并 
且 满 足 (26.3), 则 (26.6) 中 的 积分 收敛, 速度 v 在 无 穷 远 处 至 少 像 1/Ri+ 那样 趋 于 
$. 如 果 给 定 的 < 不 满足 可 积 条 件 或 限制 条 件 (26.3) 0 , 则 (26.4) 中 的 积分 可 能 没 
有 意义 , 从 而 不 能 把 问题 的 解 表示 为 (26.4) 的 形式 . 这 时 , 所 提问 题 可 能 根本 无 解 . 
па (26.4) 满足 现在 还 必须 证 明 , 公式 (26.4) 所 定义 的 函数 Ф 具有 二 阶 偏 导 
泊 松 方程 ” 数 并 且 满足 泊 松 方程 (26.2)， 在 证 明 这 个 结论 时 , 为 简单 起 
р 见 , 我 们 假设 ? =(, п, С) 连续 并 且 具 有 有 限 的 一 阶 偏 导数 

де/9Е, de/Om, де/96. 

Я M 是 所 研究 的 点 , 其 坐标 为 z, у, 2. 取 球 心 位 于 点 М 且 半 径 很 小 的 球面 5, 
用 了 表示 其 内 部 区 域 , 用 27 表示 以 外 的 流动 区 域 . 我 们 把 公式 (26.4) 所 定义 的 
函数 Ф 表示 为 和 的 形式 : 


Ф=Ф+Ф", 


式 中 

1 ейт а. ВО 

м] т’ т] г 
ч" 9 


Ф = 


显然 , 函数 Ф", у, 2) 在 区 域 9' 之 外 的 点 М 是 解析 的 . 因为 点 5, п, С 属于 9, 
所 以 在 r= (= - 5+ (у п)2 + (2 - О? ОВНЕЖ М 有 A(l/r) = 0, 于 是 
ДФ” = 0, 
从 而 
ДФ = ДФ". 
在 牛顿 力学 中 , 根据 质量 分 布 计算 引力 势 的 问题 就 是 这 样 的 问题 (第 一 卷 223 一 224 页 ) 如 果 


认为 字 宙 是 无 限 的 , 而 质量 的 平均 密度 是 常量 , 则 (26.3) 不 成 立 . 
允 在 更 细致 的 分 析 中 可 以 弱化 这 个 假设 


526. 根据 给 定 的 涡 量 和 散 度 计算 速度 场 = 209 - 


现在 研究 Ф'(т, у, 2) 在 点 М(х, у, 2) 的 偏 导数 . 我 们 有 
эм рәү 1 рәү 1 рдү 1 [14% 
Әг — ат) бо (;)* = 1 Ге (3) = а/а (2) а) 799" 
+ т 


这 里 已 经 注意 到 


91 


Е 
агт Er 


考虑 这 个 公式 中 的 第 一 个 积分 . 对 于 球面 2 和 УУ НН Т — Т” (图 94), 
相应 积分 可 以 用 奥 一 高 公式 进行 变换 , 从 而 得 到 


1 9 [= 1 = 1 Ы 
2 ] # (=) = вае to- 二 /cs dc 
| Я 


тот’ 


根据 对 函数 e(z, у, 2) 的 假设 , 在 У 收缩 至 点 M 时 有 


了 一 M 4т 
所 以 偏 导数 98//8z 满足 公式 
9% 1 1 
ВЕ: | Зои, 942 - т 


ат) т дё 
т 


现在 可 以 写 出 二 阶 导数 , 这 时 要 对 被 积 函数 中 的 1/r о 94. К тт’ (阴影 部 分 ) 
进行 微分 运算 . 用 这 种 方法 得 到 公式 


92% 1 91 1 [491 
501 а 080% 8а 97+ аа арәт" 
$ ка 
对 д2Ф/ду? 和 8 和 /8z2 可 得 类 似 公 式 , 所 以 
р 1 91 1 1 
АФ = е | ерта + ат ПСЕ вай, сат (26.7) 
Ы т 


现在 证 明 , (26.7) 的 右 侧 正好 等 于 (т, у, =). 为 此 , 在 区 域 — Т' 中 对 
1 1 
和 
БИДЕ 
这 两 个 函数 应 用 格林 第 一 公式 ( 见 $12), 得 
1 1 91 
Ј ата ] grade grade.nc 二 dr = Ј 69 
т-т т-т 3+5’ 


式 中 п № Т-Т’ 的 外 法 线 矢量 . 考虑 到 A(1/r) = 0, 在 球面 2' 向 点 М 收缩 的 极 
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限 过 程 中 , 我 们 有 


г Ө... =т2 49 _ 
Ба Геваре, Тр = акем), 
# ғ 


因为 在 球面 У 上 9/6n = -0/0т, do = rzdQ, 式 中 Q 是 立体 角 . 由 此 可 知 ， 


91 1 
= [29+ /raae таа, стат = dre(M). 
= 于 


所 以 , 等 式 (26.7) 最 终 给 出 
ДФ = АФ = e(z, у, 2). 
因此 , АХ (066) 给 出 了 问题 一 的 完整 的 解 , 这 时 要 在 无 界 空间 中 根据 给 定 的 
散 度 分 布 <(6, п, С) 在 该 函数 满足 上 述 限制 条 件 的 情况 下 计算 速度 场 . 
现在 求解 问题 二 一 在 无 界 流体 区 域 Tu 中 根据 给 定 的 涡 量 
根据 答 定 的 沉 虹 分布。 分布 计算 加 度 场 w 我 们 有 
速度 场 的 问题 的 提 法 Фуъ = 0, rotv = 20. (26.8) 
根据 涡 车 的 定义 , 涡 量 是 无 源 矢量 , 即 
divw =0, (26.9) 
因为 diy rotw = 0. 为 简单 起 见 我们 认为 矢量 在 有 施 流 动 区 域 中 是 空间 点 的 分 段 
光滑 函数 , 这 与 求解 问题 一 时 所 提出 的 假设 类 似 .与 (26.0) 相应 , 在 矢量 w 的 间断 
面 5 Е, 我 们 认为 该 矢量 的 法 向 分 量 ,是 连续 的 . 此 外 , 我 们 还 认为 w 在 无 穷 远 
处 趋 于 零 , 并 且 从 某 一 足够 大 的 半径 а VE 二 更 C7 开始 成 立 不 等 式 
ме п Ол, 
式 中 上 和 入 是 适当 的 常数 , 并 且 上 > 0, 0 < 入 < 1. 
只 要 令 
矢量 势 v =rot A, (26.10) 


即 可 满足 不 可 压缩 条 件 divv = 0. 这 里 的 A 就 是 矢量 势 , 它 是 空间 点 的 任意 函数 . 
显然 , 如 果 把 矢量 А 替换 为 与 之 相差 一 个 梯度 矢量 的 矢量 4:, 即 如 果 令 


А; = А + вай, 


ЗА у 是 任意 标量 函数 , 则 速度 场 不 变 . 因此 , (26.10) 中 的 矢量 势 对 于 给 定 的 场 不 
是 唯一 确定 的 . 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 对 矢量 А 提出 一 个 附加 条 件 : 


divA=0. (26.11) 
只 要 适当 选取 标量 函数 %(z，y，z), 即 可 满足 这 个 条 件 . 
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矢量 势 的 计算 ”为 了 得 到 计算 矢量 势 的 方程 , 把 (26.10) 代入 (26.8), 得 

rotrot А = 200. (26.12) 
我 们 对 方程 (26.12) 进行 变换 . 投影 到 z 轴 , 有 
д (22 Р 2) _ ад (和 2) РУ 


бу \ Әх Әу ӧ2\ 92 Әх 
| 
ы д 184。 дА, ‚ 84。 As 024. , PAs) 
Че + ие) (55 +79 + 5) = ё 

据 此 , 我 们 把 方程 (26.12) 改写 为 以 下 形式 : 

graddiv A – ДА = 20. (26.13) 
根据 条 件 .(26.11), 从 方程 (26.13) 得 到 矢量 形式 的 泊 松 方程 

ДА = -2w, (26.14) 


它 等 价 于 3 个 标量 形式 的 泊 松 方程 . 
利用 问题 一 的 解 可 得 方程 (26.14) 的 解 : 


Pe 去 / < Our (26.15) 
То 


从 前 面 的 讨论 可 知 , 在 А; = Vz2z 十 好 十 好 一 oo 时 有 
с с 
1А] < их’ |rot А| < ах 
我 们 现在 检验 , 由 公式 (26.15) 给 出 的 矢量 4 满足 无 源 条 件 (26.11). 我 们 有 
1 Р т 1 : т 
ЧА Ја. ов 0а. Јака ето, 
То. То 


因为 dive ‚со (Е, п, С) = 0. 选取 球 心 位 于 坐标 原点 、 半 径 为 Ro 的 球 То, 其 表面 为 
Уо. 根据 对 全 部 空间 Ts 的 积分 的 定义 , 可 以 写 出 


[вы 2 ат= lim Ја 名 dr = lim [т (26.16) 
г: Fo 一 oo т Ro 一 oo г 
Te То Хо 


在 使 用 奥 一 高 公式 把 等 式 (26.16) 中 的 体积 分 变换 为 面积 分 时 , 必须 把 矢量 w 在 积 
分 域内 部 的 间断 面 的 两 侧 当做 边界 , 不 过 , 因为 我 们 在 前 面 已 经 提出 了 wn 在 间断 面 
上 连续 的 条 件 , 所 以 在 w 的 内 部 间断 面 的 两 侧 , 上 述 面积 分 互相 抵消 . 

当 Ro 足够 大 时 , 我 们 有 |w| < k/R2+*, 所 以 


lim Ја =0. 
REo 一 co т 
Хо 
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由 此 可 知 div A = 0, 所 以 不 仅 成 立方 程 (26.14), 而 且 成 立方 程 (26.13), 后 者 是 基本 
方程 (26.12) 或 (26.8) 的 另外 一 种 写法 . 
所 有 上 述 公式 都 适用 于 一 种 特别 情况 , 这 时 仅 在 空间 的 有 界 区 域 9* 中 才 有 涡 
量 , 而 在 该 区 域 边 界 2* 之 外 w = 0. 根据 ww 在 5* 上 的 连续 性 条 件 , 在 У" 上 成 立 
等 式 wn = 0, 所 以 曲面 У" 应 当 是 涡 面 . 
根据 (26.15) 和 (26.10) 可 以 写 出 
Бгу зт | 26% 0а 去 Ј за хоч =. та, 
ты т. 7. 
(26.17) 
式 中 > 是 在 积分 过 程 中 从 坐标 为 &, п, 的 变化 的 点 指向 坐标 为 r, у, z 的 所 研究 的 
点 的 径 矢 . 
在 无 界 空间 中 根据 散 度 = 和 涡 量 w 计算 速度 矢量 场 的 问题 的 完整 
全 部 问题 的 解 的 解 可 以 表示 为 以 下 形式 ; 


1 Е 1 ә 
пев алса ( а) их (15 а) 
т. т. 
或 
1 er 1 шхт 
о= 17 а ат. (26.18) 


上 述 问题 在 有 界 区 域 ” 如 果 区 域 9 具有 边界 У, РНЕК НАЕ О е 
中 的 解 和 ww 来 计算 该 区 域 中 的 速度 场 v, 就 必须 在 > 上 额外 给 出 边 
界 条 件 . 这 样 的 边界 条 件 可 能 是 各 种 各 样 的 ， 我 们 来 研究 对 
流体 力学 颇 为 重要 的 一 种 特殊 情况 , 这 时 在 上 给 出 了 矢量 v 的 法 向 分 量 w. 为 确 
定 起 见 , 我 们 考虑 外 部 问题 , 即 区 域 2 包含 无 穷 远 点 的 情况 . 
我 们 已 经 解决 了 根据 无 界 空间 中 的 散 度 和 涡 量 计算 速度 矢量 场 的 问题 , 由 此 即 
可 构造 出 所 提问 题 的 解 , 这 时 要 把 在 有 界 区 域 9 中 给 定 的 函数 和 о 延 拓 到 全 部 
空间 , 为 了 满足 上 的 边界 条 件 , 需要 求 出 9 中 的 一 种 无 旋 (有 势 ) 速度 场 , 使 得 


Е=0, w=0. 


为 了 把 9 中 的 函数 = 和 w 延 拓 到 9 以 外 的 空间 , 可 以 采用 多 种 方法 . 尽管 在 
根据 散 度 场 构造 速度 场 时 要 考虑 各 种 相关 假设 , 但 是 在 给 出 = 在 多 以 外 的 分 布 时 ， 
我 们 仍然 具有 很 大 的 选择 余地 .例如 , 可 以 认为 在 9 以 外 = = 0. 在 许多 个 别 情况 
Т, 在 把 < 延 拓 到 全 部 空间 时 , 与 区 域 2 和 相应 边界 条 件 的 对 称 性 有 关 的 各 种 方法 
(镜像 法 等 ) 大 有 用 处 . 

在 把 涡 量 w 通过 曲面 У 延 拓 到 全 部 空间 时 , 该 曲面 在 一 般 情 况 下 可 能 是 涡 量 
со 的 间断 面 . 为 了 使 用 公式 (26.18), 必须 保证 wn 在 二 上 的 连续 性 . 
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设 27 是 区 域 2 的 外 部 , 区 也 是 27 的 边界 . 可 以 用 以 下 方法 在 9 中 构造 连续 
分 布 的 涡 量 w. 在 2' 中 令 
А и = gradx. 
为 了 确定 函数 x(z，y，z), 我 们 这 时 得 到 区 域 2' 中 的 一 个 诺 依 曼 问题 . 其 实 , 因为 
divw = 0, 所 以 


Ax=0. (26.19) 
根据 ww 的 连续 性 , 在 二 上 成 立 
Әх = wn (26.20) 


式 中 ww 是 上 的 已 知 函数 , 因为 在 区 域 9 中 已 经 给 定 w. 如 果 在 9 中 给 定 的 w 
满足 条 件 : 在 2 上 w = 0, 则 根据 (26.20) 和 (26.19) 得 x = const. 因此 , 只 要 在 2/ 
中 令 w = 0, 就 可 以 用 这 样 的 方法 把 区 域 9 中 的 涡 量 w 延 拓 到 区 域 27. 

在 解决 某 些 个 别 问题 时 , 在 把 区 域 9 中 的 给 定 矢量 w 延 拓 到 9' 中 的 时 候 , 一 
些 基于 对 称 性 的 方法 同样 大 有 用 处 . 

设 e 和 w 已 经 从 区 域 9 延 拓 到 全 部 空间 我们 用 v,(z，y，z) 表示 由 公式 
(26.18) 给 出 的 速度 矢量 , 并 令 

ъ= +0", 

ЗА о жено 在 9 中 的 给 定 分 布 所 对 应 的 待 求 速度 矢量 . 为 了 计算 矢量 场 v*， 
我 们 得 到 以 下 诺 依 曼 问 题 . 在 区 域 2 中 有 


所 以 


在 区 域 9 的 边界 了 上 有 


ЗЕН о, - ww 是 已 知 函数 , 因为 依照 条 件 , vn 在 Х 上 是 给 定 的 . v 和 о 在 无 穷 远 处 
等 于 零 , 由 此 给 出 
(grad y) = 0. 
因此 , 为 了 最 终 获得 有 界 区 域 中 的 边 值 问题 的 解 , 按照 上 述 方法 , 在 一 般 情况 下 
首先 应 把 = 和 w 延 拓 到 2 以 外 的 区 域 并 使 用 解 (26.18), 然后 需要 求解 一 个 边 值 问 
题 来 确定 调和 函数 (т, у, 2). 
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$27. 涡 量 场 的 一 些 重要 实例 


我 们 来 考虑 在 前 一 节 中 建立 起 来 的 一 般 理论 的 菜 些 应 用 . 
假设 在 无 界 不 可 压缩 流体 中 有 一 个 孤立 的 封闭 的 无 穷 细 涡 管 С 
毕 奥 _ 萨 瓦尔 定律 《图 95), 在 极限 情况 下 可 以 把 它 看 做 封闭 涡 丝 我 们 也 可 以 
把 这 样 的 涡 丝 看 做 恒定 电流 ато 的 回路 , 相应 磁场 为 Н. 
为 了 确定 磁场 Н 或 涡 丝 的 相应 速度 
矢量 场 v, 根据 公式 (26.17) 可 以 写 出 


v= | dr, (27.1) 


积分 域 是 涡 管 所 包围 的 区 域 . 沿 细 涡 管 有 
wdr =wdsdo =wdado = га» 


式 中 ds 是 曲线 С 的 线 微 元 , do 是 涡 管 
的 模 截 面积 , Г 是 环绕 涡 管 1 周 的 任意 封闭 曲线 2 上 的 速度 环 量 ( 见 图 95). 环 量 
ЧН Г 沿 涡 管 保持 不 变 , 这 是 涡 管 的 基本 运动 学 性 质 . 在 do 一 0, w 一 oc 并 且 环 最 
Г = 2wdo 有 限 的 条 件 下 对 (27.1) 取 极限 , 得 
ds xm 


а) тв 
с 


这 个 公式 给 出 涡 丝 所 对 应 的 速度 分 布 , 或 者 相应 线 电流 所 对 应 的 磁场 强度 分 布 . 
可 以 把 公式 (27.2) 写 为 以 下 形式 : 
ds xm 


utz, у, ғ) = /™ 42, у, =) = с". (273) 


图 95， 无 界 流体 中 的 封闭 细 涡 管 


(27.2) 


可 以 把 矢量 dv 解释 为 涡 丝 微 元 ds 在 所 研究 的 点 所 对 应 的 无 穷 小 速度 ( 见 图 95). 
矢量 等 式 (27.2) 或 其 另 一 种 写法 (27.3) 就 是 毕 奥 一 萨 瓦尔 定律 . 涡 丝 微 元 ds 
所 对 应 的 速度 dv 垂直 于 矢量 ds 和 所 在 平面 , 其 大 小 为 


Г |dssin a| 
ны Неван 


АНН а 是 аз 与 r 之 间 的 夹 角 ( 见 图 95). 

显然 , 孤立 涡 丝 的 速度 场 在 涡 丝 所 在 点 之 外 的 全 部 空间 中 都 
涡 丝 所 对 应 的 速度 势 。 是 无 旋 的 , 即 有 势 的 . 我们 来 计算 孤立 的 封闭 涡 丝 所 对 应 的 
速度 势 因为 


= У(=- 5)? + (у – п)? + (2-09?, 


е (也 称 线 涡 ) 是 涡 量 只 集中 于 某 一 条 曲线 时 相应 流动 的 数学 模型 , 这 时 涡 量 和 速度 在 该 曲 
线 上 具有 奇异 性 . 显然 , 涡 丝 所 在 曲线 是 涡 线 . 一 一 译注 
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所 以 
1 
5 = втабмето т ("= ММ), . 


从 而 根据 公式 (27.2) 有 


Е [чека = а [вете п- 214]. (27.4) 
现在 , 对 曲线 积分 (27.4) 应 用 斯 托 克 斯 公式 
Језа пасе | (3, - 22) +2 (ве - в) 和 (如 -条 je 


式 中 > 是 张 于 封闭 曲线 С 的 曲面 , a, 8, у 是 У 的 法 线 的 方向 余弦 , 法 线 的 正方 向 
取决 于 沿 曲线 C 进行 积分 的 方向 , 该 方向 与 涡 量 w 的 方向 有 关 . 令 


P=0，Q= 二 二 ， 有 = -二 二 


再 考虑 到 Aw(l/r) = 0, 得 
2 
шт (нарт бет) = г 9 91, 


ая ) \“ де Элде т + әсәс т) = ат.) Әп Е г 
Ё 

因为 

от. т 

Or  дг’ 
所 以 

а 52-а 
wT mr 
р 
最 终 得 到 
v = ртадф, Е асе (27.5) 


安培 定理 ”因此 ， А. о‘ Ҹ 
张 于 涡 丝 的 曲面 上 分 布 的 等 强度 偶 极 子 的 势 函 数 . 如 果 把 这 个 结论 应 
用 于 磁场 , 则 结果 表明 , 电流 回路 所 对 应 的 磁场 可 以 视 为 在 张 于 电流 回路 的 曲面 > 
上 分 布 的 等 密度 磁 元 系 的 磁场 , 即 磁 壳 的 磁场 . 
公式 (27.5) 中 的 曲面 积分 取决 于 点 M 的 位 置 和 曲面 2; 该 积分 是 几何 特征 量 ， 
它 只 依赖 于 点 M 的 坐标 和 封闭 曲线 С, 因为 曲面 У: 可 以 是 张 于 曲线 С 的 任何 曲 
1) 


онад уна. 一 一 译注 
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图 96，(a) 公式 (27.5) 中 的 被 积 表达 式 — 20-2. da 的 几何 意义 (b) 对 于 点 Mi 有 > 0, 对 于 
м 
点 М2 Ж 92 <0 


双 层 位 势 的 几何 意义 ”我 们 来 详细 解释 公式 (27.5) 中 的 势 函 数 р 的 几何 意义 . 选取 
曲面 2 的 微 元 do (图 96 (a)). 我 们 有 
ә 1 1 Or cosydo _ do 
дпыг т2 ny 02—72 а 
式 中 ао, 是 面 微 元 dc 在 垂直 于 径 矢 > 的 平面 上 的 投影 , dQ 是 do 对 点 М 的 立体 
角 . ШЖ у < 90° (у жп Уу МИН), 则 do > 0; 如 果 > 90", 则 dQ < 0. 
根据 (27.6) 得 


=а9, (27.6) 


е= 17 | = Га, 
РЈ 
式 中 9 是 曲面 > 对 所 研究 的 点 M 的 总 立体 角 (图 96(b)). 对 于 点 М, 有 1? < 90°, 
所 以 ni > 0; 对 于 点 Ma 有 у> 90°, 所 以 na < 0. 
根据 毕 奥 一 萨 瓦尔 公式 , 速度 场 在 涡 丝 所 在 曲线 С 以 外 的 全 部 空间 区 域 中 都 是 

连续 的 . 从 公式 (27.5) 可 知 , 速度 势 p(z, р, г) 在 无 穷 远 处 像 1/ R? 那样 趋 于 零 , 其 
фон = Ут + у? + 22, 而 速度 值 在 无 穷 远 处 像 1/ К 那样 趋 于 零 . 

曲面 Z 是 张 于 曲线 C 的 曲面 . 由 公式 (27.5) 定义 的 势 函数 
занн 9 在 曲面 2 以 外 的 全 部 空间 中 是 正则 调和 函数 . 如 果 2 是 

环绕 涡 丝 1 周 的 封闭 曲线 , 则 速度 沿 2 的 环 量 总 是 相同 的 
ЗЕ г. 我 们 有 公式 


Jar= Дань, =Т, 
2 А 


式 中 wz 和 yp, 是 势 函 数 在 曲面 > 两 侧 的 值 . 由 此 可 知 , 曲面 > 是 势 函 数 ” 的 间断 
面 ( 见 图 96 (Ь)). 因此 , 曲面 > 既是 势 函数 ” 的 间断 面 , 也 是 立体 角 Q 的 间断 面 , 并 
且 其 间断 值 在 曲面 上 处 处 相同 . 对 于 孤立 涡 丝 , 我 们 有 


фа -ф1 =Г = сов, ДО = [0] = 4т. 


S$27。 涡 量 场 的 一 些 重要 实例 5217 - 


为 ”的 间断 值 在 上 处 处 相同 , 所 以 速度 场 在 > 上 是 连续 的 . 在 上 面 的 例子 
中 , 可 以 选取 张 于 封闭 涡 丝 C 的 任何 曲面 作为 曲面 х. 当 Г 有 限时 , 只 有 涡 丝 C 所 
在 出线 是 速度 场 的 奇异 曲线 , 所 以 在 接近 曲线 C 时 ,积分 (27.2) 不 收敛, 这 时 速度 6 
趋 于 无 穷 大 ШАТ АИТ У ЗЭР, 势 画 数 ”就 成 为 单 信 正 则 调和 函数 ,在 厅 
ЯН С 以 外 的 双 连 通 空间 中 , 势 函数 о 是 多 值 周期 正则 调和 函数 . 势 丽 数 在 沿 形 
如 .2 的 封 半 曲 线 环绕 1 周 之 后 会 获得 一 个 增 量 , 这 个 增 量 等 于 环 量 

从 一 般 公式 (27.1) 显然 可 知 ， 
涡 丝 系 的 速度 势 。 在 相应 表达 式 收敛 的 条 件 下 ， 
可 以 通过 求 和 来 计算 有 限 条 或 无 限 条 涡 丝 所 对 
应 的 速度 场 和 速度 势 : 


гь Г бахт 
== / 735° 
РЧ 


А 曲面 2* 的 涡 丝 所 对 
现在 考虑 边界 为 C 的 有 限 曲面 х, теза 207, БАЛ а АА 


面 上 连续 地 分 布 着 一 族 封闭 涡 丝 ), 涡 丝 强度 也 
是 连续 的 (图 өт). 如 果 用 аг, 表示 涡 丝 Ck 的 强度 , 则 这 一 族 涡 丝 的 速度 势 可 以 表 
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这 时 , 速度 势 p 在 曲面 2* 的 每 一 侧 都 是 有 限 的 和 连续 的 , 但 在 沿 法 线 方向 穿 过 2 
时 发 生 间断 在 任何 中 间 的 涡 丝 Ce 上 有 
с, 
еа гь /ar (27.8) 
с 
曲面 х" 是 切 向 速度 ”因为 环 量 沿 Cx 保持 不 变 , PTk = const, 所 以 沿 Ck 对 (27.8) Ж 


间断 面 导 , 得 
D2 бе: и, =0, 


дз Os 
即 速度 场 在 涡 丝 C 上 的 切 向 分 量 是 连续 的 . 如 果 在 曲面 2* 的 切 平面 内 取 Cx 的 法 


习 这 样 的 曲面 2* 一 般 被 称 为 涡 片 或 面 涡 , 即 涡 量 只 集中 于 某 一 个 曲面 时 相应 流动 的 数学 模型 ， 
这 时 涡 量 在 该 曲面 上 有 奇异 性 . 一 般 而 言 , 在 有 限 曲面 2” 上 可 以 分 布 有 多 族 封闭 涡 丝 . 如 下 文 所 
Ж, 涡 片 是 切 向 速度 间断 面 . 一 一 译注 
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向 矢量 п, ( 见 图 97), 则 有 
0 
дъ = дп. Әп =" Әә" 
Вр 2* 上 的 切 向 速度 在 mi 方向 上 的 分 量 在 2* 上 发 生 间断 . 公式 (27.9) 表明 , 速度 
的 该 切 向 间断 值 与 像 经 那样 ( 见 图 97) 穿 过 曲面 2* 的 封闭 曲线 上 的 环 量 在 2* 上 
的 分 布 有 关 . 在 一 般 情况 下 , 如 果 8T/6n, 在 У" 上 连续 , 则 速度 在 У 上 的 法 向 分 量 
在 2* 的 内 部 点 也 是 连续 的 . 因此 , 曲面 У" 这 时 仅仅 是 流体 切 向 速度 的 间断 面 . 在 
向 2* 的 边界 С 上 的 点 靠近 时 , 流体 速度 在 一 般 情 况 下 可 能 趋 于 无 穷 大 . 
如 果 已 经 给 出 函数 ГСМ), 其 中 N 是 5* 上 的 点 , 则 5* 上 的 曲线 T(N) = const 
对 应 着 涡 丝 . у" 上 的 切 向 速度 间断 矢量 可 由 以 下 公式 计算 : 


втабу рз 一 grads- Pp1 = Via — 51 = grads- ГОМ), (27.10) 


式 中 тайр. р 表示 矢量 grady 在 У" 的 切 平面 上 的 分 矢量 . ЕН ОНИ 
矢量 垂直 于 х* 上 的 涡 丝 . 从 公式 (27.10) 可 知 , 如 果 流 体 运动 在 2* 以 外 处 处 有 势 ， 
则 х* 上 的 切 向 速度 间断 矢量 应 当 具 有 势 函 数 F(N). 

击 水 考虑 击 水 问题 . 设 静止 的 不 可 压缩 流体 充满 下 半空 间 z < 0, 水 平 自由 面 位 于 
zy 平面 (图 98). 如 果 自 由 面 上 的 某 区 域 2* 突然 受到 冲击 , 则 在 冲击 发 生 后 
的 瞬间 , 流体 的 受 扰 运 动 是 有 势 的 . 为 了 计算 这 一 时 刻 的 速度 势 p, 我 们 在 下 半空 间 
有 狄 利克 雷 问题 . 在 zy 平面 上 2" 以 外 
的 区 域 中 , 压强 冲 量 为 零 , 根据 (11.10) 
有 


(27.9) 


р: = -рф = 0. 
如 果 已 知 区 域 2* 中 的 压强 冲 量 , 则 


图 98， 区 域 2* 在 时 刻 t=0 受到 压强 冲 量 的 作 

用 (冲击 ) Pt = -р91 (М), 

所 以 w(N) 是 2* 上 的 已 知 函 数 . 再 考虑 到 在 无 穷 远 处 没有 扰动 的 条 件 , 并 利用 关 
系 式 ( 见 812) 


ф(т, у, 2) = —ф(т, у, —2) (27.11) 
把 调和 函数 yp 解析 延 拓 至 上 半空 间 , 我 们 就 得 到 速度 势 在 区 域 2* 中 发 生 间断 的 无 
界 流体 运动 . 车 把 势 函数 y 在 5* 的 上 侧面 的 值 记 为 px, 则 有 ps = -yi, 于 是 根据 
(27.8) 和 (27.11) 有 
p2— Pp1=—291 =T#0. 
可 以 把 区 域 >* 看 做 切 向 速度 分 量 д/г 和 дф/ду 的 间断 面 . 根据 (27.11), 在 
2 = 0 时 法 向 速度 分 量 9p/6z 相同 . 
因此 , 可 以 把 不 可 压缩 流体 在 下 半空 间 的 有 势 运动 或 延 拓 到 全 部 空间 的 运动 看 
做 分 布 于 区 域 2* 的 涡 量 所 对 应 的 运动 . 涡 量 分 布 与 压强 冲 量 分 布 有 关 , 而 压强 冲 量 
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ВНЕ ОВАРНЫЕ, 只 要 在 提出 对 у 的 冲击 问题 时 已 
知 5" 上 的 法 向 速度 8p/9z ( 见 $12). 
利用 毕 奥 一 萨 瓦尔 公式 , 根据 у 上 的 给 定 速度 势 P， 就 可 以 计算 液体 的 扰动 
度 场 . 求解 环 量 分 布 T(N) = -2p:(N) 的 数学 问题 可 以 在 公式 (27.7) 的 基础 上 进行 
表述 . 
可 以 把 上 述 击 水 问题 变 得 更 加 复杂 , 进而 研究 在 水 面 上 移动 
提交 水 看 做 系列 击 ”的 一 系列 连续 的 击 水 过 程 。 用 这 种 方法 可 以 构造 出 滑 艇 (一 
种 能 够 在 水 面 上 高 速 滑行 的 小 型 船只 ) 的 底部 与 水 面相 互 作 
用 的 问题 的 解 
在 研究 线性 化 的 洪水 问题 时 , 边界 条 件 是 在 未 受 扰动 的 水 平 自由 面 上 表述 的 , 并 
且 在 zy 平面 上 受审 击 区 域 之 外 始终 成 立 条 件 了 ”= 0, 这 样 就 可 以 把 液体 的 运动 下 
拓 到 上 半空 间 , 从 而 得 到 全 部 空间 中 的 运动 , 其 速度 势 间断 面 位 于 zy 平面 . 该 间断 
面 就 是 在 zy 平面 上 移动 的 受 冲击 区 域 的 尾 流 区 , 相应 涡 系 的 一 般 图 形 如 图 99 所 示 . 
如 果 运动 是 从 4 二 -oo 开始 的 , 则 以 有 限 速度 航行 的 滑 艇 的 尾 流 区 会 向 后 延伸 到 无 
穷 远 . 
为 了 概括 有 限 瀑 展 机 要 在 流体 中 运动 时 流体 的 实际 运动 , 也 
育 涡 相 展 机 村 理论 中 ”可 以 引入 类 似 的 涡 系 . 对 于 滑 水 时 下 半空 间 流体 的 受 扰 运 动 
和 相应 选取 的 有 限 慷 展 机 浪 在 无 界 流体 中 运动 时 流体 的 受 扰 
运动 ,相应 计算 问题 在 近似 提 法 下 是 一 样 的 . 在 机 要 获得 向 上 的 升力 时 , 相应 流体 主 
ЗЕНОН ЭУ. 在 图 99 中 , 流体 的 运动 方向 由 箭头 指示 . 
解决 问题 的 主要 困难 在 于 确定 zy 平面 上 的 渴 系 . 显然 , 这 归结 为 确定 像 那 
样 (图 97) 穿 过 曲面 с" 的 封闭 曲线 上 的 环 量 在 5* 上 的 分 布 
图 99 中 的 阴影 区 域 对 应 着 运动 的 机 机 (或 清 艇 底部 ), 它 在 这 里 与 流体 发 生 力 
的 相互 作用 , 从 而 形成 间断 值 ,和 ws. 在 间断 面 的 其 余部 分 一 在 自由 “ 涡 片 ”上 
一 已 经 不 再 发 生 “ 溃 击 ”, 间断 pi = -3 保持 不 变 . 因此 , 在 不 可 压缩 理想 流体 受 


如 果 忽 略 重力 和 液体 绝对 运动 速度 的 平方 v (该 速度 很 小 ), 则 根据 柯 西 一 拉 格 朗 日 积分 
卫 一 Po = -p22 = 下 
д 2 
可 知 , 自由 面 上 气压 po 恒定 的 条 件 给 出 Bep/at = 0, 即 = const. 在 zy 平面 上 未 受 冲击 的 地 方 有 
Ф=0. 
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扰 运 动 的 上 述 流动 方式 中 , 在 运动 机 桔 后 方形 成 切 向 速度 间断 面 一 涡 片 
根据 汤姆 孙 定理 , 在 РОЖИ, 在 初始 静止 的 不 可 压 
о 在 机 可 尖锐 后 缘 附 近 的 
流体 中 完全 可 能 出 现 切 向 速度 间断 面 , 这 种 动力 学 效应 很 好 

地 符合 实际 情况 . 流体 中 这 样 的 间 世 面 可 以 视 为 涡 片 ,所 以 从 这 个 意义 上 可 以 说 , 在 
理想 流体 中 出 现 有 旋 运动 与 汤姆 孙 定 理 并 无 矛盾 之 处 . 在 第 一 卷 第 六 章 87 中 已 经 
部 分 地 讨论 过 这 个 问题. 

有 时 会 给 出 这 样 的 解释 ;在 流线型 机 要 后 面 出 现 的 涡 片 是 由 流体 黏 性 引起 的 . 
_ 般 而 言 ,该 说 法 是 不 对 的 2 .在 机 可 问题 中 , 各 性 的 作用 表现 为 把 涡 片 一 切 向 束 
度 间断 面 一 转变 为 速度 连续 变化 的 很 薄 的 边界 层 .边界 层 延伸 向 机 要 后 方 ,在 远 
离 机 要 的 地 方 发 生 剧烈 变形 , 最 终 消失 在 周围 的 流体 中 . 然而 , 这 些 效应 对 机 可 附近 
流体 的 受 拓 运 动 没有 显著 影响 因此 , 在 理想 流体 理论 的 范围 内 对 机 可 附近 的 流动 
进行 计算 仍然 给 出 正确 的 压强 分 布 模式 ,利用 这 样 计算 出 来 的 压强 分 布 不 但 可 以 正 
确 计算 机 村 的 升力 ,而 且 可 以 正确 计算 由 压强 分 
布 引起 的 诱导 阻力 . 

我 们 强调 , 按照 理想 流体 定常 运动 理论 范围 
内 的 这 种 流动 方式 , 在 机 枝 后 方 无 穷 远 处 与 yz № 
面 平行 的 平面 上 , 流体 仍然 处 于 受 扰动 的 状态 (Е 
强 和 速度 分 布 不 均匀 ), 于 是 能 量 不 断 聚 集 在 这 样 
的 扰动 中 , 从 而 导致 理想 流体 中 的 诱导 阻力 . 

只 要 把 诱导 阻力 与 利用 边界 层 理论 计算 出 来 
的 摩擦 阻力 相 加 , 即 可 得 到 总 阻力 

这 就 是 在 不 可 压缩 理想 流体 模型 的 提 法 下 研 


图 100， 用 于 计算 位 于 с 轴 的 直线 涡 
丝 所 对 应 的 速度 声 究 有 限 贾 展 机 桔 绕 流 问题 的 一 般 原 理 , 利用 以 上 


方法 可 以 定性 地 概括 流动 的 一 般 情况 .在 机 可 的 
线性 化 理论 以 及 其 他 许多 问题 中 , 根据 毕 奥 一 萨 瓦尔 定律 , 可 以 把 计算 扰动 流 场 的 
问题 转化 为 计算 与 待 求 流 场 相 对 应 的 涡 系 的 问题 . 


一 般 而 言 ,真正 按照 毕 奥 一 萨 丽 尔 公式 (27.2) 计算 整个 速度 
НЕМЕНЕ ану, 甚至 在 涡 丝 С 只 不 过 是 四 形 涡 丝 时 ， 
积分 后 的 公式 也 相当 复杂 、 不 过 , 当 国 形 涡 丝 的 半径 趋 于 天 

穷 大 时 , 圆 形 涡 丝 成 为 直线 涡 丝 , 所 有 结果 在 这 个 极限 下 变 得 非常 简单 
设 涡 丝 位 于 笛 卡 儿 坐 标 系 =, y, z 的 z 轴 (图 100), 并 且 涡 量 方向 与 轴 方 向 一 

致 我 们 利用 公式 
г Pkxr 
т 73 


-5 


ОРАН ЗАННАН А а ВЕНАРА. 一 一 译注 


аг, 
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来 计算 速度 场 , 式 中 上 是 指向 z 轴 方 向 的 单位 矢量 . 
考虑 zy 平面 上 的 点 M(z, у). 显然 , 点 M(z, у 的 速度 矢量 位 于 zy 平面 并 且 
垂直 于 点 М 的 径 矢 p. 对 于 速度 的 大 小 , 我 们 有 


式 中 a 是 上 与 7 之 间 的 夹 角 ,7 是 从 z 轴 上 的 点 指向 点 M МХ. 容易 计算 这 个 
积分 . 我 们 有 


== = 040 2, 2__Р 
р аата 
所 以 У 
вл. г 
аа МИА 
о 
由 此 可 知 , 在 zy 平面 上 以 及 z 轴 以 外 的 任何 一 个 点 都 有 
Tr г. 
‚= и, „= р (27.12) 


相应 流动 是 平面 流动 ), 换言之 , 所 有 与 zy 平面 平行 的 平面 上 的 运动 都 是 相同 的 ; 
此 外 , 流动 相对 于 = 轴 具 有 对 称 性 . 
从 公式 (27.12) 可 知 ， 


本 让- ee Ty розвы, (27.13) 
2т 2 2т 


式 中 0 是 zy 平面 上 的 极 角 . 速度 势 (27.13) 是 zy 平面 上 的 多 值 调 和 函数 . 坐标 原 
点 z=y=0 是 速度 势 p 和 流体 速度 矢量 (27.12) 的 奇 点 . 
$ (т, у) 是 流 函 数 一 一 速度 势 p ВОЗНИ ТРА, 则 柯 西 一 黎 曙 条件 
әр др Tr Әр др. Гу 
9: бу тр’ WW Br rp 


给 出 
流动 的 相应 复 势 具有 以 下 形式 : 
ws) еар 二 (np+ig)+eonst= TF nz+ совы. (27.14) 
显然 , 如 果 直 线 涡 丝 的 涡 量 方向 指向 z 轴 的 负 方 向 , 即 如 果 它 是 涡 量 w 指向 该 


方向 的 无 穷 细 涡 管 的 极限 , 则 公式 (27.14) 仍然 成 立 , 因为 环 量 Г 这 时 具有 负 值 . 如 
果 直 线 涡 丝 不 与 z 轴 重合 , 但 与 它 平行 , 则 复 势 w(z) 满足 公式 


Г 十 const 
эл Пр + const. 


Г 
ч тр ln(z — 20) + const, 


因此 , 直线 涡 丝 所 对 应 的 平面 流动 也 被 称 为 平面 上 的 点 涡 . 一 一 译注 
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式 中 z = zo +iyo 是 直线 涡 丝 与 zy 平面 的 交点 的 复数 坐标 
时 于 Я 线 涡 丝 系 , 若 所 有 涡 丝 都 平行 于 z 轴 ， 
直线 沉 丝 系 的 速度 声 对 于 有 限 的 或 无 限 的 直线 涡 丝 系 , 若 2 


和 速度 执 则 有 
“=>; (еше - + но), ora 


式 中 zxok 是 各 涡 丝 与 zy 平面 的 交点 的 坐标 , Ck 是 常数 , 并 且 在 选取 这 些 常数 时 应 
保证 级 数 (27.15) 收敛 . 
导数 dw/dz = и іо ЗАСА 0), 由 此 可 得 速度 场 . 根据 (27.15) 有 


dy г, 
ЗЕ a (27.16) 


按照 定义 , 在 计算 位 于 涡 丝 所 在 点 го, 的 流体 微 元 的 速度 时 , 必须 在 级 数 (27.16) 
中 去 掉 点 z0, 所 对 应 的 那 一 项 : 


T。 

2ri(z 一 z0o) 
涡 列 的 速度 场 和 速度 ”例如 , 设 一 列 环 量 相同 的 点 涡 周期 性 分 布 于 zy 平面 上 的 一 
势 条 直线 上 , 记 各 点 涡 的 环 量 为 T, 周期 为 1 (1 可 能 是 复数 ), 则 


有 zok = 20 + (-00 < < +оо). 在 合并 含有 zok 和 а) 
的 项 之 后 , 容易 计算 相应 级 数 (27.16), 结果 是 


а Г ,r(z—z0) 
5 = р 0, (27.17) 
于 是 
Руа 7(z—z0) 
w= уза 280 + совы. (27.18) 


对 (27.17) 进行 积分 就 得 到 公式 (27.18), 该 公式 也 可 以 直接 从 (27.15) 推导 出 来 , Я 
要 适当 选取 Ck. 在 Ck = 1 时 , (27.15) 中 的 级 数 不 收 敛 . 

可 以 采用 对 形 如 (27.17) 的 公式 求 和 的 方法 来 构造 位 于 同一 条 直线 或 不 同 直线 
的 若干 周期 性 涡 列 的 速度 场 . 

以 上 结论 都 涉及 给 定 涡 系 所 对 应 的 速度 场 . 

如 果 运 动 流体 所 占 区 域 是 有 界 的 , 则 在 构造 涡 系 所 对 应 的 速度 场 时 必须 使 用 在 
前 一 节 最 后 给 出 的 方法 . 在 我 们 所 关注 的 许多 情况 下 , 可 以 利用 镜像 法 来 满足 由 直 
线段 或 圆 弧 组 成 的 边界 上 的 条 件 . 在 把 流动 通过 边界 进行 解析 延 拓 时 ， 有 可 能 必须 
在 多 叶 黎 曼 空间 中 研究 速度 场 一 一 这 种 情况 在 平面 问题 和 空间 问题 中 都 可 能 出 现 . 


2 原文 把 导数 dw/dz = и – іо 称 为 速度 函数 (функция скорости). 一 一 译注 
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连续 分 布 的 直线 涡 丝 ” 设 点 涡 系 连续 地 分 布 于 zy 平面 上 的 某 条 曲线 段 5. 为 了 研 


的 速度 场 究 相应 平面 运动 , 我 们 有 
d 1 аг($) реа а 
ш 8) а 
4: 7 эт] 2-я) > = / тества (27.19) 


式 中 9 是 曲线 段 5 的 微 元 dzo 的 辐 角 . 
ХАН ЕЛЕ dw/dz 得 到 柯 西 型 积分 . 根据 (27.19), 导数 dw/dz 在 沿 5 有 一 
割 颖 的 整个 平面 上 是 正则 函数 . 曲线 段 S ( 涡 丝 所 在 曲面 与 zy 平面 的 交 线 ) 是 切 向 
速度 间断 线 . 
在 平面 运动 中 , 如 果 涡 量 连续 地 分 布 于 zy 平面 上 的 某 个 区 域 2, ДЕ 
Ж и-іо 可 以 写 出 
a 


2ті 2-5 ’ 
Ы 


式 中 (М) ав = аг 是 无 穷 小 面 微 元 do 所 对 应 的 直 涡 管 的 环 量 . 因为 dr = 2w do， 
所 以 (М) = 2w(M). 
如 果 区 域 中 的 涡 量 w 是 常量 , 则 对 速度 场 得 到 公式 


2 dzo дуо 
> эт = 2—25 ani = ау vo) (27.20) 


容易 看 出 , (27.20) 右 侧 的 积分 对 区 域 2 内 外 的 点 z 都 收敛 ; 即使 被 积 函数 在 > = 20 
时 等 于 无 穷 大 , 该 积分 仍然 收敛. 

如 果 > 是 半径 为 a 的 圆 , 圆心 位 于 坐标 原点 , 就 容易 计算 积 
党 沉重 加 形 区 域 所 对 (27 20) 在 极 坐 标 下 有 


а 

7 ( podpodbo 

21 2 — руе ` 
оо 


在 半径 为 po 的 圆 Ж (ро) 上 有 46, = dzo/izo, 所 以 


а а 
гаре dz Е зь (+ 1 )a 
ее (+) 
о жо) о о) 


(27.21) 
如 果 点 z = pei 位 于 半径 为 a 的 圆 以 外 , 则 内 侧 积分 等 于 2ri, 所 以 在 涡 量 所 在 
区 域 以 外 的 点 有 


и-ш= 


роте р Е Тя 
Я ом: ата тр ° 


在 涡 量 所 在 圆 形 区 域 以 外 , 速度 场 就 是 位 于 圆心 并 且 具 有 同样 环 量 的 点 涡 的 速度 场 . 
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图 101， 图 柱 形 涡 的 速度 分 布 


对 于 涡 量 所 在 圆 形 区 域 以 内 的 点 , 在 ро < р 时 , Ў Ж (ро) 的 积分 还 是 等 于 оті, 
该 积分 在 po。 > p 时 正好 等 于 零 , 所 以 外 侧 积分 的 上 限 а 应 当 蔡 换 为 p. 从 公式 (27.21) 
可 得 
и-ю= 10, = шире й. 
因此 , 在 强度 密度 为 Y = 2w 的 圆柱 形 涡 的 内 部 , 速度 分 布 与 流体 以 角速度 w 绕 
2 轴 如 刚体 般 转 动 时 的 速度 分 布 相同 . 两 种 情况 下 的 速度 方向 1) 由 因子 -ie-' 给 
НЫ, 这 表明 速度 矢量 垂直 于 径 矢 p, 并 且 在 T > 0 时 指向 极 角 0 增加 的 方向 , 涡 量 所 
在 区 域 以 外 的 速度 值 等 于 


р; 28 ошта, (27.22) 


27р 
涡 量 所 在 区 域 以 内 的 速度 值 等 于 
Гр 
ll=wp= 525. 
速度 分 布 如 图 101 ЭТ). 在 涡 量 所 在 区 域 的 边界 上 , 速度 是 连续 的 . 显然 , 点 涡 的 
速度 场 在 远 场 可 以 解释 为 半径 较 小 的 有 限 强度 圆柱 形 涡 所 对 应 的 速度 场 , 反之 亦 然 


(27.23) 


$28. 圆柱 形 涡 的 动力 学 理论 


我 们 在 前 一 节 中 研究 了 速度 场 与 油 量 场 之 问 的 运动 学 关系 , 现在 考虑 高 施 运动 
的 一 些 动力 学 性 质 ， 相 关 问 题 涉及 流体 中 的 涡 施 对 压强 声 的 影响 ,以 及 涡 量 场 随时 
间 的 运动 和 变化 规律 . 
我 们 来 研究 不 可 压缩 理想 流体 中 的 圆柱 形 涡 所 对 应 的 定常 运 
МИ 动 , 其 速度 场 已 经 在 前 一 节 中 计算 出 来 在 这 样 的 平面 运动 
中 , 所 有 流体 微 元 沿 同 心 图 常 速 运动 ,速度 取 决 于 半 和 ,因此 ， 
3 为 了 明确 , 我 们 认为 w > 0 


习 这 样 的 圆柱 形 涡 经 常 被 称 为 兰 金 涡 . 由 对 称 性 , 根据 斯 托 克 斯 定理 可 以 更 容易 地 得 出 速度 分 
布 结果 . 一 一 译注 
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图 102， 有 限 半 径 圆柱 形 涡 所 对 应 的 压强 分 布 


流体 微 元 只 有 大 小 为 wyr 的 向 心 加 速度 . 欧 拉 方程 的 径 向 投影 给 出 


式 中 p 是 流体 密度 . 令 无 穷 远 压 强 为 po, 则 有 


了 2 


p-m= | 2а (28.1) 
由 此 可 知 , 从 无 穷 远 处 到 涡 旋 中 心 , 压强 单调 下 降 . (在 本 节 的 公式 中 , 用 字母 > 表示 
运动 平面 zy 上 的 径 矢 , 而 不 是 像 前 一 节 那 样 用 字母 p 表示 这 个 量 .) 
在 密度 р 是 常量 的 情况 下 , 在 涡 量 所 在 区 域 以 外 , 即 在 > > a 时 , 从 (28.1) 和 
(27.22) 可 得 


在 涡 量 所 在 区 域内 部 , 即 在 > < a ВУ, 从 (28.1), (27.22) 和 (27.23) 可 得 
272 
р= ро рода + РЕ. 
最 小 压强 出 现在 涡 旋 中 心 ， 
Prin = Po — pw?a?. 

图 102 给 出 压强 沿 半径 的 分 布 . 相应 压强 降低 值 正比 于 w 的 平方 或 总 环 量 T= 2wwrra? 
的 平方 . 对 于 不 均匀 流体 , 若 密度 依赖 于 т, 则 相应 情况 也 容易 描述 . 

压强 在 涡 旋 中 心 附近 很 低 是 大 强度 涡 旋 的 一 个 特点 . 在 不 同 流动 中 经 常 能 够 观 
察 到 压强 在 涡 旋 中 心 降低 的 效应 . 例如 , 旋转 液体 自由 面 的 形状 像 漏斗 一 样 向 下 四 
陷 , 这 种 现象 就 可 以 用 压强 在 涡 旋 中 心 降低 的 效应 进行 解释 . 

-个 有 代表 性 的 涡 旋 运动 实例 是 龙卷风 ， 在 陆地 和 海洋 上 都 能 观察 到 龙卷风 . 
龙卷风 中 心 的 压强 很 低 , 由 此 形成 的 流动 能 够 将 尘土 、 水 和 其 他 各 种 物体 卷 入 其 中 . 
已 知 的 案例 表明 , 在 龙卷风 经 过 的 狭窄 区 域内 , 树叶 全 部 被 吹 掉 , 水 和 水 中 的 小 鱼 、 
青蛙 甚至 埋藏 在 水 下 的 古代 钱币 也 一 起 被 吸入 气流 , 所 有 这 些 动物 和 物品 随后 又 以 
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青蛙 雨 、 金币 雨 等 独特 形式 落 回 地 面 . 

在 机 事 、 空 气 螺 旋 桨 和 船用 螺旋 桨 之 后 能 够 形成 涡 旋 . 在 这 些 情况 以 及 其 他 许 
多 情况 下 , 在 涡 旋 运动 区 域 中 也 会 出 现 压强 下 降 的 效应 . 

根据 汤姆 孙 定 理 , 在 均匀 不 可 压缩 理想 流体 中 , 若 质 量力 有 势 , 涡 旋 就 不 能 沿 流 
体 微 元 传播 . 涡 旋 与 流体 微 元 一 起 运动 , 涡 线 是 物质 线 . 

如 果 在 平面 运动 中 给 定 一 组 点 涡 (КОЯ Ж), 则 只 要 知道 每 一 个 点 涡 的 运动 , 即 
可 确定 速度 场 . 根据 汤姆 孙 定 理 , 每 个 点 涡 的 环 量 保持 不 变 , Tk = const. 为 了 确定 各 
点 涡 在 无 界 流体 中 的 运动 规律 , 即 为 了 确定 坐标 zo, 我 们 有 以 下 常 微分 方程 组 : 


[2 1 
Чао. уњ. _ da 1 уу Та а 


dt dt Ind zo Zor" 
式 中 УУ 表示 对 k= s 以 外 的 所 有 项 求 和 . 
г 
点 涡 系 运动 方程 的 首 方程 组 (28.2) 具有 绝妙 的 首次 积分 . 用 Г, Ж (28.2) 并 对 s 
次 积分 求 和 ,得 
dzo。 (ГАГ. 

rn 
因为 右 侧 各 项 可 以 成 对 抵消 . 于 是 ， 

Dj Tsz0s = const. 


因此 , шж TT, #0, 则 点 涡 系 的 “重心 " 保持 不 动 . 
如 果 用 Lzo, 乘 (28.2) 并 对 s 求 和 , 就 得 到 另 一 个 首次 积分 . 我 们 有 


аа DD 


203 — ZOk 20» — 206 


从 而 


Уг, rr (28.3) 
Е ть 
因为 此 式 右 侧 是 虚数 , 所 以 
9205 
Ут, (ты а + zo 5 ) =0, 
从 而 
У`Г,20,0, = const. (28.4) 


此 外 , 从 (28.3) 可 知 


уг. (学 - 2,9) --25, У, (285) 
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2 
2 № 
两 个 点 涡 沿 同心 圆周 移 图 104， 环 量 大 小 相同 但 符号 相反 的 两 
,位 于 它们 的 “重心 个 点 涡 沿 直线 移动 


可 以 把 关系 式 (28.4) 和 (28.5) 分 别 看 做 点 涡 系 的 “转动 惯量 " 守恒 方程 和 "动量 矩 ” 
守恒 方程 . 
方程 (28.2) 可 以 改写 为 
хо, _ 90. Әу. _ 04, 


dt “Зи” dt ^ dro, (28.6) 
式 中 让 
№, = ==> Гь ln |20» — zok|. 
如 果 利 用 公式 А , 
Н=-5- У У Г.Г ln |20, — 20| 
引入 函数 Н, ЖКД ТЯ (28.6) 写 为 以 下 形式 0 : 
т.» _ LOH ри, _ ТОН вл) 


dt 20%, * 
容易 直接 检验 , 微分 方程 组 (28.7) 具有 积分 


2 9, 


Н = const, 
这 个 积分 可 以 用 作 点 涡 系 的 “能 量 ” 守恒 积分 . 
我 们 以 两 个 点 涡 为 例 来 研究 相应 运动 . 


点 涡 运 动 的 一 些 例子 ад, 其 环 量 T > 0, Ta > 0. 容易 看 出 , 每 个 点 
渴 都 将 沿 同心 圆周 移动 , 圆心 О 位 于 它们 的 “重心 "并且 静 止 不 动 (图 103). 

环 量 大 小 相同 但 符号 相反 的 两 个 点 涡 将 沿 直线 移动 , 该 直线 垂直 于 点 涡 中 心 的 
连 线 (图 104). 要 想 让 这 两 个 点 涡 停 止 移动 , 只 要 在 相应 流动 上 肥 加 与 点 涡 移动 速度 
大 小 相同 、 方 向 相反 的 均匀 流动 即 可 . 


由 此 可 见 , 点 涡 系 是 一 个 非 线性 哈密 顿 系统 , 方程 (28.7) 是 哈密 顿 正则 方程 . — 译注 
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如 果 流动 区 域 具有 固体 边界 或 自由 面 , 计算 点 涡 运动 的 问题 就 变 得 复杂 起 来 . 在 
边界 的 影响 下 , 在 (28.2) 的 右 侧 会 出 现 一 些 附 加 项 . 
附着 涡 涡 旋 运 动 的 上 述 理论 是 对 自由 的 涡 旋 建 立 起 来 的 .相对 于 流体 而 言 , 自由 

涡 旋 的 移动 速度 等 于 零 . 

在 解决 运动 学 问题 时 , 为 了 用 涡 系 代替 机 中 或 其 他 被 绕 流 物体 并 满足 物体 表面 
上 的 绕 流 条件 , 我 们 需要 研究 非 自由 涡 旋 一 一 与 被 绕 流 物 体 联系 在 一 起 的 涡 旋 , 这 
ЖЕНЕВЕ н. Е. 茹 科 夫 斯 基 称 为 附着 涡 . 在 茹 科 夫 斯 基 理 论 中 , 附着 涡 按 照 给 定 
方式 与 被 绕 流 物体 一 起 运动 , 其 速度 不 等 于 通过 假想 方式 把 物体 以 外 的 扰动 流 场 解 
析 延 拓 到 物体 所 占 区 域 之 后 的 相应 流速 . 

Н.Е. 茹 科 夫 斯 基 研究 了 常 速 均匀 来 流 绕 无 限 翼 展 机 可 的 定常 平面 流动 . 在 不 可 
压缩 流体 绕 机 翼 的 平面 势 流 问 题 中 , 可 以 在 双 连 通 流动 区 域 中 找到 环 量 不 等 于 零 的 
解 , 这 里 的 环 量 是 在 环绕 机 可 1 周 的 封闭 曲线 上 计算 的 . 相应 速度 势 是 多 值 函数 , 如 
果 把 这 样 的 绕 流 运动 连续 地 延 拓 到 整个 平面 , 则 依照 斯 托 克 斯 定理 , 在 机 翼 所 占 区 
域内 部 可 以 得 到 有 旋 流 动 . 

对 于 机 辟 的 定常 有 势 绕 流 , Н. Е. 茹 科 夫 斯 基 证 明了 , 机 正在 环 量 不 等 于 零 的 情 
况 下 受到 升力 的 作用 ( 见 $8). 对 于 作用 于 横向 单位 宽度 的 机 可 的 升力 Н. Е. 茹 科 
夫 斯 基 得 到 了 以 下 公式 : 

А = р, (28.8) 
ЗА р 是 流体 密度 , vw КИО Е, ГРКА 1 周 的 封闭 曲线 上 的 环 量 升力 
A 垂直 于 来 流速 度 矢量 vwo; 只 要 把 矢量 vo 向 机 要 环 量 相应 环绕 方向 的 相反 方向 
旋转 90°, 即 可 得 到 升力 的 方向 ( 见 $8). 

有 了 这 个 公式 , 就 能 够 在 理想 流体 绕 流 理论 的 范围 内 理解 机 翼 升 力 的 力学 本 质 . 
在 理想 流体 连续 定常 绕 流 理论 中 , 如 果 速 度 势 是 单 值 函数 , 就 会 出 现 达 朗 贝尔 伴 雇 ， 
即 流体 对 被 绕 流 物 体 的 合力 为 零 . 只 有 在 速度 势 是 多 值 函 数 时 , 相应 环 量 才 不 等 于 
零 , 从 而 出 现 升力 . 关于 升力 的 这 个 发 现 具有 根本 的 意义 , 所 以 茹 科 夫 斯 基 定 理 至 关 
重要 . 

可 以 把 茹 科 夫 斯 基 定 理 (28.8) 推广 到 按照 给 定 方式 运动 的 任何 非 定常 附着 点 涡 
(附着 直线 涡 丝 ) 的 情况 . 

对 涡 量 不 为 零 的 无 穷 小 控制 体 写 出 动量 方程 , 由 此 即 可 表明 , 如 果 我 们 所 研究 
的 不 是 自由 涡 旋 , 即 如 果 该 控制 体 的 移动 速度 U 不 等 于 属于 该 控制 体 的 流体 微 元 的 
速度 , 则 该 流体 微 元 应 当 受到 外 力 的 作用 . 在 极限 情况 下 , 对 于 单位 长 度 的 涡 丝 所 受 
到 的 外 力 , 从 动量 方程 可 以 得 到 


X+iY = -ipgral, (28.9) 
рг 是 涡 丝 的 环 量 , 而 用 复数 表示 的 矢量 


Фа = 9 +14, 


§29.， 连续 分 布 的 涡 在 理想 流体 中 的 运动 * 229. 


是 涡 丝 相对 于 流体 的 移动 速度 , 即 
ga=U-v 


(U 是 涡 丝 的 移动 速度 , о 是 流体 的 速度 ). 

在 自由 涡 旋 的 情况 下 аа = 0, 所 以 X +1 = 0; 这 时 , 涡 旋 所 在 流体 不 受 上 述 
外 力 的 作用 . 如 果 gu 2 0, 则 涡 旋 所 在 流体 受到 外 力 的 作用 , 相应 公式 为 (28.9). 

若 涡 丝 的 运动 方式 是 由 外 部 物体 给 出 的 , 则 流体 对 该 物体 的 作用 力 等 于 ?) 

—(X +1У) = ipqgral. (28.10) 

这 个 力 是 茹 科 夫 斯 基 力 的 推广 . 

公式 (28.9) 和 (28.10) 中 的 因子 i 表明 , 使 涡 丝 按照 给 定 方式 移动 的 力 和 它 的 反 
作用 力 都 垂直 于 矢量 q.。 (复数 形式 的 矢量 go, 和 一 (X +17) 的 辐 角 相差 r/2, 因为 
i= eir/2). 

在 许多 情况 下 可 以 把 机 浪 替 换 为 直线 涡 丝 ,， 从 而 可 以 把 力 (28.9) 和 (28.10) 看 
做 流体 与 按照 给 定 方式 运动 的 机 翼 之 间 的 相互 作用 力 . 
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从 流体 运动 的 动力 学 方程 出 发 , 可 以 得 到 用 来 计算 涡 量 场 w = rotv/2 的 方程 , 
考虑 理想 流体 运动 方程 的 兰 姆 一 葛 罗 麦 卡 形 式 : 


енко Р- тайр тайн, (29.1) 
如 果 外 质量 力 有 势 ， 
F = gradY, (29.2) 
流体 中 的 过 程 是 正 压 的 , 即 р = f(p), 亦 即 可 以 引入 压强 函数 
_ [ dp(p) 
i / р’ 
使 得 
Sgradp = grad 9, (29.3) 


那么 , 根据 (29.2) 和 (29.3), 可 以 把 方程 (29.1) 写 为 


2 
Ово хова (# 2-1). 


D 以 下 论文 详细 给 出 了 关于 附着 涡 所 引起 的 力 的 结论 : Ceaos Л.И. О силе, вынуждающей 


вихрь двигаться предназначенным способом. ПММ, 1936, 3(1): 70—75. 


> 230 - 第 八 章 流体 力学 


对 此 矢量 方程 作 旋 度 运算 , 得 
ЕЯ +rot(w x ъ) = 0. (29.4) 
我 们 指出 , 方程 (29.4) 就 是 第 一 卷 第 六 章 中 的 方程 (7.3), 这 里 重复 了 推导 过 程 . 
7 ЕА 方程 . 方 А 
анти 现在 把 方程 (29.4) ЕЖА У. 方程 (29.4) 在 z 轴 的 
投影 为 
Our 
Әг 


д ә 
ж дуг — и — реб ии) = 0. 


因为 
ды: | Ouy | до 
дг "бу" 5: 

所 以 上 述 投影 还 可 以 写 为 以 下 形式 : 

ды. ,Ous ‚дык ‚ды 


tar +9, +5, 


= уш = 0, 


对 方程 (29.4) Е у 轴 和 z 轴 的 投影 也 可 以 进行 类 
МН, 从 而 得 到 矢量 方程 


Еч +wdivu= (о: У), (29.5) 


Я 2; К 83 тА дк 根据 连续 性 方程 


ар 
dt 


可 以 把 方程 (29.5) 改写 为 
图 105， 组 成 涡 线 微 元 ds 的 物质 点 4 
经 过 dt 时 间 后 运动 到 曲线 微 元 da/ do, (全 了 = (29.6) 


+ рам = 0, 


方程 (29.6) 称 为 交 姆 替 兹 方程 ). 在 研究 理想 流体 中 的 涡 量 在 空间 中 的 传播 和 随时 
间 的 演化 时 , 可 以 把 这 个 方程 当做 基本 方程. 

从 方程 (29.6) 容易 得 到 涡 旋 运 动 的 一 些 动力 学 性 质 . 我 们 曾经 利用 汤姆 孙 定理 
得 到 相关 结果 , 而 汤姆 孙 定 理 得 自 (29.4) ( 见 第 一 卷 第 六 章 87). 因为 这 些 性 质 极为 
重要 , 我 们 从 方程 (29.6) 出 发 再 次 推导 这 些 结果 . 
з 选取 一 条 涡 线 并 考虑 其 微 元 ds = ew/p, ЗЧ є 是 小 常量 ， 涡 线 微 
ив 元 ds 的 起 点 和 终点 记 为 4(z, у, 2) 和 B(z + ат, y + dy, 2+92), 


一 般 把 不 可 压缩 流体 的 涡 量 方程 dw/dt = (о Y)u ООС СГА. 方程 (29.6) 是 贝尔 特 
拉 米 在 1871 年 提出 的 一 个 方程 的 简化 特例 ( 见 : Truesdell С. The Kinematics of Vorticity. Віоот- 
ington: Indiana Univ. Press, 1954). 一 一 译注 


§29， 连 续 分 布 的 涡 在 理想 流体 中 的 运动 > 231 - 


其 中 的 微分 dz, ау, dz 可 以 视 为 微 元 ds 在 竺 卡 儿 坐标 轴 上 的 投影 . 我 们 有 等 式 
а= бр ве 


we Wy ош р’ 
ve — v4= боа бау да = (98-У)ь = (= 5)». 
从 图 105 中 的 无 穷 小 四 边 形 АВВ’А’ 可 知 , 组 成 涡 线 微 元 ds 的 物质 点 经 过 dt 时 间 
后 运动 到 曲线 微 元 ds', 并 且 

а 4а вй ода [9+ (4-5)за]. (29.7) 

另 一 方面 , 涡 线 微 元 ds 在 时 刻 е + dt 变 为 新 的 涡 线 微 元 ds”, 后 者 应 当 满足 公式 

We А 

аз -«( +d ) (29.8) 
公式 (29.7) 和 (29.8) 具有 运动 学 本 质 , 它们 不 仅 对 理想 流体 成 立 (ЗНА 08 


逢 北方 程 (29.6)), 在 一 般 情况 下 也 成 立 , 例如 对 黏 性 流体 和 其 他 介质 均 成 立 , 
在 亥 姆 起 兹 方程 (29.6) 成 立时 , 从 公式 (29.7) 和 (29.8) 可 知 


аз’ = з”. 


这 个 等 式 表明 , 涡 线 就 像 物质 线 那样 运动 , 它们 在 给 定时 刻 t 是 重合 的 . 于 是 , 涡 线 
就 是 


以 后 将 证 明 , 对 于 黏 性 流体 , 在 方程 (29.6) 的 右 侧 还 有 附加 项 , 所 以 ав’ # ав", 
于 是 黏 性 流体 中 的 涡 线 相对 于 流体 微 元 是 移动 的 . 
现在 考虑 时 刻 t 的 一 个 无 穷 细 涡 管 , 其 横 截面 为 do. 经 过 dt 


涡 和 强度 不 随时 间 变 时间 后 , 该 涡 管 与 流体 微 元 一 起 移动 到 新 的 位 置 并 仍然 是 涡 
管 ИВАН во. 我 们 有 等 式 
ds = >, de' = =“ (29.9) 
和 质量 守恒 定律 
pdsdo = р’ аз’ ао". (29.10) 
从 (29.9) 和 (29.10) 得 到 
ш ш 1 a 
45 至 раз’ wdo =w с’, 


换言之 , 与 流体 一 起 运动 的 涡 管 具有 不 随时 间 变 化 的 环 量 : 
Г = 2wAc = const 


这 个 结论 就 是 前 面 用 另 一 种 方法 证 明 的 汤姆 孙 定 理 . 从 上 述 结果 可 以 得 到 第 一 卷 第 
六 章 $7 中 的 所 有 相关 推论 . 
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我 们 强调 , 所 有 上 述 结论 是 对 自由 涡 旋 作出 的 . 
如 果 方 程 (29.1) 右 侧 的 质量 力 具有 不 为 零 的 旋 度 (连续 分 布 的 茹 科 夫 斯 基 力 )， 
理想 流体 中 的 涡 旋 就 会 相对 于 流体 运动 . 


$30. 涡 量 在 不 可 压缩 邯 性 流体 中 的 扩散 
现在 研究 涡 量 在 不 可 压缩 竺 性 流体 中 传播 的 方程 . 


涡 量 扩散 方程 这 时 , 在 方程 (29.1) 的 右 侧 必须 补充 黏 性 项 vAv, 式 中 v 是 假设 为 
项 的 方程 (29.5) 得 到 


常量 的 运动 黏度 . 利用 不 可 压缩 条 件 div = 0, 我 们 从 补充 了 黏 性 


Е. = (Удо + иди. (30.1) 


矢量 方程 (30.1) 在 笛 卡 儿 坐 标 系 = 轴 上 的 投影 为 

а, дш дш Ow 

+ 机 +4. 

而 在 z 轴 和 у 轴 的 投影 也 具有 类 似 的 形式 . 对 于 缓慢 的 流动, 在 精确 到 一 阶 小 量 时 
可 以 把 方程 (30.2) 写 为 


+ ид, (30.2) 


ды Aw,. 


ді 


这 个 方程 等 同 于 扩散 方程 或 静止 介质 中 的 热传导 方程 ( 见 第 一 卷 第 五 章 8$7). 

因此 , 涡 量 的 分 量 在 流体 中 趋 于 均匀 分 布 的 规律 类 似 于 不 均匀 受热 物体 的 温度 
趋 于 均匀 分 布 的 规律 . 在 黏 性 流体 中 , 涡 量 沿 空间 和 流体 微 元 扩散 , 具有 在 整个 空间 
中 均匀 分 布 的 一 般 趋势 . 

对 于 黏 性 流体 的 平面 运动 , 方程 (30.2) 在 ш = 0 时 具有 以 下 形式 : 


д. | „ды | „ды: ,Fs у ди: 
д Or Oy Әт? Әу? 三 


有 限 强度 直线 涡 丝 的 ” 设 流体 中 的 一 条 直线 涡 丝 在 时 刻 t= 0 位 于 > 轴 , 涡 丝 的 环 
扩散 量 工 是 给 定 的 有 限量 , 我 们 来 研究 涡 丝 的 扩散 问题 . 在 此 后 
的 时 刻 上 > 0, 涡 量 将 向 整个 空间 扩散 , 我 们 来 计算 任何 时 刻 
t > 0 的 涡 量 分 布 . 显然 , 待 求 的 解 相 对 于 z 轴 对 称 , 所 以 分 量 w。 只 依赖 于 zy 平面 
上 的 极 半径 т 和 时 间 t, 流体 速度 也 依赖 于 > 和 + 并 指向 以 坐标 原点 为 圆心 的 圆周 
的 切线 方向 . 
因为 8w:/8s。= 0, 其 中 з, 指向 沿 流 线 的 方向 , 即 
Os о ди. 
Ы = |ы ду ^ 


(30.3) 
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所 以 , 根据 上 述 对 称 性 , 方程 (30.3) 变 为 线性 的 热传导 方程 , 它 在 极 坐标 下 的 形式 为 


ды. _ (= i 39 (804) 


ә (әт * т ғ 
考虑 以 坐标 原点 为 圆心 、 以 7 为 半径 的 圆周 上 的 环 量 Гг, 0). 根据 斯 托 克 斯 定 
理 , 我 们 有 


т а 
T(r, 0) =2 | | атата = ат | то, (г, tdr. 
За Г 
在 初始 时 刻 t= 0, 对 于 任何 г (包括 任意 小 的 г), 我 们 有 
T(r, 0) = Г = const . (30.5) 


这 是 问题 的 初始 条 件 . 
根据 问题 的 提 法 , 待 求 的 解 具 有 以 下 形式 : 


ws = wa(r, tv, Г). 


从 方程 (30.4) 的 线性 性 质 和 初始 条 件 (30.5) 可 知 


ws = Tf(r, ьи). (30.6) 
从 问题 的 提 法 、(30.6) 和 п 定理 可 知 , 无 量 纲 组 合 
wavt 
т 
只 能 依赖 于 无 量 纲 变量 Е 
=, 
即 
и: = 56). (30.7) 


把 公式 (30.7) 代入 偏 微分 方程 (30.4), 得 到 常 微分 方程 
WE) +8 (© + 410706) + Ey°(€)] = 0, 


积分 后 得 到 
р + MW = С. 
对 于 待 求 的 解 , %(0) 和 7 (0) 是 有 限 的 , 所 以 常数 C 等 于 零 . 
对 方程 
аа +0=0 


进行 积分 , 结果 是 
$ = Ае, 
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由 此 给 出 Е 
РВЕ орден. 


利用 初始 条 件 (30.5) 即 可 计算 常数 4. 我 们 有 


T(r, 9 = ага атте dr = ВтАГ(1 — ет'/и). (30.8) 
о 
根据 (30.5), 对 于 上 = 0 和 任何 + > 0, 由 此 可 得 T= 8r4T, Вр А = 1/8т. 因此 ， 
= Г ей 
и: = тие 4: (30.9) 


这 个 公式 给 出 待 求 的 w. 
现在 计算 速度 分 布 v(r, 0). 因为 


T(r, 9 = 2rrv(r, 6), 
所 以 根据 (30.8) 最 终 得 到 公式 
v(r, 0) = = е7). (30.10) 


在 t=0 时 , 所 得 结果 就 是 位 于 z 轴 的 直线 涡 丝 的 速度 分 布 规律 . 在 理想 流体 中 , 这 
样 的 运动 在 此 后 时 刻 ( > 0) 一 直 保 持 . 在 黏 性 流体 中 发 生 涡 量 的 扩散 , 这 是 由 公式 
(30.10) 中 的 括号 中 的 第 二 项 导致 的 . 

公式 (30.9) 表明 , 在 zy 平面 上 的 每 一 点 , 涡 量 的 分 量 w。 随 着 时 间 的 推移 先 从 
零 增 加 到 最 大 值 I/2xr2e, 然后 又 减 小 并 趋 于 零 2) . 

线性 方程 (30.4) 适用 于 研究 任何 相对 于 z 轴 对 称 的 运动 , 例如 任何 给 定 函数 
шо, (т, 0) 所 对 应 的 初 值 问题 . 在 该 线性 问题 中 , 相应 的 解 可 以 通过 点 涡 解 的 三 加 构造 
出 来 


3 自 相 似 解 (30.9) 称 为 奥 森 涡 , 它 是 相应 解 族 中 最 简单 的 一 个 解 . 关于 方程 (30.4) 的 全 部 自 相 
似 解 , 可 以 参考 以 下 专著 的 261 一 263 М: Wu J.-Z., Ma H.-Y., Zhou M.-D. Vorticity апа Vortex 
Dynamics，Berlin: Springer, 2006. 该 专著 系统 地 阐述 了 涡 量 和 涡 旋 运 动 的 理论 和 结果 . 一 一 译注 
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$1. 引言 


我 们 来 研究 可 变形 “固体 ”理论 . 就 像 前 面 那样 , 我 们 把 固体 当做 物质 连续 介质 . 
为 了 研究 连续 介质 各 物质 点 的 运动 , 引入 参考 系 z: 以 及 与 介质 一 起 运动 的 拉 格 朗 日 


坐标 系 с (图 106). 只 要 知道 函数 
г =а(, 62, 63, 0), 


即 只 要 给 出 连续 介质 的 运动 规律, 我 们 就 知道 介质 的 每 
-个 物质 点 在 任何 时 刻 上 的 位 置 

可 变形 固体 最 重要 的 特征 量 之 一 是 应 变 张 量 .在 流 
体力 学 中 基本 不 使 用 这 个 张 量 , 因为 对 流体 而 言 , 只 有 体 
积 的 变化 才 是 与 变形 有 关 的 重要 特征 量 . 对 “固体 "而 言 ， 
形状 的 变化 也 很 重要 , 即 应 变 张 量 的 所 有 分 量 都 很 重要 . 
应 变 张 量 是 通过 对 比 固体 的 任何 线 微 元 在 所 研究 时 刻 的 
长 度 与 该 微 元 在 被 称 为 “初始 状态 ”的 某 个 理想 状态 下 
的 长 度 而 引入 的 . 

例如 , 就 像 在 经 典 的 弹性 力学 中 总 是 认为 的 那样 , 初 
始 状态 可 能 就 是 所 研究 的 有 界 固 体 在 菜 个 初始 时 刻 如 的 


图 106， 参 考 系 zi 和 拉 格 朗 
На с 


状态 . 但 是 也 存在 一 些 理论 , 其 中 的 “初始 状态 " 无 法 在 欧 几 里 得 空间 中 真正 实现 7 


0 在 牛顿 力学 中 , 实际 的 三 维 物理 空间 是 欧 几 里 得 空间 . 在 弹性 力学 中 通常 认为 , 用 于 进行 对 比 
的 初始 状态 可 以 在 相差 刚体 位 移 (介质 作 刚体 运动 时 的 位 移 ) 的 条 件 下 单 值 地 确定 下 来 . 可 以 研究 


初始 状态 具有 一 定 任意 性 的 连续 介质 模型 
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( 见 第 一 卷 第 二 章 85). 

众所周知 , 如 果 分 别 用 д, 和 5.; 表示 度 规 张 量 在 “初始 状态 ”和 当前 状态 下 的 
拉 格 朗 日 坐标 系 中 的 分 量 , 就 可 以 用 以 下 公式 引入 应 变 张 量 的 分 量 : 

= 5-8). 
初始 应 变 ”如 果 初 始 状态 能 够 真正 实现 , 就 可 以 引入 从 初始 状态 到 当前 状态 的 位 移 
矢量 ш. 这 时 , 应 变 张 量 的 分 量 可 以 通过 位 移 矢量 w 的 分 量 表示 出 来 ， 

并 且 应 变 张 量 的 分 量 满足 协调 方程 如 果 “ 初 始 状态 ” 无 法 在 实际 的 物理 空间 中 实 
现 , Д] є, 不 满足 协调 方程 . 在 这 种 情况 下 , 有 时 引入 某 种 有 代表 性 的 中 间 状 态 (不 
带 引号 的 初始 状态 ) 及 其 度 规 张 量 乞 )， 以 便 引入 从 中 间 状 态 到 当前 状态 ~ 的 位 
移 . РЖ, 


є; = 5 
分 时 a 可 以 通过 位 移 表 示 , 但 分 量 zs 不 能 通过 位 移 表示 . 张 量 分 量 定义 了 一 
个 “初始 " 应 变 状态 . 
лпаняно “在 网 体 变形 理论 中 经 党 研究 变形 和 相对 位 移 才 很 小 的 情况 . 在 这 种 
情况 下 , 如 果 拉 格 朗 日 坐标 系 在 某 一 时 刻 (例如 初始 时 刻 ) 与 参考 系 
重合 , 则 它 此 后 将 一 直 与 参考 系 相差 很 小 , 并 且 任何 张 量 或 矢量 在 这 两 个 坐标 系 下 
的 分 量 显然 也 将 相差 很 小 如果 在 理论 中 只 考虑 一 阶 小 量 , 则 对 于 诸如 应 变 张 量 的 
一 些小 张 量 或 小 矢量 , 它们 在 拉 格 朗 日 坐标 系 和 参考 系 中 的 分 量 这 时 没有 区 别 ( 因 
为 它们 相差 高 阶 小 量 )、 所 以 , 在 弹性 力学 的 许多 经 典 教程 中 只 研究 无 穷 小 变形 , 不 
明确 引入 这 两 种 不 同 的 坐标 系 . 
在 相对 位 移 很 小 的 固体 变形 理论 中 , 对 于 张 量 的 分 量 sb 和 cu, 我 们 有 公式 
= (шщ), ву = Уи, уш) 2. ал) 
这 样 的 理论 称 为 几何 线性 理论 . 


= А Li Тра а А 
(0-4) = 5005-4) + 5005 40), № у= 6+. 
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弹性 体 变形 过 程 的 可 ”弹性 力学 区 别 于 其 他 一 些 可 变形 固体 理论 (塑性 力学 、 蠕 变 
逆 性 理论 等 ) 的 主要 特征 是 , 弹性 体 的 所 有 连续 变形 过 程 根据 定 

义 都 是 可 北 的 .此 外 还 通常 认为 , 对 所 有 弹性 体 微 元 都 可 以 
引入 局 部 温度 т. 因此 , 对 弹性 体 微 元 总 是 可 以 使 用 关系 式 


Таз = 449. (2.1) 


ОЖЖ (21) 对 弹性 体 中 的 某 些 不 可 逆 过 程 也 成 立 . 下 面 的 结论 将 同样 适用 于 这 样 的 过 程 ( 例 
如 热传导 过 程 ). 
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弹性 体 的 状态 参量 “经典 弹 性 力学 的 第 二 个 基本 前 提 是 如 下 假设 : 弹性 体 微 元 的 状 
态 完全 取决 于 应 变 张 量 、 温 度 Т (ЕЩЙ s)、 某 些 表征 介质 
的 力学 和 物理 化 学 性 质 的 一 般 可 变 的 参量 x (€1, 62, 83, 0) (к= 1,2, …，N) 以 及 
常量 ЕРЕ), 2, 63) (dk = 0) (В=12, ---, р). 例如 , 某 些 Xk, КВ 可 能 是 可 变 的 
或 不 变 的 相 密 度 . 如 有 必要 , 可 以 把 初始 应 变 张 量 的 分 量 2, 列 人 参量 xk, k3. 晶体 
的 对 称 性 也 可 以 利用 参量 x, k3 给 出 , 其 中 部 分 参量 可 能 是 矢量 或 张 量 的 分 量 . 参 
Ж xk, КР 还 可 以 包括 表征 电磁 场 的 矢量 , 以 及 建立 数学 模型 时 出 现 的 某 些 参量 . 在 
广泛 使 用 的 一 些 经 典 弹性 体 模型 中 , 我 们 认为 在 每 一 个 弹性 体 微 元 中 xx = const, 即 
ахь = 0. 
此 外 , 我 们 还 假设 初始 状态 的 度 规 张 量 与 时 间 无 关 , 即 


фу = 43061, 62, 63), 


这 也 是 弹性 体 模型 的 一 个 有 代表 性 的 性 质 . 
因此 , 在 定义 普通 的 弹性 体 模型 时 , 对 弹性 体 的 质量 内 能 U 或 质量 自由 能 


Е= 0 - Тз 
可 以 写 出 
И = О(з, ди, ё, Хь КЗ), 
F = F(T, й, ёр, хь, В). 


ЧО а РНЕ, 需要 明确 地 ( 显 式 地 ) ЗЕНА ИЕН а, (Е, 2, 6) 
Се, е, В, 0-26, 6), 因为 标量 О 和 Р 其 实 只 依赖 于 作为 自 变量 而 列 
出 的 那些 分 量 所 对 应 的 张 量 的 不 变量 , 而 不 直接 依赖 于 这 些 分 量 本 身 ，-- 般 而 言 ,为 
了 从 分 量 和 xx 组 成 不 变量 ,必须 使 用 度 规 张 量 的 分 量 5 或 9 

一 种 弹性 体 , 若 其 热力 学 函数 U 和 Р 并 不 显 式 地 依赖 于 拉 格 朗 日 坐标 е, 我 们 
就 称 之 为 均 质 弹性 体 ; 若 某 些 参量 x, k 5 © 相等 或 者 是 6t 的 给 定 函数 ,我 们 就 
称 之 为 非 均 质 弹性 体 . 

我 们 来 回忆 并 写 出 连续 介质 力学 方程, 它们 是 弹性 力学 封闭 方程 组 的 基 

基本 方程 而 我们 有 : 
(о) 用 来 计算 密度 的 公式 ( 拉 格 朗 晶 形式 的 连续 性 方程 ) 


гуд = руд = (Е, &, 63), (2.3) 


目前 可 以 引入 一 些 更 一 般 的 弹性 介质 模型 , 其 中 U 和 F 的 自 变量 可 以 包括 应 变 张 量 的 分 量 
对 时 间 和 坐标 的 各 阶 导数 . 还 有 一 些 模型 的 主 定 参量 并 不 包括 对 称 的 有 限 应 变 张 量 的 分 量 , 取代 
这 些 分 量 的 是 导数 3zyaei, 并 且 单 位 质量 介质 的 热力 学 函数 不 仅 依赖 于 弹性 体 微 元 变形 的 特征 
量 , 而 且 依赖 于 弹性 体 微 元 在 空间 中 的 方位 . 例如 , 对 于 电磁 场 中 可 被 极 化 和 磁化 的 物体 就 可 以 采 
用 这 样 的 模型 . 应 力 张 量 的 分 量 p3 这 时 一 般 不 是 对 称 的 . 


(2.2) 
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(b) 动量 方程 
оӣ? = рЁ* + 9,59, (2.4) 
(с) 热流 方程 的 两 种 等 价 形式 : 
аи = 5а +Таз+ аа" (5) 
或 Р 
ағ = №№ дд, – вата" (2.6) 
790 А . 


其 中 已 经 考虑 了 表示 热力 学 第 二 定律 的 条 件 (2.1). 在 写 出 方程 (2.5) 和 (2.6) 时 还 
假设 д; 与 时 间 上 无关 , 即 ( 见 第 一 卷 66 页 ) 

КСА 

64 = 0° 
АЖ ро = р. 

如 下 所 述 , 为 了 在 具体 的 运动 问题 中 提出 确定 的 弹性 体 模型 并 得 到 封闭 方程 组 ， 
只 要 给 出 内 能 U(s, 01, ё. Хь. КВ) (或 自由 能 РСТ, 4,,, ё, хь, К"), 质量 力 的 
分 量 Е, 热流 49° (只 出 现在 (2.1) 中 ) 和 能 量 流 dg 即 可 . 

.。 一 般 而 言 , 要 想 给 出 量 0 (或 2), Р 和 dg”, 就 要 建立 模型 
给 则 外 部 能 量 流 dq” jj 所 研究 的 介质 与 外 部 对 象 ( 电 夏 场 ,混合 物 的 外 部 组 元 ， 
固定 的 或 运动 的 外 部 宏观 结构 , 或 者 一 般 情况 下 按照 体积 分 

布 的 某 种 外 部 几何 约束 , 等 等 ) 区 别 开 来 . 

在 一 般 情况 下 ,即使 给 定 的 介质 不 与 任何 其 他 外 部 对 象 发 生 相互 作用 , 也 必须 
引入 dq (3 0). 这 是 因为 , 在 考虑 所 研究 的 介质 微 元 与 同样 介质 中 的 相 邻 微 元 之 间 
复杂 的 相互 作用 时 有 必要 引入 аат". 这 里 的 相互 作用 既 包 括 对 曲面 的 作用 , 也 包括 
对 体积 的 作用 . 不 过 , 如 果 作 出 像 (2.1) 和 (2.2) 那样 的 重要 假设 ,就 可 以 在 弹性 体 

在 一 些 更 复杂 的 弹性 体 模型 中 , 内 能 不 仅 依赖 于 应 变 张 量 的 分 量 , 而 且 依 赖 于 这 些 分 量 对 空 
间 坐 标的 导数 , 即 О, д, 2, 92) (这 里 使 用 记号 < 表示 应 变 张 量 & = 2,618 的 分 量 ， 
дё = (у 一 各;)/2), 所 以 方程 (2.5) 的 左 侧 还 有 一 项 : 


а 
20 аф г,. 
РОО 


如 果 假设 分 量 25 = ро 与 导数 а е, /dt 无 关 (这 是 一 个 很 强 的 假设 ), 则 上 述 附加 项 应 当 与 方程 


右 侧 dq* 中 的 Ао а, е, 平衡 . 为 了 便于 运算 , 同时 又 不 失 一 般 性 , 这 里 仅 在 固定 的 初始 状态 空 
间 中 考虑 梯度 运算 , 从 而 能 够 在 计算 对 时 间 的 物质 导数 时 交换 运算 顺序 : 


对 比方 程 (2.5) 的 两 侧 , 根据 增 量 а, е, 的 任意 性 , 我 们 得 到 
90 
59.2, 


Aik = 


©) 
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模型 中 认为 
94° = 0. (2.7) 


因为 在 经 典 的 最 简单 的 弹性 体 模型 中 不 考虑 极 化 和 磁化 效应 ,所 以 总 是 可 以 在 
没有 任何 附带 条 件 的 情况 下 认为 (2.7) 是 一 个 基本 关系 式 . 
现在 根据 方程 (2.5) 和 条 件 (2.7), (2.2) 推导 弹性 体 的 一 般 状 态 
弹性 体 的 状态 方程 ”方程 我 们 把 方程 (2.5) 改写 为 以 下 形式 : 


жа, а + в = 2а, +Tds. (2.8) 
关系 式 (2.8) 和 从 (2.6) 得 到 的 类 似 关系 式 对 弹性 体 中 的 任何 过 程 都 成 立 . 对 于 给 定 
的 弹性 体 微 元 , 只 要 改变 外 力 、 热 流 、 边 界 条 件 和 其 他 一 些 外 部 条 件 , 就 可 以 实现 无 
穷 多 个 这 样 的 过 程 , 使 得 量 05 Е, 5, хь, РУ, Т 和 р 在 给 定时 刻 保持 不 变 , 而 增 量 
déij, ds (或 d7) 和 dx 发 生变 化 . 如 果 存 在 一 组 独立 的 增 量 da, ds (ат), ахь, № 
在 ро 只 依赖 于 05， i;, хь, 5 (或 T) ЖН dg = 0 的 条 件 下 , 从 (2.8) 或 者 相应 地 


如 果 分 量 Лок = Л 是 独立 给 出 的 , 或 者 , 如 果 认 为 Ao* = 0, 关系 式 (*) 就 是 已 有 的 封闭 方程 
组 之 外 的 附加 方程 . 这 时 , 这 些 附加 方程 将 严重 限制 主 定 参 最 在 独立 于 外 力 、 热 流 和 边界 条 件 时 
的 自由 变化 , 因而 一 般 是 不 可 接受 的 (没有 内 部 几何 约束 ). 所 以 , 关系 式 (*) 应 当 是 用 来 定义 Лок 
(#0) 的 恒等式 

因此 , 对 于 内 能 与 应 变 张 量 分 量 的 梯度 有 关 的 复杂 弹性 体 模型 , 能 量 流 аа" 应 当 不 为 零 , 它 
取决 于 内 能 的 性 质 , 而 内 能 是 其 自 变量 的 给 定 函数 . 由 此 可 知 , 在 建立 某 些 连续 介质 模型 时 , 确定 
ач" 的 问题 在 给 出 内 能 之 后 即 可 自动 解决 . 

在 上 面 给 出 的 例子 中 , 如 果 认为 能 量 流 dg 取决 于 弹性 体 微 元 边界 面 上 由 不 均匀 变形 引起 的 
相互 作用 , 则 有 


Јата = Годо déij fi ао = Геол а,;)ат; 
у Ы у 
又 因为 


гуд = роуд, ЛӘК = АУ, 
所 以 ( 见 第 一 卷 第 四 章 (3.7)) 


a 昌 V5pAGk de 
dq = одож аг) = 1 ЭРА Чё, 
в 


2 29“ 
1 др Аа, 1. у 
=— Су 10 Ака, 
poV3 о то КРО у) 
1 эи 
= 1% (me 
Po (ma ч) 


在 内 能 与 应 变 张 量 分 量 的 梯度 有 关 的 前 提 下 , 这 个 公式 定义 了 由 变形 的 不 均匀 性 引起 的 可 逆 的 机 
械 能 流 - 
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М (2.6) 可 以 得 到 以 下 关系 式 ): 


х 90 ) ( oF ) 
EE We Es , (2.9) 
天 (22 де ? ё, /т, x 
aU дЕ 
T= 的 Е -(®) , (2.10) 
Be ахь OT дах, 
>”) (22) 
ао. =0, (— =0. 2.11 
(=. 人 ЭЛ, „т i 


关系 式 (2.9) 一 (2.11) 称 为 弹性 体 的 状态 方程 . 关系 式 (2.9) 把 应 力 张 量 的 分 量 
与 函数 = г 的 自 变量 联系 起 来 , (2.10) 用 于 计算 温度 Т (车 使 用 07) ВАЙ s ( 若 使 
Я Е), (2.11) 用 于 计算 参量 x 的 变化 规律 . 这 些 关 系 式 类 似 于 用 来 描述 可 逆 化 学 反 
应 的 著名 的 古 尔 德 贝 格 一 瓦 格 方程 ( 见 第 一 卷 第 五 章 $10). 
下 面 将 研究 一 种 最 常见 的 情况 : xx 保持 不 变 , 这 样 就 不 必 再 考虑 方程 (2.11). 
弹性 体 的 状态 方程 (2.9) 是 胡 克 定律 的 推广 , 该 方程 既 考 虑 了 非 线性 效应 和 温 
度 的 影响 , 也 考虑 了 可 能 起 作用 的 变化 的 物理 参量 xk ( 相 密度 等 ) 的 影响 . 
状态 方程 (2.9) 是 在 量 dé,,, ds (或 d7) 和 ах, 线性 无 关 的 假 
下 区 昌 缩 性 体 的 状 设 下 得 到 的 ， 如 果 这 些 量 之 间 有 联系 , 公式 (2.9) 就 会 变化 
例如 , 对 于 不 可 压缩 材料 , 我 们 有 附加 关系 式 


的 d6 =0. (2.12) 


这 时 , 如 果 引入 拉 格 朗 日 乘 子 a Яо’, 则 从 (2.8) 和 (2.12) 或 者 从 (2.6) 和 (2.12) 可 
以 得 到 用 来 代 蔡 (2.9) 的 公式 


或 者 


为 了 确定 拉 格 朗 日 乘 子 g Ма, 必须 使 用 附加 关系 式 (2.12). 不 应 把 这 两 个 量 与 压 
强 混为一谈 . 在 一 般 情 况 下 а 9 0, 而 在 具体 问题 中 只 需要 确定 二 者 之 一 . 
在 上 述 条 件 下 , 关系 式 (2.9) 一 (2.11), 连续 性 方程 (2.3), 运动 


НИ уар оа), 能 量 方程 
44% = 4, 或 а = -та(5р), (2.13) 


3 在 推导 公式 (2.9) ВНАЖ д0/дЕ,, = 9U/aeit, 即 对 称 张 量 的 分 量 sj 以 对 称 的 形式 出 现在 函 
数 和 Еф. 此 外 必须 注意 , 如 果 给 出 U 和 F 对 5.;, ё,, 的 函数 关系 , 而 不 是 它们 对 8, eu 的 
函数 关系 , 关系 式 (2.9) 就 不 成 立 . 因此 , 如 果 在 欧 拉 坐标 下 给 出 U 对 分 量 < 的 函数 关系 , 关系 
式 (2.9) 就 不 再 成 立 . 
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再 加 上 把 速度 和 应 变 张 量 同位 移 联系 起 来 的 那些 关系 式 , 就 组 成 描述 弹性 体 中 各 种 
过 程 的 封闭 方程 组 . 在 静 力学 问题 中 可 以 使 用 协调 方程 来 代替 相应 关系 式 , 并 认为 
2,=0 (或 者 使 用 关于 2, 的 一 些 附加 结果 , 这 取决 于 所 给 材料 试 件 的 制造 条 件 , 从 
而 应 当 在 相应 问题 中 单独 给 出 ). 此 外 , 还 假设 0 和 Р 对 相应 参量 的 函数 关系 以 及 
Ж Fr 和 44° 都 是 已 知 的 . 

在 等 温 过 程 中 使 用 包含 自由 能 严 的 一 组 关系 式 比 较 方便 , 这 时 温度 已 知 并 保持 
不 变 , 而 运动 方程 在 不 使 用 关系 式 (2.10) 和 (2.13) 时 就 已 经 是 封闭 的 .在 这 种 情况 
Т, (2.10) 中 的 第 二 个 关系 式 用 于 计算 炉 (如 果 需 要 的 话 ), 而 (2.13) 用 于 计算 保证 过 
程 等 温 性 所 必须 的 dg(9， 在 绝热 过 程 中 使 用 包含 U 的 一 组 关系 式 比较 方便 . 不 过 ， 

值得 注意 的 是 , 这 里 的 弹性 力学 方程 组 是 利用 拉 格 朗 日 方法 在 当前 的 (сев 
形 的 ) 拉 格 朗 日 坐标 系 下 写 出 的 ， 众 所 周知 , 为 了 描述 连续 介质 的 位 置 和 运动 , 一 

般 可 以 使 用 初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 ( 即 各 物质 点 的 初始 坐标 所 对 应 的 坐标 系 ), 当前 
的 已 经 变形 的 拉 格 朗 日 坐标 系 (其 坐标 线 随 物质 点 的 运动 而 变形 ), 以 及 欧 拉 坐 标 系 
(空间 坐标 系 ). 如 果 物 质点 的 坐标 是 它们 在 当前 已 经 变形 的 状态 所 具有 的 坐标 , 即 如 
果 坐 标 系 或 者 是 欧 拉 坐 标 系 , 或 者 是 已 经 变形 的 拉 格 朗 日 坐标 系 , 运动 方程 就 具有 
(2.4) 的 形式 . 

已 经 变形 的 拉 格 朗 日 坐标 系 一 般 是 曲线 坐标 系 , 并 且 事先 (在 求 出 各 点 的 位 移 
之 前 , 即 在 问题 被 解决 之 前 ) 是 未 知 的 . 这 在 有 限 变形 的 情况 下 使 方程 组 变 得 极其 复 
杂 : 对 空间 坐标 &: 的 所 有 导数 都 含有 克 里 斯 托 费 尔 符号 , 它们 与 85 = д +28, 之 
间 的 关系 非常 复杂 . 其 实 ， 


д [Әб те РК. с 

“=: + (+в гы), ини (д +9", 
„д, дш, [Әйт сет) (Әй, ры 
ё = 7 [器 + бе 26% - (5 十 从 11) (55 Ги; } |, 


он 969 мм дар 
909 = ору +P +, 


式 中 а", 0", 好 是 加 速度 、 速 度 和 位 移 的 分 量 , 而 


1.080. 0, 90 
(аи) 
(6) = (G5 +285), (的 ) = (0) 


初始 拉 格 朗 日 坐标 系 ”为 了 避免 这 些 复杂 的 方程, 可 以 使 用 初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 ， 
下 的 非 线性 弹性 力学 ”因为 它 在 变形 过 程 中 保持 不 变 , 并 且 可 以 选取 诸如 笛 卡 儿 坐 
方程 组 标 系 这 样 的 便于 应 用 的 坐标 系 作为 初始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 . 
这 时 , 运动 方程 已 经 不 再 具有 (2.4) 的 形式 . 使 用 皮 奥 拉 名 义 应 力 张 量 riieiei 来 表 
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述 这 些 方程 最 为 方便 , 该 张 量 的 引入 方法 如 下 . 考虑 任意 某 一 物质 面 微 元 . 在 介质 变 
形状 态 下 , 设 该 物质 面 微 元 的 面积 为 до, 单位 法 向 矢量 为 n, 而 在 变形 之 前 , 相应 面 
积 为 ало, 单位 法 向 矢量 为 no 

可 以 用 公式 

mnudoo = pn do 
引入 名 义 应 力 矢量 rnw, 即 ти, 是 所 研究 的 物质 面 微 元 上 的 作用 力 与 该 物质 面 微 元 
在 发 生变 形 之 前 的 面积 之 比 的 极限 . 设 一 个 物质 体 微 元 在 发 生变 形 之 前 具有 四 面体 
的 形状 , 并 且 该 四 面体 的 部 分 棱 分 别 平行 于 初始 的 笛 卡 儿 坐标 系 的 坐标 轴 . 只 要 对 
这 样 的 物质 体 微 元 应 用 动量 定理 , 就 可 以 引入 张 量 r5. 我 们 有 
тп 一 Tinoi = TjinoiEj- 
对 于 任何 物质 体 , 可 以 把 动量 定律 写 为 以 下 形式 : 


у роа4т = / Ейт + / minoi dao， 
№ Wo Хо 


所 以 对 于 连续 变形 过 程 可 以 得 到 


poa = poF + Утв, 


其 分 量 形式 为 же 
роб = уто, а 0. 
如 果 初 始 的 拉 格 朗 日 坐标 系 是 备 卡 儿 坐 标 系 , 则 运动 方程 的 形式 为 


САТЫ В On 
мв = РЁ + Gri 
可 以 改写 状态 方程 (2.9), 使 其 中 包含 то 而 不 包含 ро. 皮 奥 拉 名 义 应 力 张 量 的 
分 量 与 真正 的 应 力 张 量 的 分 量 之 间 的 关系 为 


Tinojéi оо = Рё, с. 


МТ то 与 ро 之 间 的 关系 式 不 包含 物质 面 微 元 do, 我们 在 所 考虑 的 点 选取 任 
意 矢量 dro, 并 在 初始 状态 考虑 这 样 的 柱状 物质 体 微 元 ато, 其 底面 为 doo, 母线 为 
Что = df'6, 体积 为 doo not df = doo(no Что). 由 于 弹性 体 变形 , do 运动 到 do, 矢 
量 Что 运动 到 dr = dt'é, 物质 体 微 元 dm 运动 到 dr = гає. 根据 质量 守恒 定 
律 , podro = рат, 即 po Чао по; défi = рас ћ, dei, 而 dé: 是 任意 的 , 所 以 


Ро doo по; = ріс fii, 


于 是 
a = бна, 
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又 因为 
а=, 09 (ё, 
所 以 
т = арка + ўш). (2.14) 


在 这 里 所 考虑 的 初始 拉 格 朗 日 坐标 系 中 还 可 以 给 出 по 与 应 力 张 量 的 分 量 ро 
之 间 的 关系 , 该 分 量 是 根据 以 下 等 式 引信 的 : 


Р = 的 6i6j = рЧе,ё. 

因为 el = ( 丈 十 总 站)ek, 所 以 
К = ро (60 + Ў, 0%) (61 + Ў; й). 

现在 从 公式 (2.14) 容易 得 到 

сы Ром 5 1 

тыу (и +). 

从 公式 (2.14) 可 以 看 出 , 皮 奥 拉 张 量 不 是 对 称 张 量 ， 此 外 , 弹性 体 的 x 对 位 

移 的 关系 不 是 像 六 那样 仅仅 通过 应 变 张 量 表现 出 来 , r3 还 依赖 于 Ў, 好 , 换言之 ， 
пу 还 依赖 于 弹性 体 像 刚 体 那样 的 转动 0) . 在 相对 位 移 很 小 时 , 皮 奥 拉 张 量 与 应 力 张 


基 相 同 . 
现在 可 以 把 状态 方程 (2.9) 写 为 以 下 形式 : 


ди 2 дЕ А 
林 = + и) = Я я 
т! -ai( 让) (6% + Ук!) „(5 ), „б 


а, хь kj 
直接 计算 就 容易 证 明 
OU а Әй 
Е 0) = збы 
这 时 只 要 使 用 公式 


ПРЕСЕЛЕ А) 


和 条 件 8U/8éi; = Ә0 ЈӘЕ,, 即 可 . 于 是 , 状态 方程 (2.9) 的 形式 现在 可 以 写 为 


ви BpoU ) ( OpoF ) 
т° = = = = = = > 2.15 
(595), 5 Go sxe бы, xe Ed 


七 见 第 一 卷 64 一 65 页 . 一 一 译注 
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可 以 把 量 po 放 在 微分 运算 符 之 后 , 因为 po 与 У, 0, 无 关 . 函数 poU 和 poF 分 别 是 
单位 初始 体积 的 内 能 和 自由 能 . 

于 是 , 非 线性 弹性 力学 方程 组 在 初始 拉 格 朗 日 坐标 系 下 可 以 写 为 以 下 形式 (这 
里 省 略 了 表示 初始 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 分 量 的 符号 。): 


а (0) РЕ 
дш? ми, 91 та ) | 
Ро ву, Хь 


де dt at\oT 


ПИЧ ) ( ағу 
тә = , 7 = 0. 
人 т, хь Әх, Т 


ВИ Рд, Зв, Т, д) 应 当 是 给 定 的 , 此 外 还 应 当 给 出 热流 密度 ад 和 质量 力 
Е (或 者 用 来 计算 49 和 РВ). 这 个 方程 组 不 包括 密度 р, 。 和 真正 的 应 力 
ЗК ро. 如 有 必要 , 可 以 根据 公式 (2.3), (2.9) 和 (2.14) 来 计算 这 些 量 . 
我 们 再 写 出 欧 拉 变 量 а, t 下 的 非 线性 弹性 力学 方程 组 ， 连 
О ЕАН 纺 作 方程、 运动 方程 和 能 量 方 程 具有 通常 的 形式 
dp 


王 +pdivu=0， 


ао 
бае РЕ + VipYei, 


94° та (дЕ 
dt адәт x 


з Хь 


如 果 量 Е, dgte/dt 和 函数 Р, Т, хь, КВ) 已 经 给 定 , 则 为 了 获得 封闭 方程 组 , 可 
以 补充 状态 方程 以 及 速度 v 与 应 变 张 量 ss 之 间 的 关系 式 . 
例如 , 可 以 用 以 下 方法 得 到 这 些 方程 . 在 拉 格 朗 日 坐标 &: 保持 不 变 时 取 关 系 式 


,Ort Or 
ё = ён бег 25 
对 时 间 的 导数 , 得 
а еы дом дан Ort Ov 
бы тар “ав де де “нозе “нае ВЕ 
或 者 , 因为 
= =, 8 20 
| етп = ё рт Бат, 
所 以 YD 


_ Ята. OF дй 
бтп = Tt + Ekn Bzm бт брт, 


这 里 对 原文 略 作 改 写 (参考 了 原 书 第 四 版 ), 以 便 解释 张 量 分 量 的 全 导数 (物质 导数 ) 的 不 同 定 
义 对 最 后 结果 的 影响 . 从 张 量 运算 的 角度 讲 , 定义 (2.18) 更 为 自然 . 一 一 译注 
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Вр 
Ж А П 
Sem иль аон) сы О ей, 016) 
式 中 
Зета = Е 23 (2.17) 
如 果 定 义 
Ч = 2 + 5 У: нн, (2.18) 
就 可 以 把 方程 (2.16) 写 为 以 下 形式 : 
Е 5» ть + Ури) — вы Vn tk а. (2.19) 
这 些 方程 把 应 变 张 量 的 变化 与 速度 场 联系 起 来 . 为 了 得 到 欧 拉 变量 下 的 封闭 方程 组 ， 
这 些 方程 是 必须 的 . 


我 们 来 考虑 这 样 的 问题 : 在 使 用 欧 拉 变量 表示 应 变 张 量 、 应 力 张 量 等 量 的 分 量 
时 , 状态 方程 (2.9) 具有 什么 样 的 形式 ? 为 了 得 到 这 些 方程, 作为 一 个 例子 , 可 以 采 
用 以 下 方法 0 . 首先 , 设 函数 下 (gij， eij, Т, хь. КВ) 是 已 知 的 , 其 中 gsj, eij, Хы В 
是 度 规 张 量 、 应 变 张 量 等 量 在 欧 拉 坐 标 系 中 的 分 量 , 然后 从 欧 拉 坐标 系 转换 到 当前 
的 拉 格 朗 日 坐标 系 . 因为 Р 是 不 变 的 张 量 函数 , 所 以 尽管 所 有 张 量 自 变 量 的 分 量 在 
坐标 变换 时 发 生变 化 , 例如 о, 变换 为 5j，ei 变换 为 6,, 但 函数 К 的 形式 这 时 保 
持 不 变 ， 


Е(ф, є, Т, хь, ke) = Еду, ё. Т, Хь, Re). 


接 下 来 我 们 注意 到 , 公式 (2.9) 是 在 考虑 到 д, 本 身 与 sj 有 关 的 情况 下 得 到 的 , 这 
时 站 = д, +261. 把 д, 的 这 个 表达 式 代 人 函数 已 得 下 = 瓦 (55 ё. Т, Хы 9) 


( 见 (2.2)), 并 且 
(人 
р (8) 


我 们 来 考虑 函数 Е. 如 果 认 为 这 个 函数 的 所 有 张 量 自 变量 都 是 张 量 在 当前 拉 格 朗 日 
坐标 系 下 的 分 量 , 例如 , 如 果 认 为 新; 是 张 量 55etei (这 已 经 不 是 度 规 张 量 !) 的 分 
М, 那么 , 只 要 按照 一 定 规则 对 这 些 分 量 进行 变换 , 就 可 以 转换 到 欧 拉 坐 标 系 . 这 时 ， 
函数 Р. 的 形式 保持 不 变 : 


Fi (dy, ё, Т, Хь, ЁЗ) = Е.(0,, є, Т, хь К), 
关于 这 个 问题 的 细节 以 及 弹性 力学 中 关于 有 限 变 形 的 其 他 一 些 公 式 , 参见 : Седов Л. И. Вве- 


дение в механику сплошной среды. Москва: Физматгиз, 1962 (Sedov І.І. Introduction to ће 
Mechanics of а Continuous Мейит. London: Addison-Wesley, 1965). 第 三 章 . 
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所 以 在 欧 拉 坐 标 系 下 有 ?2 
ву _ (25. 
р (2 ) хи, кв #20) 
这 里 的 КЕ 667 在 欧 拉 坐 标 系 下 的 分 量 . 
显然 ,方程 (0F/x*)。 zs = 0 在 使 用 欧 拉 坐 标 系 时 仍然 保持 不 变 . 自由 能 的 
自 变量 这 时 包括 的 , 不 过 它们 可 以 通过 < 表示 出 来 : 
фу = 9) – 21. 
此 外 , 根据 定义 , 张 量 的 分 量 ke 在 拉 格 朗 日 坐标 系 中 是 常量 , 但 是 这 些 分 量 在 欧 
拉 坐 标 系 中 将 是 变量 , 应 当 对 它们 写 出 附加 的 方程 ， 写 出 这 些 方程 的 方法 类 似 于 推 
导 方 程 (2.19) 时 所 使 用 的 方法 .例如 , 如 果 参 量 k3 是 矢量 a = aiéi 的 分 量 , 并 且 
а? = const, 就 可 以 使 用 以 下 方法 获得 描述 欧 拉 坐标 系 下 的 分 量 ak 的 变化 的 方程 . 为 
此 , 我 们 在 拉 格 朗 日 坐标 保持 不 变 的 条 件 下 计算 公式 


对 时 间 的 导数 , 有 ? 
дак _ аа! Bzk +9 СЫ 
а аар арт" ог 
因为 daydt = 0. 再 利用 公式 


就 得 到 所 要 的 方程 
ак _ Ow: 
ағ әз 


ОЕ ЯГ АЗС ИНТА ВОЛИН У ВЕЕ ЛУ 45-2 ПЕК 
之 间 的 关系 , 但 是 其 形式 不 同 于 公式 (2.20). 例如 , 对 于 各 向 同性 弹性 体 , 有 时 使 用 被 称 为 默 纳 汉 
公式 的 关系 式 

р 
асы 24 er (0) 


其 中 , 函数 F 的 自 变量 是 gj, <,, Т, 而 不 是 00, ey, 7. 只 要 直接 使 用 方程 
dF= Do dt—sdT 


和 de У езу 之 间 的 关系 式 (2.19), 就 不 难得 到 公式 (+). 

公式 (*) 能 够 被 推广 到 某 些 可 逆 过 程 , 这 时 函数 F 的 自 变量 是 观察 者 坐标 系 中 的 gj, є, Т, 
х^, КС, 其 中 x* 是 可 变 的 内 部 参量 , КС 是 已 知 函数 . 自 变量 仅仅 限于 这 些 量 , 这 就 保证 了 张 量 分 
9 ро 的 对 称 性 . 

从 上 述 状态 方程 理论 可 知 , 相应 公式 的 形式 在 很 大 程度 上 既 依赖 于 所 用 参考 系 , 也 依赖 于 热 
力学 函数 的 自 变 量 - 


2 物质 导数 的 定义 类 似 于 (217). 一 一 译注 
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应 力 张 量 的 势 函数 “我 们 再 给 出 以 下 说 明 . 在 无 穷 小 变形 理论 中 , 状态 方程 (2.9) 和 
(2.20) 在 精确 到 相差 高 阶 小 量 时 可 以 写 为 以 下 形式 : 
о. ӘБ ӘһЕ _ 9 у 0% 
7 = Вр = 665’ Рец’ 
式 中 po 是 初始 密度 (与 变形 无 关 ), Ф = poF 是 体积 自由 能 . 因此 , 应 力 张 量 在 小 变 
形 的 情况 下 具有 势 函数 , 换言之 , 其 分 量 可 以 表示 为 函数 Ф 对 eij 的 偏 导数 , 在 考虑 
有 限 变形 时 , 应 力 张 量 的 分 量 ро 在 精确 的 提 法 下 没有 势 函 数 . 
我 们 指出 , 从 公式 (2.15) 可 见 , 皮 奥 拉 名 义 应 力 张 量 的 分 最 不 仅 在 小 变形 的 情 
况 下 具有 势 函数 , 它们 在 有 限 变 形 和 转动 的 情况 下 也 具有 势 函 数 . 
理想 流体 是 一 种 非 线 考虑 一 种 可 以 被 称 为 非 线性 弹性 体 的 介质 , 我 们 已 经 在 第 八 


性 弹性 体 章 中 详细 研究 过 这 种 介质 . 设 自由 能 只 依赖 于 温度 和 密度 ， 
Е = F(T, р). (2.21) 
关系 式 (2.21) 38 (2.2) 的 特例 . 其 实 , 根据 (2.3) 有 
= ро 2.29 
д, (2.22) 


式 中 = й0100,), д = det( 的 ) = det(28;; + д,;), ро(Е1, 62, 63) 是 初始 密度 , 它 是 后 
的 已 知 函数 . 因此 , 密度 р 可 以 通过 д, 和 а, 表示 出 来 , 这 种 介质 的 自由 能 从 而 依 
赖 于 温度 和 应 变 张 量 的 分 量 , 只 不 过 这 种 依赖 关系 具有 特别 的 形式 (应 变 张 量 的 分 
量 出 现在 该 关系 式 中 的 形式 只 与 密度 p 0). 

不 难 计算 偏 导数 др/дё,,. 直接 对 (2.22) 进行 微分 , 得 


ap _ др р 94°.) _ одй. 


9, 99, Фед) 08, 
或 者 采用 另 一 种 方法 , 根据 欧 拉 形 式 的 连续 性 方程 


dp =—pdivvdt = –рд%ё,, dt = рд? е, 
我 们 又 得 到 同样 的 公式 : 


а» 


所 以 , 关系 式 (2.9) 对 于 所 研究 的 介质 具有 以 下 形式 : 


59 = 


BF i 
一 02 一 -0 
рд" 


这 里 可 以 选取 具有 给 定 初始 密度 分 布 的 任何 状态 作为 初始 状态 . 这 时 , 初始 状态 的 特征 量 只 
有 通过 初始 密度 才能 体现 出 来 . 在 初始 状态 下 , 内 应 力 一 般 可 以 不 等 于 零 . 对 于 弹性 “固体 ”, 经 
常 可 以 认为 在 初始 状态 下 ро = 0. 
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р? = о6о. 
因此 , 该 介质 的 应 力 张 量 是 球 张 量 . 把 量 pz8FVap 记 为 р, 
р= го = (р, Т), 


则 
pi = —р9ч. 


所 研究 的 介质 是 理想 流体 , р 是 压强 . 我 们 看 到 , 理想 流体 运动 理论 是 有 限 变形 非 线 
性 弹性 理论 的 特例 , 只 不 过 这 个 特例 确实 很 特别 . 
因为 0 和 忆 是 标量 函数 , 所 以 它们 对 张 量 分 量 的 函数 关系 
РЕНТА РНЕ 只 能 通过 对 张 重 不 变量 的 依 噩 关系 表现 出 来 如 果 所 有 参量 
xx 都 是 标量 , 这 样 的 弹性 体 就 称 为 各 向 同性 的 ,在 各 向 同性 
弹性 体 中 , 自由 能 Р ДЭЭРИНЕ 6 个 变量 i = ву 20, 而 仅仅 依赖 于 从 分 量 
09 Же, 组 成 的 3 个 独立 不 变量 , 例如 


五 = фе, 


і = феа, (2.23) 
=" Е тети: 
如 果 弹 性 体 的 自由 能 不 仅 依赖 于 ТЯ cu, 还 依赖 于 у, 并 且 x 包括 矢量 或 张 
量 的 分 量 , 这 样 的 弹性 体 就 是 各 向 异性 的 . 在 各 向 异性 弹性 体 中 , 自由 能 对 ei 的 依 
赖 关系 并 非 仅仅 通过 不 变量 (2.23) 表现 出 来 , 还 通过 由 应 变 张 量 和 函数 Р 的 其 他 一 
些 张 量 自 变量 联合 组 成 的 一 些 不 变量 表现 出 来 ， 例 如, 如 果 一 种 介质 的 性 质 取决 于 
某 个 矢量 5 (如 取向 介质 0 这 种 类 型 的 介质 ), 在 F 的 自 变量 中 就 会 出 现 诸如 ены 
的 不 变量 . 
在 本 节 最 后 , 我 们 再 来 从 一 般 观 点 研究 满足 胡 克 定 律 的 线性 弹性 体 模型 ,第 一 
卷 第 四 章 曾经 讨论 过 这 个 模型 
假设 弹性 体 应 变 张 量 的 分 量 = 和 相对 位 移 都 很 小, 度 规 张 
de 量 和 所 对 应 的 初始 状态 能 够 真正 实现 ( 见 $1), 换言之 , 从 
化 都 很 小 时 的 表达 式 “ 度 规 张 量 5 所 对 应 的 状态 到 当前 变形 状态 的 位 移 是 存在 的 . 
此 外 , 设 拉 格 朗 日 坐标 系 © 在 初始 状态 下 与 参考 系 相同 . 于 
是 , 介质 的 物质 点 在 变形 状态 下 的 坐标 zi 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


з= 6+ ДЕК, 8), 


了 D 见 第 一 卷 附录 一 . 一 一 译注 
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并 且 А: 和 дАУ/дЕ* 很 小 (相对 位 移 很 小 ). 这 时 , 所 有 张 量 在 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 分 
量 与 它们 在 参考 系 下 的 分 量 之 差 与 分 量 本 身 的 数值 相 比 是 高 阶 小 量 有 鉴于 此 , 下 
面 将 省 略 张 量 分 量 上 的 符号 ^. 

对 于 小 变形 , 使 用 体积 自由 能 Ф = poF 比 使 用 FF 更 加 方便 , 这 时 状态 方程 的 形 
式 为 
de (2.24) 


我 们 认为 sj «1, T= Т+АТ, АТ < То, 并 把 函数 Ф ЕЯ 
ӧФ ӧФ 1ү 2% 
Ф= Ф + (2), + (=) - То) + 2 (= ЈЕ 
22% 
И (52% 
如 果 初 始 状态 下 的 应 力 张 量 为 零 , 即 在 sj = 0, Т = То В р = 0, № 


on 
=, 
(= ) 


дф 
(в) 
式 中 so АЛАКЕ РИН О. 
现在 , 我 们 用 АУК 表示 常量 (32 和 /aeijBekt)o, 用 Во 表示 常量 (82@/8ei67)0， 
№ с 表示 常量 (8? 和 /87?)o. 在 弹性 体 的 变形 和 温度 变化 都 很 小 的 情况 下 , 在 (2.25) 
中 只 保留 到 二 阶 小 量 , 就 得 到 体积 自由 能 的 以 下 表达 式 : 


1 
ФЕ 和 二 heoeu+ Вос (Т — То) — ТТ — 15)? -poso(T Т). (22) 


在 sj 和 ДТ 都 很 小 的 前 提 下 , 为 了 给 出 具体 的 热 弹性 体 模型 , 应 当 给 出 常量 
АБЫ, ВӘ 和 с 的 数值 . 从 АМ 的 定义 可 以 看 出 , 这 些 量 关于 i, j 对称 , 关于 К, ! 对 
称 ; 此 外 , 这 些 量 在 把 i, j 与 , ! 互 换 后 也 保持 不 变 . 所 以 , 互 不 相同 的 45kt 的 数目 
不 可 能 大 于 21. Ж BY 也 关于 і, j 对 称 , 互 不 相同 的 BY 的 最 大 数目 等 于 6. 因此 ， 
在 线性 热 弹性 理论 中 , 表征 任意 各 向 异性 热 弹性 体 的 常量 ДОМ, ВЫ, с 共计 28 个 . 

在 各 向 同性 的 情况 下 , 为 了 得 到 更 具体 的 自由 能 表达 式 , 可 以 利用 函数 Ф 的 一 
个 性 质 : 该 函数 其 实 只 能 依赖 于 应 变 张 量 的 不 变量 .所 以 , 对 于 各 向 同性 弹性 体 , 只 
要 对 相应 系数 引入 合适 的 记号 , 就 可 以 把 公式 (2.26) 表示 为 以 下 形式 : 


= зА + ШГ, – (ЗА + 2р)а1, (Т — Т) – КТ), (2.27) 
式 中 Г = єє. 
0 so ИЕ Т АННО УИ. 


2, 
ва -т)+ (ж)е ПИ: (2.25) 


此 外 ， 
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考虑 热 应 力 的 胡 克 定 ” 根 据 (2.24), 我 们 可 以 把 前 面 在 第 一 卷 第 四 章 中 提出 的 胡 克 


律 定律 推广 到 考虑 热 应 力 和 变形 的 情况 , 即 
ры = Migs + рец – (ЗА + 2p)a(T — Тов, (2.28) 
并 且 ， 
з= 元 +2p)al + a! (Т). 
和 和 是 拉 梅 系数 
在 实际 应 用 和 理论 分 析 中 , 经 常用 杨 氏 模 量 已 和 泊 松 比 o Ж 
杨 氏 模 量 和 泊 松 比 ”代替 拉 梅 系数 和 和 р 相应 公式 为 : 
nm _A(3A 十 210) = 入 
Ве rp" +t 


从 表示 胡 克 定律 的 公式 (2.28) 容易 求 出 应 变 张 量 的 分 量 cu: 
с = 5 нор 09%] + ат — Тов, (2.29) 


式 中 多 = рії; = рі; 是 应 力 张 量 的 第 一 不 变量 . 
线 膨胀 系数 如 果 应 力 为 零 , p3 = 0, 则 温度 的 变化 仍然 能 够 引起 变形 . 这 时 , 应 变 
张 量 是 球 张 量 , 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 


6 = 622 = Єзз = а(Т – То), 6 =0 (i#)). 


因此 , 胡 克 定律 表达 式 中 的 系数 a 是 所 研究 介质 的 线 膨胀 系数 . 
利用 (2.13) 容易 看 出 , 线性 热 弹性 体 的 体积 自由 能 公式 (2.26) 中 的 系数 c 与 同 
样 变形 下 的 热 容 有 关 . 


$3. 弹性 杆 单 轴 拉 伸 问 题 


设 一 根 直 杆 2 由 满足 胡 克 定律 的 各 向 同性 弹性 材料 制 成 , 它 在 给 定 的 质量 力 或 
面 力 作用 下 沿 z 轴 发 生 微小 的 伸缩 , 我 们 来 研究 直 杆 的 这 种 小 变形 问题 . 
平衡 问题 的 基本 假设 ОВ 
形 截面 杆 在 > 
和 边界 条 件 
两 端 受 到 面 
力作 用 时 的 平衡 问题 (图 107). 问 
题 的 提 法 包括 下 述 假设 . 
(1) 不 计 质 量力 (例如 重力 ) 图 107， 杆 的 简单 拉 伸 
ОЖ и УЖИНЕ. 一 一 译注 
习 杆 是 本 章 的 主要 研究 对 象 , 梁 、 轴 、 管 等 都 是 杆 的 特例 . 凡是 在 一 个 方向 上 的 尺寸 远大 于 另外 
两 个 方向 上 的 尺寸 的 弹性 体 ,都 可 以 称 为 杆 . 以 弯曲 为 主要 变形 的 杆 经 常 称 为 梁 , 受到 扭转 的 等 贺 
截面 直 杆 经 常 称 为 轴 . 一 一 译注 
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(2) 杆 的 温度 То 处 处 相同 并 保持 不 变 , 于 是 在 杆 不 发 生变 形 时 没有 热 应 力 . 
(3) 杆 的 侧面 C 和 р 以 及 与 它们 相对 的 侧面 C! 和 р, 不 受 载荷 (其 实 , 如 果 
杆 位 于 大 气 环境 中 , 则 其 侧面 受到 大 气压 的 作用 ). 因此 , 我 们 认为 在 侧面 上 
pn =0. (3.1) 
这 表明 (坐标 轴 如 图 107 所 示 ) 
在 侧面 C 和 C Е ро, = роз = рз = 0, 
在 侧面 D 和 Di 上 рз; = рз = pas = 0, 
(4) 杆 的 每 一 端 (4 和 В) 所 受到 的 外 面 力 的 合力 具有 相同 的 大 小 D ,因为 杆 处 
于 平衡 状态 . 我 们 用 天 表示 这 些 合力 的 大 小 . 假设 4, В 两 端的 面 力 分 布 如 下 : 
在 端面 B 上 p, =pu(B)i, ро = рз = 0, 
在 端面 4 上 pn=~pu(A)i, р =p13=0, 


(3.2) 


(3.3) 


并 且 те 
Pha(B) = ри(А) = 55 = const， 

式 中 5 是 杆 的 模 截面 面积 

根据 上 述 讨论 , 我 们 认为 70 和 = То 对 应 着 杆 的 内 部 既 无 内 应 力也 无 变 
形 的 状态 . 如 果 把 这 个 状态 当做 初始 状态 , ДЕ, = 0. 需要 计算 在 拉 伸 力 (F > 0) 和 
压缩 力 (F < 0) 的 作用 下 在 杆 的 内 部 出 现 的 应 力 、 变 形 和 位 移 . 

在 求解 这 个 问题 之 前 , 我 们 对 位 移 的 计算 问题 进行 以 下 说 明 ,该 说 明 具有 普遍 
性 .显然 , 在 这 个 问题 以 及 关于 弹性 体 在 各 种 力 的 作用 下 保持 平衡 的 大 多 数 其 他 问 
念 是 力学 定律 相对 于 空间 中 的 位 置 和 方向 的 不 变性 一 一 欧 几 里 得 空间 是 均匀 的 和 各 
向 同性 的 ) 必须 提出 一 些 附加 条 件 米 消 除 计算 位 移 时 出 现 的 这 种 任意 性 , 我 们 将 在 
下 面 解决 这 个 问 是 

动量 方程 在 上 述 条 件 下 归结 为 应 力 张 量 的 6 个 分 量 所 应 满 中 

ИЕ 的 3 个 平生 方程: 


vps =0. (3.4) 
该 方程 的 解 描述 梁 内 部 的 应 力 分 布 . 容易 看 出 , 要 想 使 平衡 方程 (3.4) 的 解 满足 边界 
条 件 (3.2) 和 (3.3), 应 取 
pu 2, Руз = різ = P22 = Раз = Рзз = 0. (3.5) 
我 们 指出 , 如 果 直 杆 的 截面 形状 是 任意 的 , 则 平衡 方程 的 解 (3.5) 对 类 似 问题 仍 
然 适 用 , 只 要 杆 的 伸缩 是 由 分 布 于 端面 4 和 В 的 力 (3.3) 引起 的 ; 这 时 , 侧面 Ss 上 
忆 此 外 还 要 求 相应 合力 矩 为 零 . 一 译注 
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的 应 力 为 零 (在 Sia 上 pw = 0). 为 了 证 明 这 一 结论 , 只 要 证 明 解 (3.5) 满足 这 样 的 
杆 的 侧面 上 的 边界 条 件 即 可 . 根据 条 件 , 在 Sat 上 有 


pn = р cos(n, х) + р? cos(n, у) + р? соз(т, 2), 


但 是 按照 * 办 的 引入 方 法 , ЕСЕМ. cos(n, =) 二 0, 所 以 解 (3.5) 确实 满足 任何 
直 杆 侧面 See 上 的 边界 条 件 

为 了 根据 已 知 的 应 力 张 量 计算 杆 内 部 的 应 变 张 量 ,使 用 形 如 (2.29) 
应 变 张 量 的 计算 “的 刘 克 定律 比较 方便 . 在 了 — 7o 时 , 我 们 有 


1 
ву = Е + 9)ру; – 099,3), 


式 中 多 是 应 力 张 量 的 第 一 不 变量 . 把 应 力 张 量 的 分 量 pi ИИ (3.5) 代入 其 中 , 容 
易 得 到 + 水 

cl = 万 5， з= - 25’ 212 = 6з = 6з = 0. (3.6) 
应 变 张 量 的 分 量 满足 为 了 计算 位 移 矢量 的 分 量 w, w2, ws, 需要 求解 以 下 偏 微分 
协调 方程 方程 组 : 


Е22 = €3 


ао 9м_ о дш ол 。 ди ӨР (3.7) 
us Б6 2" у Е5’ 3 9: Es’ | 
Bw , диз _ 
263 + а =0, (3.8) 
2 = 00 08 0 


在 小 变形 假设 下 对 有 限 变形 的 相应 方程 进行 线性 化 , 即 可 得 到 这 6 个 偏 微分 方程 . 
偏 微分 方程 组 (3.7), (3.8) 是 相 容 的 , 因为 前 面 计算 出 的 应 变 张 量 分 量 (3.6) 满 
足协 调 方程 . 其 实 , 在 所 研究 的 无 穷 小 变形 的 情况 下 , 协调 方程 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 只 
包含 应 变 张 量 分 量 的 二 阶 偏 导数 , 其 形式 为 ( 见 第 一 卷 63 页 ) 

р 2 2 
Вых, = а Б на; 3 ады ™ нен =: (3.9) 
因为 应 变 张 量 的 分 量 (3.6) 是 常量 , 所 以 方程 (3.9) 自动 成 立 . 显然 , 协调 方程 (3.9) 
在 应 变 张 量 的 分 量 是 稍 卡 儿 坐标 的 线性 函数 时 也 总 是 成 立 . 

用 来 计算 位 移 的 偏 微分 方程 (3.7)，(3.8) 是 线性 方程 ， 显 然 ， 


在 一 般 情况 下 根据 已 58 
Е ЧАС = 的 给 定 值 所 对 应 的 解 只 能 精确 到 相差 一 个 这 样 的 函数 , 它 


移 的 相关 说 明 满足 方程 
ди _ дш _ диз _ (у 
Әт Әу 0 ' 


.1 
дш, gm диз, диз Әә диз ©? 


Wo Dt Ву 85 92 0 
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我 们 来 寻找 方程 (3.10) 的 通 解 . 从 (3.10) 中 的 第 一 组 方程 可 知 
шу = (0, 2), шз = фо(т, 2), шз = фз(т, у), (3.11) 


式 中 pu фо, ys 是 所 列 自 变量 的 任意 函数 . 为 了 求 出 这 些 函 数 , 从 (3.10) 中 的 第 二 


组 方程 可 得 
ae ғ) , Эра, 2) _ 0 


ду 9х 
Рец, 2) | ёе. у) =0, (3.12) 
деца, 2) | = о, 
从 (3.11) Ж1 (3.12) 可 得 
р-ны. 各 -条 -oo Фа 


ЗА а, 8, у 暂时 是 所 列 自 变量 的 任意 函数 . 对 这 些 方程 进行 积分 , 我 们 得 到 
фи =a(z)y+ fi(z) = В(у)= + g1(y), 
фз = –о(г)= + f2(z) = 7(2)z + 92 (<), 
фз = -8(0)= + faly) = (ту + 9з(2), 
式 中 f, о; 是 其 自 变 量 的 任意 函数 . 由 此 直接 可 以 看 出 , 待 求 函 数 pl, pa, ps 应 当 具 
有 以 下 形式 : 
фу = #129 + kzz + kay + Ка, 
42 = M27+ туг + тат + та, (3.13) 
фз = zy 十 bz+lsy 十 1 
式 中 в, ms 和 4; 是 某 些 常量 . 根据 方程 (3.12), 这 些 常量 应 当 满 足 关系 式 
jz 十 有 a + ту2 та = 0, 
kiy+kst+ly+ls = 0, 
mrt+m2t+lhrt+ls=0, 
其 中 每 一 个 关系 式 对 任何 z, у, z 都 应 当成 立 . 由 此 可 知 
(Dh = =т= 1, т = -hh =т= 0; 
(2) ka = 一 ms = аз, № = -ls = ар, тз = -ls = –а, 式 中 а, аз, аз 是 相应 
常量 的 新 的 记号 . 这 时 , 解 (3.13) 的 形式 变 为 
Ф 一 02z — азу + №, 
фа = 一 alz + аз + та, (3.14) 


©з = -а2т + ауу+ ц. 
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如 果 引 入 矢量 
т=21+у7+2ЁЕ, a=aitaj+ask, фо = Кі + тај + lak, 
就 可 以 把 (3.14) 写 为 以 下 形式 : 
ш = ф = фі + әј + фз = Фо +ахг. (3.15) 


因此 , 方程 (3.10) 的 解 wi, wo, ws 具有 (3.14) 88 (3.15) 的 形式 , 其 中 包含 6 个 任意 
的 常量 . 
当 ат, аз, as 是 无 穷 小 量 时 , 用 公式 (3.15) 计算 出 的 位 移 就 是 刚体 位 移 ) . 其 
实 , 我 们 得 到 的 位 移 矢量 表达 式 (3.15) 是 方程 
ди; ‚ди, 
дг)" Әг 
的 解 . 在 相对 位 移 无 穷 小 的 情况 下 , 即 当 Bus/8z; 无 穷 小 的 时 候 , 这 些 条 件 表示 应 变 
张 量 的 分 量 i 等 于 零 . 

在 所 研究 的 情况 下 , 相对 位 移 w = wo + a х т 是 无 穷 小 量 , 转动 矢量 a 也 是 无 
穷 小 量 , 相应 运动 是 微小 转动 . 可 以 用 公式 а = wAt 把 转动 矢量 a 与 涡 量 w 联系 
起 来 . 

为 了 不 再 考虑 刚体 位 移 , 可 以 在 计算 位 移 时 额外 提出 一 些 条 件 , 例如 ,可 以 要 
求 弹性 体 的 某 一 个 点 在 空间 中 静止 不 动 , 并 且 应 变 张 量 主轴 的 转动 矢量 的 分 量 在 这 
个 点 等 于 零 ， 


=0 


Ou, 


; _ дш; 
br Әт 
我 们 指出 , 满足 这 些 条 件 并 不 表明 上 述 那个 点 真 的 在 力 的 作用 下 被 固定 在 空间 
中 , 如 果 弹 性 体 处 于 平衡 状态 , 则 在 不 改变 外 力 的 情况 下 可 以 把 弹性 体 的 任何 (但 一 
般 唯 一 的 ) 一 个 点 当做 固定 不 动 的 点 . 这 时 , 我 们 不 再 考虑 无 需 关注 的 那 一 部 分 位 移 
和 转动 . 显然 , 如 果 把 弹性 体 的 不 同 点 当做 不 动 点 , 对 位 移 就 会 得 到 不 同 的 表达 式 . 


ОБЖ, ШЖ аз az, as 是 有 限 的 , 则 位 移 (3.15) 所 对 应 的 变形 不 为 零 , 因为 应 变 张 量 的 分 量 在 
Bui/8ri; 有 限 的 情况 下 应 当 由 以 下 公式 计算 : 


со Lo 04у De Oe 
972 \ дю" dr Drip 人 


如 果 w= wo +axm, 则 上 面 的 公式 给 出 
1 1 1 
en = 5008 +0), а= (8+0), еза = (9 ад), 
1 1 1 
бш = -Fn cl3 -FH 63 = — уада. 


2 


2) арр НЕО РЕ, 但 重要 的 是 , 相应 附加 条 件 应 当 一 直 是 必须 的 . 


$3。 弹 性 杆 单 轴 拉 伸 问题 - 255. 


杆 受 到 拉 伸 时 的 位 移 “ 在 弹性 杆 拉 伸 问题 中 , 求解 方程 (3.7), (3.8) 即 可 得 到 位 移 公 
公式 式 , 其 形式 为 

ш = ене, wz = и +фь из = -器 十 Ya， 
式 中 фу, фо, фз 由 (3.14) 定义 . 在 坐标 原点 , 如 果 额 外 要 求 既 没有 位 移 , 应 变 张 量 的 
主轴 也 不 转动 , 换言之 , 如 果 还 要 求 在 z=0, y=0, z=0 时 


wi =0,， w=0, ws=0, 


диз ӧш у ӧш дш ә ӧш Ou _0 
WW 
则 位 移 公式 的 形式 变 为 
丰 oF ох 
ш ров =- 和 =- 所 (3.16) 


对 所 得 结果 的 分 析 ”如 果 在 杆 的 两 端 4 和 В 有 平行 于 z 轴 的 作用 力 对 杆 进行 拉 伸 ， 

则 从 (3.16) 可 以 看 出 , 杆 的 微 元 也 会 沿 y 轴 和 z 轴 发 生 位 移 . 
沿 = 轴 的 位 移 分 量 w 与 z 成 正比 , 与 y 和 2 无 关 , 并 网 
且 在 В 端 达 到 最 大 值 . 沿 у 轴 和 z 轴 的 位 移 分 量 wz 4 
和 ws 分 别 与 y 和 z 成 正比 ,wa 与 z, 2 ЖЖ, ws 与 
т, у 无 关 . 从 应 变 张 量 分 量 公式 (3.6) 显然 可 以 看 出 ， 
沿 z 轴 的 应 变 与 沿 y 轴 和 z 轴 的 应 变相 比 , 它们 的 符 
号 是 不 同 的 . 如 果 丰 > 0, є, > 0, ezz < 0, езз < 0, 
即 杆 沿 z 轴 受 到 拉 伸 , 沿 у 轴 和 z 轴 受 到 压缩 . 应 变 
张 量 相应 分 量 之 比 等 于 泊 松 比 о: х 
Ед 
єп 


端面 上 的 其 他 条 件 “如果 直 杆 的 一 端 所 受到 的 面 力 按照 (3.3) 分 布 , 而 另 一 端 4 用 
某 种 方法 坊 入 其 他 物体 (图 109), 那么 , 严格 地 讲 , 上 述 拉 伸 问 
题 的 解 仅 在 4 端的 典 入 方法 允许 沿 y 轴 和 轴 有 位 移 的 条 件 下 才能 描述 杆 中 的 应 
变 和 应 力 . 如 果 А 端 加 定 , 则 上 面 的 解 不 是 这 个 问题 的 精确 解 . 不 过 , 我们 将 在 稍 后 
引入 圣 维 南 原理 来 解决 这 个 问题 . 根据 这 一 原理 , 可 以 使 用 前 面 得 到 的 解 米 近似 地 
计算 4 端 四 定 的 直 村 在 远离 轩 定 端的 位 置 的 应 力 和 应 变 , 只 要 杆 的 可 截面 的 线性 尺 
十 远 小 于 村 在 = 轴 方 向 上 的 长 度 即 可 - 
现在 考虑 直 村 在 自重 作用 下 的 拉 人 问题 . 这 时 , 我们 认为 在 求 
杆 在 自 革 作用 下 的 拉 知 # 在 两 端面 力作 用 下 的 拉 介 问题 时 所 作出 的 那些 可 本 候 
设 仍然 保持 不 变 , 换言之, ПИВ Т Та = const, =0， 
但 = gi, 并 且 在 杆 的 外 表面 , 除了 被 加 定 的 端面 4, 处 处 都 有 р, = 0. 


E33 
єп 


= 0. 图 108. л 端 固定 的 杆 受到 拉 伸 
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端面 4 上 的 应 力 р, 只 有 在 问题 得 到 解决 之 后 才能 确定 下 来 (图 109). 
我 们 将 使 用 如 图 109 所 示 的 坐标 系 . 这 时 , 平衡 方程 的 形式 为 


Ур + рЕ =0, 


ЖН Е? = ЕЗ = 0, Р = 9. 


应 力 张 量 的 计算 为 了 求解 平衡 方程 , 我 们 认为 


pa-=p3=p2=p3=-p3s=0， (3.17) 


于 是 对 ри 得 到 一 个 简单 的 方程 


әр! 
Әг 一 


09. 
所 以 
了 = -рдх + (у, 2), (3.18) 


式 中 ф(у, 2) 是 y 和 г 的 任意 函数 . 为 了 确定 函数 p(y,z), 可 以 使 用 杆 的 下 端面 В 
上 的 边界 条 件 ( 见 图 109). 在 z = 0 时 应 有 pl = 0, 


所 以 
(у, 2) = 0. 

应 力 张 量 的 分 量 (3.17), (3.18) 在 杆 的 内 部 满 

足 所 有 平衡 方程 (3.16), 在 杆 的 外 表面 (下 端面 В 

和 侧面 ) 上 满足 条 件 р, = 0， 其 实 , 在 杆 的 侧面 

”Sw 上 有 
па р, = pl cos(n, т) + р? соз(п, у) + р? cos(n, =), 
fx 


而 在 所 用 坐标 系 中 , 在 Se 上 costn，z) = 0, 所 以 
® © 根据 (3.17) 可 知 
图 109， 杆 在 自重 作用 下 的 拉 伸 在 Sw 上 р'=0. 


根据 (3.18), 2: 5 是 模 截面 面积 , G — pg13 是 杆 的 总 重量 , 则 在 上 端面 4 (z 0) 有 
р" =й ©. (8.19) 


应 变 张 量 和 位 移 的 计 “根据 胡 克 定律 (2.29) 和 (3.17), (3.18), ЖЕТ = То 时 容易 计算 
算 应 变 张 量 的 分 量 


р" pgz ор! _ opgz 
ed Е 
п 
орі _ ордт 
Езз = B= Е ёз = 6з = 813 =0, 


这 些 分 量 显然 满足 协调 方程 (3.9). 
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为 了 计算 位 移 分 量 wi, wz, шз, 我 们 有 以 下 偏 微分 方程 组 : 
ди рдж bu opgr диз apgz 


Е Е’ BW Е’ 6 Е’ 

диң wz _ диз ‚диз дш дш 

бу Әк ata Әх * ду 
第 一 组 方程 的 解 为 


(3.20) 
=0. 


2 
ШЕЕ +, 2), 


wa = oo to 2), (3.21) 


ордт= 
Е 
为 了 计算 函数 р, 如, уз, 我 们 把 (3.21) 代入 第 二 组 方程 , 得 
Әр, | opgy , 94а 
ду Е Әх 
ордт= +8 + 9% 
ТЕ 15: 
ды ди" 
дг" Әу 


шз = + ws(z, у). 


=0, 
=0, (3.22) 
= 0. 
如 果 引 入 变换 


фу 2) = + 强人 +22), фо = фа, фз = фз, (3.23) 


就 可 以 把 Ч, yz, ws 的 方程 组 (3.22) 化 为 и, wz, з 的 方程 组 (3.12), 而 后 者 的 解 
已 经 在 前 面 求 出 来 了 . 因此 , 可 以 利用 (3.21), (3.23) 和 (3.14) 直接 写 出 方程 组 (3.20) 
的 解 , 其 形式 为 


ш = -你 +o(y + 22)] + a2z — asy + №, 
осрдту 


ш = 一 alz 十 aaz 十 md (3.24) 


四 = офор, 


使 位 移 具 有 唯一 性 的 ”为 了 在 计算 杆 的 位 移 时 不 再 考虑 刚体 位 移 , 我 们 认为 在 上 端 


条 件 面 中 心 (z = -4 у= 0, z = 0) 成 立 以 下 条 件 : 
w=0, 
диз дш au aum_0 ды, дш _0 
Әу 9: 9: 0 дг әу 
于 是 ， 
qi=a=a3=0 m=l=0 k= 292 
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位 移 公式 (3.24) 的 形式 则 变 为 
15. Al 


ey Не 
с Е 208 
弹性 杆 轴线 (у 2 = 0) 上 的 点 在 竖 直 方向 上 移动 (oo 一 um= 0) 
对 所 得 结果 的 分 析 对 于 所 有 其 他 的 点 ， 只 要 它 不 属于 平面 > = 0， 相 应 的 水 平 位 
移 就 不 为 零 ， 我 们 来 考虑 位 于 杆 的 内 部 或 表面 的 这 样 一 些 物质 微 元 它们 在 变形 
之 前 位 于 平行 于 z 轴 的 直线 上 (y = W，z = z0)， 这 些微 元 在 变形 之 后 将 位 于 曲线 
юны 2 二 zw 十 ws Е, ИВО 
pg 


у= (1+ 22:), 2= 25 (1+ 22а). (3.25) 
因此 , 这 些微 元 仍然 组 成 直线 . 直线 (3.25) 显然 与 杆 的 轴线 相交 于 点 


шу = – 022 — В) +0(у +27), ш = 


(3.26) 


相应 坐标 与 zo, yo 无 关 . 于 是 , 如 果 在 杆 的 内 部 任意 选取 一 个 以 Oz 为 轴 的 圆柱 体 ， 
它 在 变形 之 后 就 会 变 为 一 个 锥 体 , 其 顶点 位 于 z 轴 上 的 点 (3.26). 
杆 的 横 截 面 在 变形 之 后 不 再 是 平 的 . 其 实 , 横 截 面 z = zo 在 变形 之 后 对 应 方程 
= +, 
гар - Во +21), 
而 这 表示 旋转 抛物 面 . 图 109 (b) 给 出 杆 在 平面 zOy 上 的 截面 的 变形 情况 . 
应 力 分 量 ph 的 最 大 值 出 现 于 杆 的 上 端面 , 它 与 横 截面 面积 无 关 , 相应 公式 为 


(pui)max = 291. (3.27) 


如 果 已 知 给 定 材料 在 受到 拉 伸 时 能 够 承受 的 最 大 应 力 , 就 可 以 根据 公式 (3.27) 
来 估计 用 这 种 材料 制 成 的 绳索 或 杆 在 自重 作用 下 不 发 生 断 裂 的 最 大 长 度 . 例如 , 在 对 
伸 和 人 油井 的 管道 进行 计算 时 必须 进行 这 样 的 估计 ( 现 有 油井 的 深度 可 达 5 一 6 km 甚 
至 更 深 ). 

对 于 杆 的 上 端面 А 上 的 点 , 同时 存在 竖 直 位 移 和 水 平 位 移 . 

严格 地 讲 , 这 个 解 仅 在 相应 位 移 符合 杆 的 固定 方法 时 才 是 正确 的 . 然而 , 根据 圣 
维 南 原理 ( 见 后 面 的 $5), 我 们 可 以 在 一 些 情 况 下 (例如 对 一 端 固定 的 杆 ) 近似 地 使 
用 这 个 解 , 只 要 杆 的 横 截面 尺寸 与 杆 的 长 度 相 比 不 太 大 即 可 . 这 时 , 杆 的 上 端面 的 固 
定 方法 对 杆 的 主体 部 分 的 变形 只 有 微弱 的 影响 . 


$4. 弹性 材料 圆 管 在 内 部 和 外 部 压强 作用 下 的 应 变 和 应 力 ( 拉 梅 问题 ) 


考虑 由 满足 胡 克 定律 的 弹性 材料 制 成 的 直 圆 管 , 其 内 部 和 外 部 分 别 受到 压强 р, 
和 р, 的 作用 , 而 温度 т 等 于 所 谓 的 “平衡 温度 ”Tb 并 保持 不 变 . 如 果 没 有 变形 , 在 
这 个 温度 下 就 不 存在 热 应 力 . 需要 在 这 些 条 件 下 计算 管 壁 内 部 的 应 力 和 应 变 . 


$4. 弹性 材料 圆 管 在 内 部 和 外 部 压强 作用 下 的 应 变 和 应 力 ( 拉 梅 问题 ) < 259 - 


圆 管 两 端的 固定 方式 满足 以 下 条 件 : 在 管 轴 方 向 上 没有 位 移 , 但 在 垂直 于 管 轴 
的 方向 上 对 位 移 没 有 限制 (图 110). 

设 m = ps = 0 时 在 管 壁 内 部 既 没 有 应 变 也 没有 应 力 .我 们 把 这 个 状态 取 作 初 
始 状态 , 于 是 ;= 0, 并 且 在 р, 和 ps 不 等 于 零 时 存在 从 初始 状态 到 所 研究 的 变形 
状态 的 位 移 ш. 


我 们 来 写 出 上 述 问题 的 封闭 方程 组 和 必要 的 边界 条 件 . 方程 组 


方程 组 和 边界 条 件 包括 . 
(а) 平衡 方程 (不 计 质量 力 ) 
Уур? = 0, 
(b) 胡 克 定律 су 
С) 
р? = Ann(E)g5 + 2р9, 
(с) 应 变 张 量 的 分 量 通过 位 移 的 表达 式 
(假设 相对 位 移 很 小 ) 
ey = 了 шу + У). А ИЕН 


圆 管内 侧面 和 外 侧面 上 的 边界 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 ( 见 图 110): 


Pn=-pan, T=a, 
Ри = -рт, T=b, 


式 中 а 和 "表示 圆 管 横 截面 在 变形 之 前 的 内 半径 和 外 半径 , n 表示 相应 侧面 的 外 法 
向 矢量 . 我 们 注意 到 , 需要 满足 的 边界 条 件 是 对 发 生变 形 之 前 的 管 壁 提出 的 , 这 时 再 
次 使 用 了 圆 管 的 相对 位 移 很 小 这 一 假设 . 

在 圆 管 长 度 .2 有 限时 , 还 必须 写 出 圆 管 两 端 >=0 和 z = .2 的 边界 条 件 2) , 其 
形式 为 


Ж2=0,2=.0 8 ш, =0, ры = 0. 


这 里 用 п 表示 端面 的 法 向 矢量 , 用 т 表示 端面 所 在 平面 上 的 矢量 . ЖА р, =0 与 

前 面 提 到 的 一 个 假设 有 关 , 这 个 假设 要 求 圆 管 两 端的 固定 方式 不 阻碍 物质 点 在 垂直 

于 管 轴 的 方向 上 移动 . 

圆柱 坐标 系 上 述 问题 具有 明显 的 对 称 性 ， 所 以 在 求解 时 使 用 圆柱 坐标 系 zl = 六 
12 =6, 1 = 2 比较 方便 ( 见 图 110). 我 们 还 记得 (第 一 卷 126 М), 在 


在 端面 上 , 除了 对 位 移 提出 的 边界 条 件 wn = 0, 还 可 以 考虑 其 他 一 些 条 件 ,例如 应 力 为 零 的 条 
件 pas = 0, 等 等 
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圆柱 坐标 系 中 


482 = gjdzidzi = аг? + т? 40? + 22, 


度 规 张 量 的 矩阵 (95) 和 (97) 具有 以 下 形式 : 


100 1 оо 
(9) = [0 20|, (0) = [о 1/72 0|. 
0 0 1 0 0 1 


相应 基 矢 量 的 长 度 为 : 
lell=1, lesl=7, lesl=1, 


1 
lel=1, lel=+, lel=1. 


按照 第 二 章 公 式 (5.41) (第 一 卷 54 页 ) 容易 计算 圆柱 坐标 系 中 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 


Th = -mn Г = ГВ = 1/r, ДЯ Гу, РА, 


显然 , 在 所 研究 的 情况 下 可 以 认为 , 所 有 待 求 函数 只 与 坐标 


位 移 矢量 、 应 变 张 量 у 
和 应 力 张 量 在 圆柱 从 Я, 并 且 对 位 移 矢量 w 可 以 写 出 
标 系 中 的 分 量 


wi = ш(т), wa = ws = 0. 


于 是 , 我 们 得 到 应 变 张 量 分 量 的 以 下 表达 式 : 


du 


дш 
ви = щш = р — Ча = аг’ 


дш, ж 
£2 = Уш) = 99 — шоГЗ = шт, 


а = Ws 08 — ить 0, 
а= (ш + ш) = 2. (52 + ощ 2%) 要 
as A шу + Узи) = 5 (ба + 9 2%) 0 
сы = 5 а оа) = т (ба 0) =0 
应 变 张 量 的 第 一 不 变量 可 以 按照 以 下 方式 通过 w(r) 表示 出 来 : 
(6) = є = ёи +2. 


(4.1) 


(4.2) 
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现在 利用 胡 克 定律 给 出 应 力 张 量 分 量 的 表达 式 . 我 们 有 


ағ’ 
dw ш\ү1 ш 
22 
р (+=) + 24. 
агт) т 3 (43) 
dw ш 
зз л(сш рш 
А (+=). 


位 移 的 计算 ”由 此 可 见 , 在 3 个 平衡 方程 中 , 2 个 方程 已 经 自动 满足 , 而 平衡 方程 在 
zl = т 坐标 轴 上 的 投影 

dm ата, риа 

та +Р Ге +р Г =0 

归结 为 位 移 w(7) 的 1 个 方程 : 


& (5 + =) =0, (4.4) 
这 个 方程 也 可 以 在 条 件 (4.1) 下 从 通过 位 移 表示 的 拉 梅 方程 直接 推导 出 来 . 
从 (4.1) 和 (4.3) 可 见 , 贺 管 两 端的 边界 条 件 对 任何 w(r) 都 是 满足 的 . 侧面 上 的 
边界 条 件 给 出 


在 r=a 时 р! = зе лу = -pu 
45) 
ЧЕ ра (ад) И = ср 
№ (4.4) 得 
а ОРЗ 
ат тар = 098% 
所 以 
w= hr 十 5. (4.6) 
利用 条 件 (4.5) 计算 常量 4 和 В, 
20+ А 2082. = -mm，20A+ 用 424B 广 = –рь 
从 而 
а?р, – 2р _ (ра — р)а2 (ал) 


= зан айу В 22-й)" 

有 了 公式 (4.2), (4.3), (4.6) 和 (4.7), 就 能 够 计算 管 壁 中 任何 一 点 的 应 变 和 应 力 . 

我 们 来 研究 管 壁 中 的 应 力 状态 . 为 了 对 应 力 的 实际 大 小 有 直观 

竺 壁 中 的 应 力 分 布 的 认识 , 最 好 使 用 应 力 张 量 的 物理 分 量 ， 即 单位 基 矢 量 所 对 应 
的 分 量 ( 见 第 一 卷 126 页 ). 
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а b 
图 111， 管 壁 中 的 应 力 分 布 . 实 线 : 管 壁 图 112. рт = а) 的 值 对 圆 管 外 半 
只 受到 内 部 压强 的 作用 ; 虚线 : 管 壁 同时 径 的 依赖 关系 


受到 内 部 和 外 部 压强 的 作用 


容易 看 出 , 物理 分 量 р, РВБ, РЗ), 在 所 研究 的 情况 下 就 是 应 力 张 量 的 主 分 
ЖЕ. 因为 基 矢量 e， 和 es 是 单位 矢量 , 所 以 рур, = Pa， р, р". 基 矢量 е, 的 长 
度 等 于 т, 所 以 物理 分 量 р, 是 逆 变 分 量 pz 的 та 倍 , 即 р, = r2p2. 若 引入 记 
号 pljw = Prr, Ру» = рор, P 强 ys = Р... 则 有 


2， 2 2, 2 
оп — 9Ра _ ү р, _ < 
Рт =р = вы (1 =) Иа (1), 
у 2.54. юү юр, 让 
рю 一 mp = р 78. ан 1+), (4.8) 


, 

由 此 可 见 ， 当 р, Жр, 都 大 于 零 时 , 量 р, 总 是 小 于 堆 ， 即 管 上 的 物质 微 元 在 
轴 方 向 上 受到 压缩 pos 和 р, 的 符号 取决 于 в, 与 mn ВИЖ, 

我 们 首先 考虑 an 二 0 的 情况 .图 111 给 出 了 这 种 情况 下 应 力 在 管 世 中 的 分 
这 时 , 拉 人 应力 po (> 0) 是 最 危险 的 应 力 , 因为 这 些 应 力 可 能 导 到 条纹 的 产生 , 从 
ПИВКА. 拉 介 应 力 p., 处 处 小 于 po 

应 力 的 最 大 值 ( 在 р, 20 时 ) 出 现 于 管束 内 侧面 ， 所 以 在 内 部 计 强 不 断 增加 的 
过 程 中 , ЯНИЕ НН ААУ. 

我 们 来 考虑 ,增加 管 避 厚 度 对 其 工作 条 件 的 改善 有 多 大 帮助 
ЕН НЕВЕ), ВНИЗ a 的 什 固 定 不 变 , 我 们 

玉 研 究 最 重要 的 应 力 值 рых = о) 对 外 半径 b ЖЕНЯ. 
如 果 仍然 像 前 而 那样 认为 р, = 0, 则 有 


Фиг = а) = pa (вв + 1) Я 
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рога) 在 增加 时 的 变化 情况 如 图 112 所 示 . ЕРЕВАН, 很 快 就 会 出 现 
这 样 的 局 面 , 这 时 即使 继续 大 幅 增加 的 值 也 只 能 稍微 降低 破坏 应 力 poor а). 因 
此 , 大 旺 增 加 管 苹 厚度 不 能 明显 增加 加 管 的 强度 
公式 (ав) 表明 ,如果 外 部 压强 р, 不 为 零 , 则 р, 和 p.。 会 小 一 
外 部 压强 的 影响 ” 些 , 管 整 中 的 应 力 分 布 这 时 也 更 均匀 一 些 ( 见 图 111). 由 此 产生 的 
一 个 是 法 是 ,可 以 使 用 具有 内 应 力 的 双 层 套 管 ， 以便 在 不 增加 套 管 管 辟 总 厚度 的 情 
况 下 改善 内 侧 管 的 工作 条 件 . 
_， 假设 我 们 有 丙 根 贺 管 , 并 且 第 一 根 ( 较 细 的 ) 贺 管 的 外 半径 
关于 套 管 的 拉 梅 问题 ，。 略 大 于 第 二 根 ( 较 粗 的 ) 圆 管 的 内 半径 oa， 如 果 用 某 种 广 
法 (例如 预先 加 热 第 二 根 加 管 ) 把 第 二 根 贺 管 套 在 第 一 根 辆 管 上 , 则 在 “平衡 ”温度 
7 = To， 下 ,即使 没有 内 部 和 外 部 压强 的 作用 , 我 们 也 可 以 得 到 具有 内 应 力 的 套 管 
我 们 来 研究 如 何 计算 这 样 的 套 管 在 内 部 和 外 部 压强 作用 下 的 应 力 和 应 变 , 我 们 
首先 指出 , 前 面 得 到 的 公式 并 没有 给 出 这 个 问题 的 解 ， 其 实 , 例如 , 从 (4.8) 可 以 看 
出 ,在 P= =0 时 ps = poo = ps, = 0 但 这 显然 不 是 所 研究 的 情况 . 
解 (4.8) 之 所 以 不 可 用 , 是 因为 在 得 到 这 个 解 的 时 候 使 用 了 一 个 假设 ,该 假设 要 
求 存在 从 初始 的 无 应 力 状态 到 变形 状态 的 位 移 , 并 且 该 位 移 是 连续 的 和 单 值 的 .在 
上 述 情况 下 , 在 系统 的 各 个 部 分 确实 可 以 得 到 无 应 力 状态 ,只 要 把 内 侧 轩 管 从 外 便 
国 管 中 抽出 并 消除 所 有 外 载荷 即 可 . 即使 不 把 内 侧 加 管 抽出 , 也 可 以 用 仿 想 的 方式 消 
除 载荷 , 但 这 就 破坏 了 位 移 的 单 值 性 ， 所 以 这 时 不 存在 指向 初始 无 应 力 状态 的 连 绪 
单 值 位 移 
我 们 把 总 应 力 张 量 吉 , 写 为 初始 应 力 张 量 рУ 与 外 部 作用 力 所 引起 的 附加 应 力 
Й ро 之 和 的 形式 : рӯ, py + 
如 果 服从 胡 克 定律 的 弹性 材料 只 发 生 微小 变形 , 则 附加 应 力 张 量 ро 与 附加 应 
变 张 量 ei) 之 间 的 关系 同 总 应 力 张 量 与 总 应 变 张 量 之 间 的 关系 一 致 这 时 , 因为 问 是 
是 线性 的 , 所 以 根据 外 部 载荷 计算 ро 的 方法 同 没有 初始 应 力 和 初始 应 变 的 情况 是 
一 样 的 .只 要 知道 所 给 零件 的 制造 工艺 , 就 可 以 计算 初始 内 应 力 (以 及 总 应 力 ). 
如 果 所 研究 的 问题 是 非 线性 的 【相对 位 移 不 是 小 量 , 或 者 应 力 与 应 变 之 间 的 关 
系 是 非 线性 的 ， 等 等) 就 不 能 在 初始 应 力 和 初始 应 变 未 知 的 情况 下 计算 (出外 力 引 
起 的 ) 附加 应 力 和 附加 应 变 
如 何 计算 上 述 套 管 中 的 初始 应 力 呢 ? 我 们 单独 考虑 组 成 该 套 
计算 套 管 的 初始 应 力 丛生 每 根 圆 管 、 显 然 , 这 两 根 加 管 之 间 的 相互 作用 可 以 将 
换 为 某 压强 多 的 作用 , 这 样 就 可 以 单独 对 每 一 根 贺 管 使 用 前 面 得 到 的 解 ， 对 内 侧 
管 (а=а, 5=Ь) МЖ р, = 0, р, = 多 ,对 外 侧 管 (a = а, b= bb) 应 取 р, = 多 ， 
ps = 0. 例如 , 内 侧 管 管 壁 的 结果 是 
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外 侧 管 管 壁 的 结果 是 


为 了 确定 2 的 值 , 必须 让 第 一 根 圆 管 的 外 半径 与 第 二 根 贺 管 的 内 半径 在 变形 
之 后 相等 , 于 是 bi + wi(bi) = а, + и, (од), 并 且 如 果 两 根 贺 管 的 材料 相同 , 则 
АДЕ Ыт _ Pa 
ЗА) – а) 200 аг” 
В, _ 22a3r 5238 
7 Зои) и -а 


В, 
ш (г) = Ат + = 


чо(т) = Азт + 


由 此 得 到 多 的 公式 : 


ә = 


加 им ад Б +4 
Atp pI 20-а) LA+A и 


200 – а) 


如 果 b, > аз, ® 就 是 正 的 . 

这 样 , 我们 计算 出 了 套 管 在 不 受 外 力作 用 时 
的 “初始 " 应 力 分 布 . 如 果 套 管 同时 受到 内 部 和 
外 部 压强 的 作用 , 则 管 壁 中 的 应 力 可 以 表示 为 初 
始 应 力 与 外 力 所 引 起 的 应 力 之 和 , 并 且 后 者 的 计 
算 方法 与 没有 初始 应 力 和 初始 应 变 时 的 计算 广 
ЦРУ а 


此 时 , 总 应 力 的 分 布 情况 如 图 113 所 示 , 由 
此 可 见 ,在 使 用 套 管 代 营 普通 管 时 ， 由 于 外 侧 管 
的 引入, РАННЕЕ, 应 力 分 布 更 加 均匀 ,管道 
的 强度 增加 . 

在 工程 技术 中 ,例如 在 制造 雹 管 的 时 候 ， 人 
АШ. 们 广泛 应 用 预 应 力 构件 来 降低 应 力 分 布 在 存在 
力 分 布 (e 是 套 管内 外 管 的 边界 ) 外 载荷 时 的 不 均匀 性 . 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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我 们 在 $3 和 да 中 解决 了 两 个 最 简单 的 弹性 力学 问题 , 现在 开始 考虑 弹性 力学 
的 一 般 理论 , 该 理论 的 适用 范围 很 广 
许多 重要 的 弹性 力学 问题 是 静 力 学 问题, 其 研究 对 象 是 在 给 定 
典型 的 本 力学 问题 外 力 或 其 他 一些 外 部 条 件 作用 下 处 于 平衡 状态 的 弹性 体 , 需要 
计算 弹性 体内 部 的 位 移 分 布 和 应 力 分 布 . 显然 , 弹性 体 所 受 外 力 的 合力 与 合力 箱 这 
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时 等 于 零 

在 弹性 力学 中 也 研究 动力 学 问题, 例如 弹性 体 振动 问题. 

我 们 来 考虑 以 下 三 种 典型 的 静 力 学 问题 , 它们 之 间 的 区 别 在 于 边界 条 件 的 形式 
各 不 相同 

т 已 知 强 性 体 全 部 表面 上 的 面 力 ,需要 计算 间 性 体内 部 | 
的 应 力 和 所 有 物质 点 的 位 移 , 包括 位 于 表面 的 物质 点 的 位 移 

I 已 知 弹性 体 全 部 表面 的 位 移 , 需要 计算 弹性 体内 部 的 
位 移 和 应 力 , 以 及 弹性 体 表面 的 应 力 . 

TI 已 知 弹性 体 部 分 表面 上 的 位 移 和 其 余 表面 上 的 外 力 
(或 者 已 知 菜 一 部 分 表面 不 受 载荷 的 作用 )。 

当然 , 还 有 其 他 形式 的 边界 条 件 . 例如 , 可 以 提出 这 样 的 、 蕊 万 志 7 翅 光 97 
问题: 在 弹性 本 的 上 端 作用 着 给 定 的 外 力 , 侧面 不 受 载 共 的 作 图 ща ля 
用 , 下端 与 一 个 理想 的 光滑 刚性 平面 紧密 接触 (图 114). 这 时 ， зт 
在 下 端面 上 知道 位 移 的 部 分 信息 (us = 0) 和 面 力 的 部 分 信息 。 接触 的 弹性 村 受到 压 纵 
(无 摩擦 条 件 给 出 ps = 0) 

我 们 将 在 下 面 研究 上 述 问题 ,并且 在 提出 问题 时 还 额外 假设 , 在 计算 应 变 张 量 的 
分 量 时 用 于 比较 的 初始 状态 是 真正 可 实现 的 状态 , 从 而 可 以 引入 相 对 于 该 状态 的 位 
8. 如 果 初始 状态 的 选取 受 限于 某 些 物理 条 件 (例如 初始 状态 的 应 力 应 当 为 零 ), 就 
可 以 用 所 研究 的 弹性 体 的 制造 工艺 特征 来 解释 这 个 假设 . 

| 我 们 指出 ,在 关于 弹性 体 平衡 和 运动 的 问题 中 (除了 事先 给 
线性 理论 中 的 数 党 所 出 边界 位 移 的 问题 1, 边界 条 件 是 在 可 以 发 生变 形 的 弹性 体 
表面 上 表述 出 来 的 , 但 我 们 事先 并 不 知道 该 表面 的 位 置 应 
当 在 求解 过 程 中 进行 计算 . 然而 ,在 线性 理论 中 可 以 假设 已 经 变形 的 边界 面 与 初始 
状态 下 未 发 生变 形 的 边界 面相 差 很 小 这 时 , 只 要 忽略 二 阶 小 最 ,就 可 以 认为 边界 条 
件 应 当成 立 于 未 发 生变 形 的 已 知 的 边界 面 ( 见 第 一 卷 第 七 章 ) 在 求解 弹性 杆 简单 拉 
伸 问 题 和 加 管 在 给 定 的 内 部 和 外 部 压强 作用 下 的 变形 问题 的 时 候 , 我 们 就 是 这 样 处 
理 的 . 

在 求解 弹性 力学 问题 时 可 以 使 用 彼此 等 价 的 不 同方 程 组 ,下 面 将 详细 讨论 这 些 
方程 组 但 是 我 们 立刻 指出 , 尽管 这 些 方程 组 各 不 相同 , 它们 其 实 都 是 用 不 同形 式 写 
出 的 动量 方程 、 胡 克 定律 和 协调 方程 [在 必要 时 可 以 补充 连续 性 方程 和 热流 方程) 

在 许多 问题 中 ,特别 是 如 果 在 弹性 体 边界 上 已 经 给 出 位 移 , 选 
江 渤 位移 表述 的 弹性 了 通过 位 移 表述 的 弹性 力学 方程 一 拉 梅 方程 一 作为 基本 
为 尝 问 岳 考 虑 热 应 方程 是 非常 方便 的 ( 见 第 一 关 第 四 章 ). 我们 知道 , 从 一 般 的 动 

量 方程 和 胡 克 定律 出 发 ,再 利用 公式 (1.1) 把 应 变 张 量 的 分 量 
通过 位 移 表 示 出 来 , 就 可 以 得 到 拉 梅 方程 (条件 是 相对 位 移 很 小, 并 且 胡 克 定律 中 的 
с, 能 够 通过 位 移 表 示 出 来 ). 
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在 这 里 所 研究 的 线性 理论 中 , 对 于 考虑 热 应 力 的 均 质 各 向 同性 弹性 体 , 可 以 根 
据 公式 (2.28) 把 拉 梅 方程 写 为 以 下 形式 : 
Е = роЁ + (Л + и) втад а! ш + пАш — (ЗА + 2р)а втаа Т. (5.1) 
如 果 已 经 知道 体积 力 和 温度 对 坐标 的 函数 关系 , 边界 上 的 位 移 也 是 给 定 的 , 就 可 
以 从 方程 (5.1) 和 已 知 的 初始 条 件 来 计算 弹性 体内 部 诸 点 的 位 移 , 从 而 解决 通过 位 移 
表述 的 弹性 力学 问题 . 此 后 , 可 以 根据 胡 克 定律 来 计算 应 力 张 量 ， 在 这 样 的 提 法 下 ， 
应 变 张 量 自动 满足 协调 方程 , 因为 把 应 变 张 量 的 分 量 通 过 位 移 表示 出 来 的 那些 公式 
就 是 协调 方程 的 通 解 . 


通过 应 力 张 量 表述 的 关于 弹性 体 的 平衡 问题 , 另外 一 种 广泛 使 用 的 方法 是 求解 通 


на 过 应 力 张 量 表述 的 弹性 力学 问题 . 这 里 用 到 的 是 通过 应 力 张 
ани 量 表述 的 平衡 方程 
poFi+ Уур? = 0. (5.2) 


三 个 方程 一 般 包 括 六 个 未 知 的 应 力 张 量 分 量 , 方程 组 并 不 封闭 . 在 菜 些 情况 下 , 例 
саннаи а аоиенате (5.2) 只 包括 三 个 未 知 的 应 力 张 量 分 量 ， 
而 其 余 分 量 或 者 是 已 知 的 , 或 者 等 于 零 、 这 样 就 可 以 在 独立 于 胡 克 定律 的 情况 下 音 
独 考虑 方程 组 (5.2) 这 时 , 如 果 在 边界 上 已 知 p,, 仅仅 使 用 方程 (5.2) 即 可 求 出 应 
力 张 量 . 这 样 的 问题 称 为 静 定 问题 

方程 组 (5.2) 在 一 般 情况 下 不 封闭. 利用 胡 克 定律 , 从 应 变 协 
自称 特 拉 米 “ 米 急 尔 ” 调 方程 可 以 得 到 应 力 张 量 的 分 量 所 应 满足 的 一 些 附加 方程 
这 些 方程 称 为 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 方程 , 其 推导 方法 如 下 . 
从 应 变 协 调 方程 


Вад = VeViey + ViVen— Ув; — VeVeu=0 
出 发 , 对 张 量 Вил 进行 缩 并 运算 , 可 以 得 到 
ЕД; = Деу + VV (6) – Мк — VY es = 0, (5.3) 
Вим =2А1 (6) – 2ViVee™ = 0, (5.4) 
式 中 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 利用 胡 克 定律 (2.29) 


с 
— Б99 +Ә(Т – То); 


65 =-в Ру 


替换 (5.3) 中 的 є, 再 使 用 平衡 方程 (5.2) 和 等 式 (5.4), 就 得 到 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 
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方程 о. Е, о, а, To 是 常量 ) 


Apy + 5999 + 


2 у poFgy + VipoFy + VipoF: 


+5 22 уут 12. Ата =0. (5.5) 
对 运动 的 弹性 体 可 以 得 到 类 似 的 方程 , 只 要 用 po(F —а) 替换 (5.5) 中 的 poF 
(在 质量 力 中 补充 惯性 力 , a 是 弹性 体 物质 点 相对 于 惯性 坐标 系 的 加 速度 ). 
如 果 体积 力 保持 不 变 (例如 mo = const 时 的 重力 ), 温度 也 保持 不 变 , 贝尔 特 拉 
саня 


Ару + ту =0, (5.6) 
ЖА 多 = дры. 
方程 (5.6) 乘 以 9%5, 再 对 和 j ЖЖ, 得 
应 力 张 量 的 分 量 在 体 
积 力 和 温度 都 保持 不 АФ=0. 
Е: 利用 这 个 等 式 , 从 (5.6) 易 得 
ДАр,; = 0. 


因此 , 在 所 研究 的 情况 下 , 应 力 张 量 的 每 一 个 分 量 在 使 用 正 交 笛 卡 儿 坐标 系 时 都 是 
双 调和 函数 , 而 应 力 张 量 的 第 一 不 变量 是 调和 函数 . 


“我 们 在 $3 中 研究 过 弹性 杆 拉 伸 问题 , 那里 的 应 力 张 量 的 分 量 是 常量 或 坐标 的 
线性 函数 , 所 以 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 方程 自动 成 立 . 在 一 般 情况 下 , 如 果 应 力 张 量 只 


有 一 个 分 量 р, 不 等 于 零 , 则 从 方程 (5.6) 容易 看 出 , pl 只 能 是 坐标 的 线性 函数 ， 
ри = azl + 612 + сг? +4, 

式 中 a,b, c,d 是 常量 . 
解 的 大 加 在 线性 理论 中 显然 成 立 解 的 释 加 原理 . 设 我 们 有 两 个 解 : м, pi 和 
що» Psy пуу 它们 分 别 描述 同一 个 弹性 体 在 外 质量 力 Fl， 和 Еу 的 作 
用 下 的 应 力 应 变 状态 , 弹性 体 表面 У = У, + Z? 上 的 边界 条 件 分 别 是 : 

在 Di Е pam=Ppni， 在 2 上 ша = ч, 

在 Di 上 раш = Ра, #2 上 щи) = ш. 
ЯВА, 

ш = шау + шу Ру = Раза) Руа 

给 出 该 弹性 体 在 质量 力 i + Fn, 的 作用 下 的 位 移 和 应 力 张 量 ， 相应 边界 条 件 是 : 
边界 У, 上 的 面 力 pn = рал + Риз 和 边界 У. 上 的 位 移 w = ap + ps 都 是 给 定 的 . 
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例如 ,我 们 在 前 面 研究 过 弹性 杆 在 均匀 分 布 于 两 端的 力 的 作用 下 的 拉 健 问 题 和 
弹性 村 在 自重 作用 下 的 拉 伸 问 题 , 利用 这 两 个 问题 的 解 就 可 以 构造 出 弹性 杆 同 时 受 
到 上 述 两 种 作用 时 的 拉 伸 问题 的 解 

在 解决 许多 弹性 力学 问题 的 时 候 ， 就 像 解决 弹性 杆 在 自重 作 
关 太 红 必 如 学 门 题 的 ”用 下 的 拉 伸 问 是 那样， 一部分 未 知 量 的 信 是 利用 某 种 直 帝 或 

某 些 实验 方法 得 到 的 , 另 一 部 分 未 知 量 的 值 则 是 从 基本 方程 
计算 出 来 的 .这 样 一 来 ,我 们 自然 有 可 能 感觉 不 大 满意 ， 因为 需 
要 排除 存在 其 他 解 的 可 能 性 . 只 要 证 明 弹性 力学 问题 的 解 的 唯一 
性 , 就 可 以 消除 这 种 感觉 我们 预先 指出 ,弹性 力学 中 的 静 力学 问 
题 仅 在 相对 位 移 很 小 时 才 具 有 唯一 解 

其 实 , 我 们 来 考虑 一 个 例子 . 设 一 根 短 形 截面 细 丁 的 一 端 加 。 ,十 | 
定 , 另 一 端 受 到 集中 作用 于 一 点 的 力 的 作用 (图 115)， 这 时 ， 

如 果 力 多 足够 大 ,该 细 杆 的 平衡 问题 的 解 就 有 可 能 不 是 唯一 的 . 
如 图 115 所 示 , 细 杆 既 可 能 仍然 是 直 的 , 也 可 能 发 生态 有 

物质 微 元 从 位 置 a 到 位 置 5 的 位 移 (以 及 相对 施 转 ) 是 有 限 
№. 问题 的 解 这 时 之 所 以 不 唯一 , 是 因为 所 研究 的 弹性 系统 在 力 з АНЕЛ 
3 足够 大 时 不 稳定 . 结果 表明 ,能 够 存在 若干 个 平衡 位 置 , 但 并 平和 的 两 个 位 轩 
非 所 有 平衡 位 置 都 是 稳定 的 . 
克拉 珀 龙 方程 为 了 证 中线 性 理论 中 的 甬 力 学 问题 的 解 的 唯一 性 , 我 们 先 来 证 明 克 

拉 珀 龙 定理 . 为 简单 起 见 , ЧЕЙ ЛЕЕВ 


Ed 


РЕ‘ + = = 0, (5.7) 


然后 用 某 个 矢量 w 的 相应 分 量 作 乘 法 运算 , 得 

+ 90) рдц 
可 以 把 矢量 w 看 做 弹性 体 诸 点 的 真实 的 或 可 能 的 位 移 , 它 既 可 以 是 有 限 矢 量 , 也 可 
以 是 无 穷 小 矢量 0 . 在 应 力 张 量 对 称 (p3 = zz) 时 , 对 方程 (5.8) 中 的 最 后 一 项 可 作 
如 下 变换 : 


=0. (5.8) 


Bw 1 дш дш 
и – 一 一 上 9—9) фр 
? әв = 2 G Bzi +Р 5) 
式 中 
一 工 fw , ды, 
695 2 (аг әгі 


可 以 把 si 看 做 小 位 移 w 所 对 应 的 应 变 张 量 的 分 量 . 


3 与 下 述 结论 有 关 的 假设 是 , 矢量 w 的 分 量 w; 和 应 力 张 量 的 分 量 p3 是 弹性 体 所 占 空间 区 域 
中 的 点 的 坐标 的 连续 可 微 函 数 . 
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在 整个 区 域 V 中 对 方程 (5.8) 进行 积分 . 利用 奥 一 高 定理 以 及 
PY winido = (pn)' wi до, 


得 
J wr-wart Гь, wao = [piesar. (5.9) 
У > у 


如 果 把 w 想象 成 无 穷 小 位 移 , 就 可 以 把 这 个 等 式 看 做 弹性 力学 中 表述 可 能 位 移 原理 
的 方程 , 它 等 价 于 方程 组 (5.7). 

现在 , 设 w 是 弹性 体 诸 点 在 给 定 的 外 面 力 和 外 质量 力作 用 下 的 位 移 矢量 . 在 小 
变形 的 情况 下 可 以 引入 体积 自由 能 Ф = poF ( 见 52), 使 得 


и _ 5% 
== де, 
于 是 等 式 (5.9) 的 形式 变 为 
9% 
роР-шат+ | ры-шао = | ву Чт. (5.10) 
/ / / es 


这 个 等 式 就 是 克拉 珀 龙 定理 , 它 在 所 研究 的 介质 不 满足 胡 克 定 律 时 也 成 立 . 然而 , 如 
果 弹 性 体 满足 胡 克 定律 , 在 等 温 过 程 中 就 可 以 认为 是 si 的 二 次 型 (精确 到 相差 
一 个 可 加 常量 ), 即 

Ф = Аке, ek + const. 


对 于 各 向 同性 物体 , 去 掉 无 关 紧 要 的 常量 后 , 我 们 有 ( 见 (2.27)) 


Ф= 5 + Ш.. 
根据 齐 次 函数 的 相关 定理 可 得 


јр = 2$. 
per 


$- /ear 
РА 


就 可 以 把 克拉 珀 龙 方程 (5.10) 写 为 以 下 形式 : 


/mF -wart Гь, ойо = 28. (5.11) 
У У 


如 果 引入 弹性 体 整体 的 总 自由 能 


这 个 等 式 即 是 满足 胡 克 定律 的 介质 的 克拉 珀 龙 定理 . 
拉 梅 系数 入 和 是 正 的 (这 符合 实验 结果 ). 对 于 满足 胡 克 定律 的 各 向 同性 物体 
中 的 等 温 过 程 , 体积 自由 能 Ф 是 正定 二 次 型 . Ф 的 这 个 性 质 对 各 向 异性 物体 也 成 立 . 
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解 的 唯一 性 ”现在 证 明 , 如 果 假设 克拉 珀 龙 方程 (5.11) 成 立 (介质 满足 胡 克 定律 , 相 
对 位 移 很 小 并 且 是 单 值 的 和 连续 的 ), 则 上 述 静 力学 问题 1, П, III 的 解 
在 T= Тн) 具有 唯一 性 . 
采用 反 证 法 , 假设 所 提问 题 具有 两 个 不 同 的 解 : 


шау бадр» Ро 和 чи» cin: Р: 
根据 所 提 假 设 , 如 果 这 两 个 解 对 应 同样 的 边界 条 件 和 质量 力 , 则 这 两 个 解 之 差 


也 一 WOD - Ши, 65 = 6) Eg): Pi 三 Pi 一 Pi (5.12) 


也 是 同类 问题 的 解 , 只 不 过 边界 上 的 面 力 和 位 移 这 时 都 等 于 零 , 并 且 没有 质量 力 . 因 
此 , 对 (5.12) 应 用 克拉 珀 龙 方程 (5.11), 得 


$=0 


根据 Ф 的 正定 性 , 由 此 立即 得 出 sy = 0, 而 从 胡 克 定律 可 知 Pi = 0. 因为 cj = 0， 
所 以 位 移 w 只 能 是 弹性 体 像 刚体 那样 运动 所 对 应 的 位 移 ， 如 果 在 提出 问题 时 一 概 
不 考虑 这 样 的 位 移 , 则 ww = 0. 因此 , wm = wip, eu = Ею’ Роа) = Ри), 这 就 
证 明了 问题 5 П, Ш 的 解 的 唯一 性 . 我 们 指出 , 只 要 两 个 解 之 差 在 物体 的 整个 表面 


у 上 满足 条 件 /psdr = 0, 上 述 证 明 就 是 成 立 的 . 这 样 的 边界 条 件 并 非 仅 出 现 


在 问题 [, П, ШФ 
圣 维 南 原理 我 们 现在 表述 一 个 非常 重要 的 原理 一 一 圣 维 南 原理 , 其 内 容 如 下 ， 如 
果 有 一 组 质量 力 或 面 力作 用 于 一 个 物体 的 内 部 或 其 表面 的 某 个 区 域 ， 
使 物体 处 于 平衡 状态 , 并 且 受 力 区 域 与 物体 的 基本 尺寸 相 比 很 小 , 则 在 远离 受 力 区 
域 的 部 位 , 物体 的 应 变 应 力 状态 基本 上 只 取决 于 这 些 力 的 主 矢 量 和 主力 矩 ; 近似 地 
讲 , 远 处 的 应 变 应 力 状态 与 这 些 力 的 详细 分 布 特点 无 关 . 力 的 分 布 的 详细 情况 实际 
上 只 对 紧邻 受 力 区 域 的 部 位 才 有 影响 2 . 
圣 维 南 原理 是 从 弹性 力学 问题 的 解 的 下 述 一 般 性 质 得 到 的 . 如 果 物 体 的 某 一 部 
分 4 与 整体 尺寸 相 比 很 小 , 在 这 部 分 物体 上 作用 着 使 物体 处 于 静 力学 平衡 状态 的 一 
组 力 , 则 由 此 引起 的 应 力 在 远离 А 时 减 小 得 很 快 . 假设 我 们 用 钳子 夹 住 铁丝 , ЕН 


ОШ т хто, 但 了 是 坐标 的 给 定 函 数 , 并 且 这 个 函数 对 问题 1 和 II 的 解 是 相同 的 , 则 以 下 证 
明 仍然 成 立 

理论 分 析 指 出 , 需要 修改 对 维 南 原理 的 这 个 传统 表述 , 以 便 更 明确 地 表达 物体 的 形状 、 外 力 分 
布 的 性 质 和 受 力 区 域 很 小 的 概念 可 以 从 以 下 论文 了 解 这 些 问题 : von Mises В. On Saint-Venant's 
ргіпсіріе. Bull. Атег. Math. Soc., 1945, 51: 555—562. Sternberg Е. Оп Saint-Venant's principle. 
9. Аррі. Мазь. 1954, 11: 393—402. Toupin В.А. Saint-Venant's ргіпсіріе. Arch. Ration. Mech. 
Апаі., 1965, 18: 83—96. Бердичевский В.Л. О доказательстве принципа Сен-Венана для 
тел произвольной формы. ПММ, 1974, 38(5): 851—864 (Berdichevskii V.L. On the proof of ће 
Saint-Venant ргіпсіріе for bodies of arbitrary shape. J. Appl Math. Mech., 1974, 38(5): 799—813). 
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Р са 
图 116， 面 力 分 布 a。 和 6 对 杆 中 远离 图 117， 直 杆 受 到 扭矩 X 和 弯 矩 M2 
4 端的 部 分 具有 同样 的 作用 的 作用 (Ma = Myj + М.К) 


口 对 铁丝 的 作用 力 是 平衡 的 . 显然 , 无 论 这 些 作 用 力 有 多 大 (铁丝 甚至 可 能 被 夹 断 )， 
它们 几乎 不 会 在 铁丝 被 夹 部 位 之 外 的 主体 部 分 引起 应 力 . 大 量 实验 结果 和 许多 数值 
算 例 都 证 实 了 圣 维 南 原理 . 

例如 , 从 圣 维 南 原理 可 知 , 如 果 研 究 一 根 很 长 的 弹性 杆 在 自重 作用 下 的 拉 伸 问 
题 , 则 在 距离 固定 端 足 够 远 的 区 域 , 杆 的 应 力 应 变 状态 与 固定 方法 无 关 . 换言之 , 如 
图 116 所 示 , 如 果 在 上 述 拉 伸 问题 中 把 外 面 力 分 布 a 改 为 具有 相同 合力 的 外 面 力 分 
布 b, 则 杆 的 应 力 应 变 状态 基本 不 变 . 

有 了 圣 维 南 原理 , 就 能 够 得 到 各 种 弹性 力学 问题 的 近似 解 , 这 时 只 要 利用 作用 
力 按照 特殊 方式 分 布 的 类 似 问题 的 解 即 可 . 


8 6， 弹 性 村 弯曲 问题 


考虑 一 根 截面 形状 任意 的 弹性 直 杆 (图 117). 假设 在 杆 的 侧面 2 上 р, = 0, 在 
端面 zz 上 pn #0, 并 且 


pndo =0, /rxp,do=M #0, 
Pn 
即 在 端面 х› 上 作用 着 力 偶 , 力 偶 矩 为 М. 根据 条 件 , 杆 处 于 平衡 状态 , 所 以 在 端面 
2 上 也 作用 着 力 偶 , 相应 力 偶 矩 与 作用 在 Za 上 的 力 偶 矩 大 小 相同 但 方向 相反 , 即 


вьае=о, | ежрыёо = м. 
ў ў 


在 一 般 情况 下 , ИЕ M 可 以 具有 任意 方向 . 

选取 右手 笛 卡 儿 坐 标 系 ву 使 z 轴 平 行 于 杆 的 轴线 并 
БЕ 通过 其 机 夫 面 的 重心 而 y 办 和 轴 分 别 指向 模 截 而 的 惯 
性 主轴 方向 (图 117)， 我 们 把 作用 于 端面 5 ЮЛЕ М ЖЕЛАНИЕ. 
M = Moi+ Myj + Mk. 显然, НЕЕ M 的 作用 下 将 发 生 担 转 , 在 М, 和 М, 的 作 
用 下 将 发 生态 曲 . 因此 , М. 称 为 扭矩 , M, М, ЖАРЕ. 
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在 弹性 力学 的 线性 理论 中 , 要 想 获 得 杆 在 任意 力 偶 矩 M 作用 下 的 应 力 应 变 状 
态 , 可 以 先 解决 杆 在 力 偶 矩 м, 作用 下 的 一 个 扭转 问题 和 分 别 在 力 偶 矩 My, M: ЧЕ 
用 下 的 两 个 弯曲 问题 , 然后 把 这 三 个 问题 的 解 合 加 起 来 . 显然 , 杆 的 两 个 弯曲 问题 在 
本 质 上 完全 类 似 . 设 M = М, = 0, 我 们 来 详细 研究 杆 在 给 定 弯 矩 М, = М 的 作用 
下 的 弯曲 问题 . 这 时 , 就 像 通常 的 约定 那样 , 如 果 从 = 轴 所 指 方向 看 , 杆 在 力 偶 矩 М 
作用 下 逆 时 针 转 动 , 就 认为 M 的 值 是 正 的 
设 一 根 杆 在 两 端 受到 力 的 作用 并 保持 平衡 状态 , 这 时 合力 为 零 , 如果 这 些 力 的 
合力 矩 是 非 零 的 弯 矩 м, 则 由 此 产生 的 应 变 应 力 状态 称 为 纯 弯曲 . 
下 一 节 将 求解 杆 的 扭转 问题. 为 简单 起 见 , 我们 在 弯曲 问题 和 扭转 问题 中 认为 杆 
的 温度 处 处 相同 并 且 不 随时 间 变化 (T = То), 不 存在 质量 力 . 此 外 , 我 们 还 认为 应 变 
张 量 可 由 位 移 计算 , 并 且 位 移 是 小 量 . 
端面 上 的 应 力 分 布 容易 看 出 , 如 果 端 面 2 上 的 外 面 力 分 布 具有 以 下 特殊 形式 : 


Pn=Pui, pl = 一 cy， (6.1) 
则 在 所 用 坐标 系 中 可 知 , 该 外 面 力 的 合力 为 零 , 合力 矩 只 有 沿 z 轴 的 分 量 . 其 实 ， 


Јола = о уе =0, 


2 Ўз 


因为 z 轴 经 过 横 截 面 的 重心 ; 


м, = [ехо 4 0, 


因为 p 平行 于 z 轴 ; 


у ІМ ае 


БЯ 


图 118， 端 面 У, 和 хо 上 的 应 力 分 布 pn 因为 y 轴 和 = 轴 与 模 截面 惯性 主轴 重合 


MM а 2 do = а, (6.2) 
Ха 


式 中 J 是 横 截面 本 对 = РТА 从 (6.2) 可 以 得 到 系数 a 的 公式 


а= —. 


Ј 
我 们 还 认为 , 端面 2; 上 的 面 力 分 布 规律 为 
(pn)z, = (л), (6.3) 


图 118 给 出 了 端面 2 和 2 上 的 应 力 分 布 (pnjz, = арі 和 (pn)s, = -ayi. Ё 
接 可 以 看 出 , 这 样 的 外 力 分 布 引起 杆 的 弯曲 . 我 们 将 在 下 面 得 到 杆 在 恋 矩 M 作用 下 
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的 弯曲 问题 的 一 个 精确 解 , 它 仅 仅 适 用 于 端面 2 和 о 上 的 面 力 按照 规律 (6.1) 和 
(6.3) 分 布 的 情况 . 这 个 解 的 实际 应 用 当然 并 不 局 限于 这 种 情况 . 从 圣 维 南 原理 可 知 ， 
只 要 在 zz (和 У.) 上 给 出 对 应 着 给 定 弯 矩 М (和 —М) 的 任何 其 他 应 力 分 布 pw 
所 得 到 的 解 在 距离 杆 的 两 端 足够 远 的 部 分 仍然 成 立 . 


杆 内 部 的 应 力 为 了 得 到 问题 的 解 , 我 们 认为 杆 内 部 和 表面 的 所 有 点 的 应 力 张 量 都 


满足 等 式 
M 
Ри =-- У, Рі = Різ = Ра = Раз = pss=0. (6.4) 
显然 , 这 时 不 仅 成 立 平衡 方程 
2 
Әг — 


而 且 成 立 所 有 边界 条 件 . 其 实 , 从 上 述 讨论 直接 可 以 看 出 , Ж (6.4) 满足 D; 和 22 上 
的 边界 条 件 . 根据 坐标 轴 的 选取 方法 , 在 杆 的 侧面 上 有 cos(n, х) = 0, 所 以 


р, = р! cos(n, т) + р? cos(n, у) + р? cos(n, 2) = 0. 


应 变 张 量 和 位 移 矢量 ”根据 胡 克 定律 (2.29), 从 已 知 的 应 力 张 量 分 量 (6.4) 容易 计算 
的 分 量 应 变 张 量 的 分 量 : 


=. — 08 _ Му . _ дш ему 
Ч = El "2 Oy ЕЈ’ 
А Эр (6.5) 
wa _ ОМУ 
ca= = руз ба = 6а = е = 0. 


由 此 可 知 , 在 纯 考 曲 过 程 中 , 位 于 z 轴 的 物质 微 元 既 不 受 拉 伸 , 也 不 受 压缩 ; 平行 于 
о 轴 的 物质 微 元 在 y > 0 时 受到 压缩, 在 у < 0 时 受到 拉 伸 . 
可 以 直接 检验 , 位 移 分 量 wi, wa, us 的 微分 方程 (6.5) 的 解 具 有 以 下 形式 : 

аўру 

ЕЈ ~ 
这 时 , 为 了 不 再 考虑 刚体 位 移 , 我 们 认为 端面 о, 的 重心 ( 即 坐标 原点 ) 的 位 移 等 于 
零 , 那里 的 应 变 张 量 主轴 也 不 转动 . 
杆 的 任何 一 点 (z = zo, у = Wo, z = 25) 在 杆 发 生变 形 后 移动 


M 
Ww =, w= je +o -w= 


挠 曲轴 的 方程 和 曲率 到 坐标 为 (z，y，z) 的 点 , 相应 计算 公式 为 
т=10+ш =zo 一 Мио, 
р мра ла а (6.6 
о + wa = +5700 +0000 — 20), -6) 
Муро 


2=5+щ=5+ Бу 
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图 119， 变 形 前 后 的 杆 图 120， 和 矩形 截面 梁 和 工 字 梁 


对 于 杆 轴 上 的 点 (yo = 20 = 0), 我 们 得 到 3 
М 2. М 2 
2Е)° ™ 26." 
由 此 可 知 , 挠 曲轴 (变形 后 的 杆 轴 ) 的 方程 为 
М > 


шу = 13 = 0, w= 


y= зру, (6.7) 
它 是 抛物 线 . 
我 们 来 研究 挠 曲轴 的 曲率 1 
В аз 


式 中 к ҲК, 0 是 曲线 的 切线 与 某 条 直线 (例如 与 z 轴 ) 的 夹 角 , ds 是 曲线 弧 
长 微 元 . 如 果 曲 率 很 小 , 则 1/ 尽 s d?y/dz?, 所 以 (6.7) 给 出 
1 Фу M 
в а Е: (6.8) 
横 截面 的 变形 ” 取 杆 的 某 个 横 截 面 z = zo. 平面 z = zo 在 杆 发 生变 形 之 后 移动 到 
曲面 z = zo + wi. 根据 (6.6), 该 曲面 的 方程 为 


M м. 
2-м (1-1) = (1-Е). 


这 个 方程 确定 了 一 个 平面 . 因此 , 横 截面 在 杆 发 生变 形 之 后 还 是 平 的 

显然 , 杆 轴 在 变形 之 后 仍然 垂直 于 上 述 横 截面 , 因为 sz =0, e13 =0 ( 见 图 119). 
杆 的 抗灾 刚度 从 (6.8) 可 知 , 杆 的 曲率 正比 于 弯 矩 М, 反比 于 ЕЈ, 这 个 量 称 为 杆 
的 抗 弯 刚 度 . 显然, 抗 弯 刚 度 EJ 与 杆 的 材料 和 横 截面 形状 有 关 , 这 
两 个 因素 分 别 通过 EE 和 J 表现 出 来 . 

例如 , 如 图 120 所 示 , 考虑 由 同一 种 材料 制 成 的 两 根 梁 , 其 中 一 根 梁 的 横 截面 
是 面积 为 5 的 矩形 , 第 二 根 梁 具有 工 字 形 模 截面 (这样 的 梁 称 为 工 字 梁 ), 其 面积 也 
是 5. 显然 , 工 字 梁 的 横 截面 具有 更 大 的 转动 惯量 Л, 所 以 工 字 梁 的 抗 弯 刚 度 EJ 更 
大 . 因此 , 用 来 抗拒 弯曲 的 杆 (例如 火车 铁轨 ) 通常 具有 工 字形 横 截面 . 


D 杆 轴 上 各 点 在 杆 轴 相 应 法 平面 内 的 位 移 (这 里 是 ог) 称 为 杆 的 挠 度 . 一 一 译注 
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57. 直 杆 的 扭转 


我 们 来 研究 直 杆 的 扭转 问题 . 若 端面 所 受 力矩 矢量 不 属于 横 截 面 所 在 平面 ,就 
会 出 现 扭转 . 各 种 机 械 的 大 量 零 部 件 是 在 扭转 条 件 下 工作 的 , 例如 水 轮机 2 和 ( 汽 
车 `. 飞 机、 轮船 等 交通 工具 上 的 ) 各 种 发 动机 的 转轴 . 工程 师 通常 关注 给 定 转轴 能 够 
承受 的 最 大 扭矩 值 和 最 大 应 力 值 , 给 定 扭矩 下 的 扭 角 等 信息 . 
问题 的 提 法 为 了 确定 直 杆 受到 扭转 时 的 应 力 应 变 状态 , 我 们 将 在 小 变形 理论 的 范 

“”” 围 内 提出 问题 . 考虑 一 根 杆 的 绝对 平衡 或 相对 平衡 ,不 计 温度 变化 和 
质量 力 的 影响 (如 有 必要 , 在 线性 理论 中 可 以 单独 考虑 这 些 因素 ). 我 们 来 研究 平衡 
方程 

以 四 =0. (71) 
在 条 件 T= To 下, 方程 (7.1) 与 胡 克 定律 、 应变 协 调 方程 或 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 方 
程 一 起 组 成 封闭 方程 组 . 
选取 如 图 121 所 示 的 销 卡 儿 坐 标 系 . 我 们 认为 在 杆 的 侧面 上 ps = 0, 即 
р! cos(n, т) + р? соѕ(п, у) + р? cos(n, 2) = 0. 

因为 z 轴 平 行 于 直 杆 表面 (соз(п, 2) = 0) 的 母线 , 所 以 可 以 把 这 个 条 件 写 为 

ph соз(т, т) + р?! cos(n, у) = 0, 

р" cos(n, 2) + р? cos(n, у) = 0, (7.2) 

р! соз(п, 2) + р2? соз(п, у) = 0. 
设 端面 Хх: 和 Za 上 的 面 力 是 给 定 的 . 我 们 将 认为 , 每 一 个 


端面 5 和 хз 上 的 面 力 都 归结 为 力 偶 , 相应 的 力 偶 矩 平行 
于 z 轴 , 即 


[льда =0, Јао = М = МК, 
2. 


Ўз 


图 121， 直 杆 扭转 问题 中 (7.3) 
使 用 的 记号 和 坐标 四 [рае =0, Је раво = м = -мь. 
х. р 

如 果 我 们 得 到 端面 2; 和 22 上 满足 条 件 (7.3) 的 某 种 应 力 分 布 所 对 应 的 解 , 那么 , 根 
据 圣 维 南 原理 , 这 个 解 将 近似 地 描述 端面 上 具有 同样 扭矩 的 任何 另外 一 种 应 力 分 布 
所 导致 的 应 力 应 变 状态 . 

上 述 问 题 的 解 是 由 圣 维 南 用 半 北 方法 在 19 世纪 给 出 的 , 我 们 在 这 
对 位 移 的 假设 里 也 使 用 这 种 方法 - 


о 现代 超大 功率 水 轮机 钢 质 转轴 的 直径 可 达 两 米 左右 
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设 位 移 а лоз, ws 具有 以 下 形式 : 
шу = -azy, wa=azr, шз =а/(а, у), (4) 


式 中 a 是 常量 , f(z, у) 是 待 求 函数 . 

不 难 理解 , 如 果 在 杆 中 发 生 形 如 (7.4) 的 位 移 , 则 最 初 垂 直 于 z 轴 的 横 截面 会 绕 
这 个 轴 旋 转 az 角 , 横 截 面 同时 变 得 弯曲 , 平面 z = zo 变 为 曲面 = zo + af(z, у). 
于 是 , 每 一 个 横 截面 的 旋转 角 与 该 横 截面 到 坐标 原点 的 距离 成 正比 , 而 a 是 单位 杆 
长 的 扭 角 . 

应 变 张 量 和 应 力 张 量 现在 计算 位 移 (7.4) 所 对 应 的 应 变 张 量 的 分 量 . 我 们 有 


的 公式 єп =0, Ев =0, es=0，eo=0 
а, 
ан) аан (10); 
如 果 杆 的 材料 服从 胡 克 定律 , 对 应 力 张 量 的 分 量 就 得 到 公式 
21-0 22-0, 2850, р2=0, 


Р (7.5) 

рай (-и+ 5). ви (z+ 2). 
求 扭转 函数 f(z, у ”把 应 力 张 量 分 量 的 表达 式 (7.5) 代入 平衡 方程 (7.1) 和 边界 
的 问题 条 件 (7.2), (7.3), 我 们 得 到 函数 f(z, у) 和 扭 角 a 所 应 满足 


的 方程 和 边界 条 件 . 在 三 个 平衡 方程 中 , 两 个 方程 (在 > 轴 和 
у 轴 上 的 投影 ) 自动 成 立 , 第 三 个 方程 化 为 
2 

2 + ы =0. (7.6) 


侧面 上 的 边界 条 件 (7.2) 给 出 


ap (-, + 2) соѕ(п, г) +аш 人 = 十 22) сов(т, у) = 0, 


在 上 8: = усоз(п, 2) — zcos(n, у). (7.7) 


我 们 指出 , 方程 (7.6) 和 边界 条 件 (7.7) 中 都 不 包含 变量 z. 所以, 我 们 只 要 在 杆 
的 一 个 横 截面 所 占 区 域内 部 确定 函数 f(z, у) 即 可 . 设 该 横 截 面 的 边界 为 C, 则 边界 
条 件 (7.7) 可 以 改写 为 


91| _ _dy 9 аз? +у 
пс = усов(п, 2) — 2005(п, У) = уа. +24, 2 


式 中 s 是 曲线 C 的 弧 长 . 其 实 , 按照 封闭 曲线 环绕 正方 向 的 规定 , 如 果 认为 曲线 С 


(7.8) 
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的 内 部 区 域 在 沿 该 曲线 环绕 时 总 是 位 于 左 侧 , 则 对 于 曲线 С 的 微 元 ds 的 投影 dz 
和 ау, 我 们 有 
dz = dscos(s, х) = —dscos(n, у), 29 
dy = dscos(s, у) = dscos(n, =). 
这 样 表述 出 来 的 求解 函数 (т, у) 的 问题 是 诺 依 曼 内 部 问题 . 条 件 (7.8) 的 右 侧 
是 坐标 的 已 知 函 数 , 因为 我 们 已 经 知道 杆 的 表面 方程 .从 (7.8) 可 知 , 诺 依 曼 内 部 问 


题 的 解 的 正则 性 条 件 
{4-0 
总 是 成 立 的 . 


我 们 指出 , 函数 / 取决 于 纯 儿 何 因素 . 无 沦 杆 是 由 哪 一 种 各 向 同性 材料 制 成 的 , 
只 要 其 机 截面 形状 相同 , 函数 /就 都 是 相同 的 . 这 个 函数 经 常 被 称 作 扭转 函数 
现在 考虑 两 端的 边界 条 件 . 在 ха 上 有 有 р, рӯ 二 二 十 六 2 
两 端的 边界 条 件 成 立 ”可 以 把 条 件 (7.3) 写 为 以 下 形式 : 


р? дс = 0, 82 47 = (2р? – ур?!) do = М. (7.10) 
[wwe Језа | 
我 们 证 明 , 如 果 f 是 上 述 诺 依 曼 问题 的 解 , 则 (7.10) 中 的 前 两 个 条 件 成 立 . 其 实 , 通 
过 一 些 简单 的 变换 , 根据 (7.5), (7.6), (7.7) 得 到 


/| 
= (ee (дак ee 


类 似 地 可 以 证 明 [= dc = 0. 在 上 述 特殊 扭转 问题 的 解 中 , 公式 (7.5) 确定 了 受 扭 


БЯ 
杆 件 两 端的 外 应 力 分 布 . 

因为 按照 公式 (7.5) 计算 的 应 力 张 量 分 量 与 z 无 关 , 它们 在 模 截面 zx 和 Zi 上 
具有 相同 的 分 布 , 所 以 弹性 杆 两 端 zx 和 У 上 的 应 力 矢量 pn 大 小 相同 但 符号 相反 . 
因此 , 如 果 хо 上 的 边界 条 件 成 立 , 则 у. 上 的 边界 条 件 显然 也 成 立 . 
扭 角 与 扭矩 之 间 的 关 (7.10) 中 的 第 三 个 条 件 根据 (7.5) 具有 以 下 形式 : 


ААА Ле) (8-9) 


在 中 文 文献 中 经 常 称 之 为 起 曲 函 数 . 一 一 译注 
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可 以 把 这 个 关系 式 看 做 把 扭 角 а 与 扭矩 М 联系 起 来 的 方程: 
M 


TCF 
р 


е 


(7.11) 


НЖЬНИЕ М 成 正比 , НВА / 成 反比 . (7.11) 中 的 分 母 称 为 抗 扭 刚度 
综 上 所 述 , 求解 上 述 直 村 扭转 问题 归结 为 求解 函数 f(z,y) 的 诺 依 曼 问 是 
对 于 某 些 简单 的 区 域 , 这 个 问题 的 解 是 已 知 的 . 作为 一 个 例子, 我 
加 截面 杆 的 扭转 们 给 出 加 截面 村 扭转 问题 的 解 . 如 果 = 轴 与 杆 轴 重 合 , 则 封闭 曲 
线 C 的 方程 为 zz + у? = R?, 边界 条 件 (7.8) 的 形式 为 
of 


5" =0, (7.12) 


Ре 


而 相应 诺 依 曼 内 部 问题 的 解 为 
flz, у) = с = сопѕё. 


这 时 , 沿 z 轴 的 位 移 ws = ay 对 所 有 物质 点 都 相同 . 通常 , 如 果 认 为 杆 的 某 一 个 点 静 
止 不 动 , 就 需要 令 常量 с 等 于 零 . 于 是 , 在 圆 截面 杆 受 到 扭转 时 , 各 个 物质 点 的 位 移 
公式 可 以 写 为 以 下 形式 : 


Wi = -azy， шу = azz， w=0. 


由 此 可 以 得 出 的 一 个 结论 是 , 在 圆 蕉 面 杆 发 生 扭 转 时 , 横 截面 一 直 是 平 的 ; 每 个 
横 截 面 都 像 刚 性 圆 盘 那样 绕 旋转 轴 转 动 , 但 不 同 横 截 面 转动 不 同 的 角度 , 该 角度 与 坐 
标 z 成 正比 , 而 横 截面 2 = 0 固定 不 动 . 这 时 , 应 变 张 量 和 应 力 张 量 的 非 零 分 量 是 
Ез = 63 = -3 р“ = р = –рау, 
А (7.13) 
6р = 6з = әт, Р? = р? = рот. 
发 生 扭转 时 每 一 个 横 ”可 以 看 出 , 在 杆 的 任何 横 截 面 上 只 有 切 向 应 力 ; 对 于 圆 形 横 截 
截面 上 的 最 大 切 向 应 ” 面 上 的 应 力 值 ,我 们 有 |r| = УФ)? + (23)? = доу? + уз. 
力 出 现在 边界 上 因此, 最 大 切 向 应 力 


таах = HaR (7.14) 


出 现在 杆 的 外 边界 上 . 当 横 截面 具有 任意 形状 (不 仅仅 是 圆 形 ) 的 直 杆 发 生 扭转 时 ， 
应 力 分 布 都 有 这 个 性 质 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 首先 指出 , 在 一 般 情 况 下 , 只 要 位 
移 满足 公式 (7.4), 则 无 论 = НЯ у 轴 指 向 哪里 , 都 可 以 把 横 截面 上 的 相应 切 向 应 力 


表示 为 以 下 形式 : 
нн 


зт. вання 5279. 


我 们 总 是 可 以 让 г 轴 与 横 截面 上 任意 内 点 № 的 切 向 应 力 矢 量具 有 同样 的 方向 . 这 
样 一 来 , 切 向 应 力 在 点 N 的 值 等 于 


而 在 其 他 点 , 这 个 值 仅仅 是 切 向 应 力 在 x 畏 的 投影 ms 的 大 小 ВК ма (27-5) 


是 调和 函数 , 它 不 能 在 自己 的 定义 域内 部 (包括 内 点 N) 达到 最 大 值 和 最 小 值 ( 见 第 
八 章 512). 在 点 N 的 邻 域 中 总 是 可 以 找到 这 样 的 点 Ni, 使 上 述 调和 函数 在 该 点 的 
值 大 于 它 在 点 N 的 值 , 于 是 [рб], > |1. 在 计算 |r|w, 时 需要 考虑 р, 而 这 只 
会 加 强 这 个 不 等 式 ， 因 此 , 在 任意 内 点 N 的 邻 域 中 总 是 可 以 找到 这 样 的 点 м, 使 
lrlw > |rlw, 这 就 证 明了 上 述 结论 . 

根据 (7.11), 当 圆 截面 杆 发 生 扭转 时 , 扭矩 满足 公式 


圆 截面 杆 的 扭 角 和 最 
大 切 向 应 力 对 扭矩 的 М-ор" № а--2М., 
依赖 关系 2 AR 


因此 , 加 截面 杆 的 扭 角 与 所 答 M 成 正比 , 与 截面 半径 的 四 次 
方 戌 反比 . НЫЕ м 给 定时 , 最 大 切 向 应 力 值 等 于 
2м 
2-20. 
ШСЗ АНИЕ НВ КЕЈ ЈИ, НЕВА ДЕНЯ ме 可 以 计算 转轴 的 最 
小 允许 直入 
当 直 杆 的 模 堆 面 是 梢 加 、 逢 形 和 其 他 一 些 几何 图 形 时 , ЕВНА /tz, ОБ 
诺 依 曼 问题 以 及 计算 受 所 村 件 应 力 应 变 状态 的 问题 也 有 精确 解 
我 们 指出 , 任何 实心 直 丁 握 转 问题 的 每 一 个 已 知 的 解 ,还 能 
ОНИН 色 给 由 相应 空心 直 杆 握 转 问题 的 解 ， 为 了 构造 这 样 的 解 ,我 
们 可 以 假想 在 一 根 实心 直 杆 的 内 部 切 挤 一 个 杜 体 , 从 而 得 到 
一 根 空心 直 杆 ， 所 以 , 应 当 要 求 空心 杆 模 截 面 的 外 边界 与 实心 村 模 检 面 的 边界 相同 , 
空 必 杆 内 部 空腹 不 有 应 力作 用 , 并 且 实心 杆 模 堆 而 上 的 切 向 应 力 т 在 zy 平面 上 与 
相应 空心 杆 内 边界 相对 应 的 每 个 点 者 指向 该 边界 的 切线 方向 
其 实 , 实心 杆 的 解 不 但 满 中 平衡 方 程 和 空心 村 外 侧面 上 的 边界 条 件 , 也 很 容易 
满足 空心 杆 两 端的 条 件 . 下 面 只 需 证 明 , 空心 杆 内 侧面 上 的 边界 条 件 


(7.15) 


р, =0 
这 时 也 是 成 立 的 . 从 (7.5) 和 2 轴 的 选取 方法 容易 看 出 , 在 空心 杆 内 侧面 上 有 


pnz = Pny = 0, 


Pnz = р' cos(n, 2) + р? соз(п, у). 
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因此 , 如 果 按 照 上 述 方法 确定 空心 杆 的 内 侧面 , 我 们 就 得 到 
Pnz = 0. 


环形 截面 杆 的 扭转 ”于 是 , 圆 截 面 杆 扭转 问题 的 解 也 适用 于 环形 截面 杆 的 情况 , РЯ. 
为 这 时 根据 (7.13) 有 


т = рі + 13 = ро(-уі +27), 
_ р. 2 т. у, 
Пет, 

ЗЕН т.т = 0, И т 指向 圆周 r= 22+ у? = const < RR 的 切线 方向 . 

设 环形 截面 杆 的 外 半径 为 В, 内 半径 为 局 .根据 (7.1), 因为 此 时 ЛО, 所 以 
环形 截面 杆 的 抗 扭 刚度 显然 等 于 

ав 
и | | "атар = 28 – В). 
е аа 
因此 , 利用 (7.11) 和 (7.14), ЖЕЛ УНЕ M 之 间 的 关系 为 
2MR 
me 

有 时 , 如 果 把 用 于 承受 所 转 的 实心 杆 替换 为 空心 杆 , 就 可 以 在 抗 所 刚度 降低 不 多 
的 前 提 下 显著 降低 结构 重量 . 为 了 证 实 这 个 结论 , 我 们 来 进行 一 个 简单 的 具体 计算 . 

考虑 外 半径 都 为 в 的 一 根 实心 转轴 和 一 根 空心 转轴 , 它们 受到 相同 的 扭矩 M 
的 作用 . 与 实心 转轴 相 比 , 空心 转轴 的 横 截面 面积 小 rR?. 如 果 空心 转轴 的 内 半径 RI 
等 于 R/2, 则 横 截面 面积 之 差 是 实心 转轴 横 截面 面积 的 25%. 根据 (7.15) 和 (7.16), 
实心 转轴 和 空心 转轴 的 最 大 切 向 应 力 之 差 与 实心 转轴 的 最 大 切 向 应 力 之 比 等 于 

ВВ 
т г 
这 个 值 在 RR, = R/2 时 约 等 于 6%. 显然 , 如 果 可 以 在 这 样 的 程度 上 暂 牲 抗 扭 刚度 , 就 
可 以 显著 降低 转轴 的 重量 . 
现在 痢 述 由 圣 维 南 提出 的 一 种 方法 来 解决 直 杆 扭转 问题 .为 
黎 决 直 杆 组 转 问题 的 我 们 指出 , 可 以 把 求解 扭转 函 数 (zy) 的 问题 震 换 为 求 
解 其 共 枢 调和 函数 оа, у) 的 问题. 众所周知 , 函数 f(z у) 

和 w(z, у 满足 柯 西 一 黎 曼 条件 


р ЕВЕ 


9% ду’ Әу dz. 
可 以 把 扭转 函数 /在 封闭 曲线 С 上 的 边界 条 件 对 函数 进行 改写 . 根据 柯 西 一 黎 


(7.16) 
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曼 条 件 , 从 (7.7) 得 
он 2 (9 5) ещ и (2) 


22 +02 


- [ee 2.2. сока, 74 (v- а) - 5 (9- ==). 


由 此 可 知 , 对 于 函数 Ч (т, у), 在 曲线 С 上 所 有 的 点 都 应 当成 立 以 下 边界 条 件 : 


бы УР +37) + соты. (7.17) 


因此 , 为 了 确定 扭转 函数 у, 我 们 有 诺 依 曼 内 部 问题 , ПР ТЕ ЗЕНА y, 我 们 
得 到 狄 利克 雷 问题 
取 复 变量 z = z +iy 的 解析 函数 w(z), 其 实 部 和 虚 部 分 别 为 了 ЯГУ. 于 是 , 如 


果 方 程 
+12 
2 


表示 某 一 条 封闭 曲线 , 就 可 以 把 它 当做 直 杆 横 截 面 的 边界 ; 与 此 同时 ， 
Rew(z) = f(z, у) 


给 出 直 杆 中 的 点 在 2 轴 方 向 上 的 位 移 (ws = af). 应 力 可 由 公式 (7.5) 计算 . 也 可 以 
采用 相反 的 做 法 , 让 w(z) 的 实 部 为 y, 虚 部 为 f. 
椭圆 截面 杆 的 扭转 例如 , 如 果 取 复 变量 的 解析 函数 


ш = Аг? = А( + іу)? = 4(z2 – у?) + 2iAzy, 


а? 
Іа ш(2) = + сопзі 


式 中 4 是 实数 常量 , 并 且 


М <>, 
然后 令 
f=2Ary, у= -4(z2 -22)， 
则 方程 А 
АР -on 
是 椭圆 方程 , 相应 半 长 轴 和 半 短 轴 为 
C C 


b= 


VI1/2+4” -А° 
只 要 利用 最 后 两 个 关系 式 把 А 通过 a Я Ь 表示 出 来 , 我 们 就 得 到 , 函数 


в 
у= ZT 
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给 出 椭圆 截面 直 杆 扭转 问题 的 解 , 其 中 a, b 是 椭圆 截面 的 半 长 轴 和 半 短 轴 . 
вла 前 面 已 经 指出 , 受 扭 杆 件 的 平衡 方程 在 z 轴 和 у 轴 的 投影 自动 成 立 , 第 
三 个 投影 化 为 方程 
Bp3 дрз 
г + р = 
根据 这 个 方程 可 以 得 出 以 下 结论 : 表达 式 pa dy - р23 dz 是 某 个 函数 ар. (т, у) 的 
全 微分 (F(z, у) 前 面 的 常 系数 是 为 方便 后 续 推导 和 讨论 而 引入 的 )、 因此 , 应 力 张 
量 的 分 量 pz3 和 р23 与 函数 Я (т, у) 之 间 的 关系 为 
р = сибя, рї = -on82 (7.18) 
函数 Я (т, у) 称 为 应 力 函数 . 显然 , 在 一 般 情况 下 , 如 果 在 应 力 张 量 的 分 量 中 只 
有 різ 和 P23 不 为 零 , 并 且 різ 和 р?3 5 2 ЖЖ, 就 总 是 可 以 引入 应 力 函 数 多 (z，g)， 
如 果 应 力 张 量 能 够 通过 应 力 函数 表示 出 来 , 平衡 方程 就 自动 成 立 . 然而 , 应 力 函 
数 9 (т, у) 不 可 能 是 任意 的 函数 , 因为 应 力 张 量 的 分 量 不 仅 满足 平衡 方程 , 还 应 满 
足 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 方程 . 在 上 述 情况 下 , 贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 方程 化 为 应 力 函 
数 多 (z, у) 的 方程 . 下 面 将 直接 利用 公式 (7.5) 和 (7.18) 来 推导 多 (z, у) 的 方程 . 
为 了 解决 扭转 问题 , 我 们 引入 了 函数 f, ww 和 я. 我 们 首先 建立 这 些 函数 之 间 
的 关系 . 我 们 还 记得 , 应 力 张 量 的 分 量 与 这 些 函数 的 关系 满足 以 下 等 式 ( 见 (7.5) 和 


(7.18)): 
р =ай (+ 2) = ар (-, + >) = аб, 


(482 Ми 
由 此 显然 可 知 , 在 直 杆 扭转 问题 中 有 
Я=у- 200. (7.20) 
函数 о 是 调和 函数 , 所 以 应 力 函 数 .8 应 当 满 足 泊 松 方程 
AS = -2. (7.21) 


边界 条 件 (7.17) 这 时 给 出 , 在 C 上 Я = const. 因为 应 力 函 数 有 一 般 只 能 确定 到 相 
差 一 个 常量 , 所 以 在 直 杆 横 截面 是 单 连通 区 域 的 情况 下 可 以 认为 


在 C 上 Я =0. (7.22) 


因此 , 利用 应 力 函 数 可 以 把 单 连通 截面 直 杆 的 扭转 问题 化 为 求解 满足 边界 条 件 (7.22) 
的 泊 松 方程 (7.21). 

我 们 指出 , 在 上 面 推导 函数 多 所 满足 的 方程 (7.21) 的 时 候 , 贝尔 特 拉 米 一 米 切 
尔 方程 是 成 立 的 , 因为 在 推导 过 程 中 使 用 了 公式 (7.5), 而 这 些 公式 得 自 胡 克 定 律 和 
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є, 通过 w 的 表达 式 . 
在 圆 截面 杆 的 扭转 问题 中 , 从 (7.20), (7.21) 和 (7.22) 可 以 直接 得 到 应 力 函 数 
Z(z, Y) = 至 2 ЕЯ. (7.23) 
现在 建立 应 力 函 数 与 扭矩 的 关系 . 从 (7.11) 和 (719) 有 
88 88 
M= -orf (5: + о) 42. (7.24) 


хз 
因为 
所 以 利用 奥 一 高 公式 得 到 


M = -on | соон, =) + усов(п, у)]аз + зом [зао 
ё #, 


对 于 单 连通 截面 直 杆 , 根据 条 件 (7.22) 有 
М = Зои /dr (7.25) 


Za 
对 于 多 连通 截面 直 杆 , 应 力 函 数 在 组 成 横 截面 边界 的 不 同 封闭 曲线 上 分 别 等 于 
不 同 的 常量 .Zk. 在 其 中 一 条 曲线 上 , 例如 在 最 外 侧 的 曲线 С 上 , 可 以 让 Я 等 于 零 . 
为 了 得 到 唯一 的 解 , 可 以 在 提出 问题 时 引入 一 些 条 件 , 这 些 条 件 得 自 位 移 ws = af 
对 坐标 的 函数 关系 的 单 值 性 . 确切 地 说 , 扭转 函数 f 的 微分 在 组 成 边界 的 任何 封闭 
曲线 С; 上 的 积分 应 当 等 于 零 . 例如 , 对 于 组 成 横 截面 内 部 边界 的 封闭 曲线 С, 根据 
(7.19) 有 


ўе Е $ (22а + ван) Е -$ (- а) < оду из) =0, 
Ck Сь с, Ck 


或 者 , 根据 (7.9)， 


Я [5 cos(n, т) + О т, 7) ds = — феса, х) + усоз(п, у)] аз. 
Ск с 
利用 奥 一 高 公式 , 由 此 得 到 
=—ds = —2Sk, (7.26) 
сь 
式 中 Sk 是 封闭 曲线 Ck 在 横 截面 所 在 平面 上 所 围 区 域 的 面积 , 而 2.7 /Әп 是 封闭 曲 
线 Ck 的 相应 外 法 线 方向 上 的 导数 . 利用 方程 (7.26) 可 以 计算 常量 9, МИН. 
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显然 , 如 果 我 们 认为 曲线 С, 是 圆心 位 于 坐标 原点 且 半 径 R < В 的 圆周 , 则 在 
极 坐标 下 可 以 把 应 力 函 数 (7.23) 写 为 
Rr 

2 

它 满足 条 件 (7.26). МИ, 这 个 函数 是 外 半径 为 RR 的 直 管 的 扭转 问题 中 的 应 力 函 数 . 

我 们 指出 , 泊 松 方程 (7.21) 的 解 这 时 可 能 包含 形 如 4inr (А = const) 的 项 ; 为 了 获 

得 所 要 的 解 , 可 以 利用 条 件 (7.26) 去 掉 这 一 项 . 

薄膜 比拟 仅仅 在 为 数 不 多 的 情况 下 对 一 些 最 简单 的 区 域 才能 够 很 容易 地 计算 函数 
рут я, 但 与 此 同时 , 在 工程 技术 领域 中 , 在 扭转 状态 下 工作 的 一 些 

杆 件 具有 复杂 的 横 截面 形状 . 利用 各 种 比拟 可 以 得 到 关于 受 扭 杆 件 的 某 些 有 趣 的 结 

果 . 之 所 以 有 可 能 进行 这 样 的 比拟 , 是 因为 用 来 确定 函数 f, y 和 多 的 数学 问题 也 

出 现 于 数学 物理 的 其 他 许多 领域 . 

例如 , 为 确定 函数 多 而 提出 的 问题 与 常 张力 薄膜 在 均匀 分 布 载荷 作用 下 的 弯 
曲 问题 存在 比拟 关系 . 我 们 来 推导 这 样 的 薄膜 的 找 度 方程 ) . 

不 阻碍 弯曲 、 但 阻碍 拉 伸 的 厚度 很 小 的 片 状 弹性 体 称 为 薄膜 . 设 一 块 厚度 h ЗЕ 
常 小 (与 纵向 特征 长 度 相 比 ) 的 均匀 薄膜 被 固定 在 封闭 的 平面 曲线 C 上 , 该 曲线 的 
形状 与 所 研究 的 受 扭 杆 件 的 横 截面 形状 相同 ,并且 在 被 固定 的 部 位 以 内 , 薄膜 所 受 
张力 7 处 处 相同 , 该 张力 沿 薄膜 厚度 也 保持 不 变 . 在 没有 其 他 外 部 作用 的 条 件 下 , 薄 
膜 的 应 力 状 态 处 处 相同 , 在 垂直 于 薄膜 表面 的 面 微 元 上 作用 着 起 拉 伸 作用 的 法 向 张 
力 T. 如 果 把 不 受 载荷 作用 的 薄膜 的 中 面 当 做 笛 卡 儿 坐 标 系 的 zOy 平面 , 则 应 力 张 
量 分 量 的 矩阵 在 浒 膜 表面 2 = 士 h/2 不 受 外 部 载荷 作用 时 可 以 写 为 以 下 形式 : 


тоо 
(в) = ото]. 
ооо 


现在 , 我 们 来 研究 这 样 的 薄膜 在 均匀 分 布 于 表面 2 = —1/2 的 横向 载荷 9 (载荷 平行 
于 z 轴 ) 作用 下 的 平衡 , 这 时 薄膜 的 另 一 个 表面 z = h/2 不 受 载荷 . ‘a 

假设 张力 足够 大 , 从 而 可 以 认为 注 腊 的 挠 度 w = wa(z, у, 2 = 0) 很 小 . 我 们 
进一步 认为 , 可 以 忽略 由 载荷 9 导致 的 应 力 张 量 的 分 量 pa = р22 = Т ЖП р!2 =0 В 
变化 , 但 应 当 考 虑 分 量 p13, р23 和 p33. 

因为 h 和 wi 很 小 , 所 以 对 薄膜 表面 单位 外 法 向 矢量 的 方向 余弦 可 以 写 出 

сов(т, г) = + = 5°, соз(п, у) = +58 = +92, cos(n, 2) = +1, 
式 中 上 面 的 符号 对 应 薄膜 表面 z = —1/2 在 变形 后 的 外 法 向 矢量 , 下 面 的 符号 对 应 
薄膜 表面 > = h/2 在 变形 后 的 外 法 向 矢量 . 精确 到 一 阶 小 量 , 应 力 矢量 pw 的 分 量 在 


МИНИ (或 薄板 、 薄 过 ) 的 挠 度 指 中 面 上 各 点 在 中 面相 应 法 线 上 的 位 移 . 一 一 译注 


9 (т, у) = 
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薄膜 表面 的 边界 条 件 给 出 
ра = Dilcos(m, х) 十 pl2 cos(n, у) + р! соз(п, 2) = + (Ge =») =0, 
=>, 
риз = р! cos(n, х) + р?? соз(п, у) + p23 соз(п, 2) = + (> 一 ”) =0, 
(7.27) 
-28=94, z= —, 
Риз = p! cos(n, х) + р?3 соз(п, у) + р? соз(п, 2) = 3 
р? =0, z= >. 
通过 应 力 张 量 表述 的 平衡 方程 为 
Op'3 МЕ Әр?3 = pl13 др?3 дрзз ы 
57 а = ot 0 + т 


从 前 两 个 方程 可 知 , 应 力 张 量 的 分 量 p'? 和 p” 与 z 无 关 . 因为 h 和 偏 导数 дш/дт, 
Әш/ду 都 很 小 , 所 以 根据 (7.27) 可 以 写 出 

ае, р? = тох. (7.28) 
在 薄膜 的 厚度 方向 上 沿 = 轴 从 一 h/2 到 +h/2 对 第 三 个 平衡 方程 进行 积分 , 利用 
(7.28) 和 (7.27) #0 


рз = 了 


һа 
h/2 
因此 , 薄膜 的 挠 度 方程 具有 以 下 形式 : 
2 + р = а (7.29) 
从 薄膜 在 封闭 曲线 С 上 固定 的 条 件 可 知 
在 C 上 w=0. (7.30) 


把 直 杆 扭转 问题 中 的 应 力 函数 方程 (7.21)、 常 张力 薄膜 的 挠 度 方程 (7.29) 以 及 封闭 
曲线 C 上 的 边界 条 件 (7.22) 和 (7.30) 进行 对 比 , 我 们 看 到 , 求解 直 杆 扭转 问题 相当 
于 在 

2Тһ= (7.31) 


的 条 件 下 计算 常 张力 薄膜 的 弯曲 形状 . 从 (7.21) 和 (7.22) 求解 函数 Я 的 问题 与 从 
(7.29), (7.30) 和 (7.31) 求解 函数 w 的 问题 是 同一 个 问题 , 并 且 其 中 不 包括 沿 z 轴 的 


3) 显然, 在 所 研究 的 近似 理论 中 , рэз 的 值 按 薄膜 厚度 的 分 布 满足 线性 规律 , 它 对 z 和 y 的 依赖 
关系 取决 于 函数 q(z, у), 并 且 在 建立 关系 式 (7.28) 和 (7.29) 的 时 候 并 没有 使 用 胡 克 定律 . 
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线性 尺寸 . 因此 , 可 以 利用 关系 式 (7.31) 把 h 的 度量 单位 固定 下 来 , 这 个 单位 独立 于 
z 和 vy 的 度量 单位 0 . 

综 上 所 述 , 只 要 适当 选取 а 和 乘积 Th, 或 者 对 h 采用 相应 的 度量 单位 , 就 能 够 
保证 求解 多 的 问题 等 同 于 求解 w 的 问题 . 

肥皂 膜 因为 存在 表面 张力 而 表现 为 常 张力 薄膜 .如果 在 肥皂 膜 一 侧 施加 很 小 的 
常 压强 (在 精确 到 w 的 一 阶 小 量 时 , 压强 与 横向 载荷 相同 ), 并 且 不 让 其 边界 点 移动 ， 
则 肥皂 膜 的 挠 度 满足 对 应 力 函数 8 提出 的 那些 条 件 . 

只 要 做 实验 测量 肥皂 膜 的 挠 度 , 我 们 就 得 到 应 力 函 数 9 的 实验 值 . 

薄膜 上 的 等 挠 度 线 (auw/8s = 0) 在 扭转 问题 中 对 应 着 杆 件 横 截面 内 这 样 的 曲线 ， 
在 该 曲线 的 每 一 点 , 位 于 该 横 截面 内 的 总 应 力 都 指向 曲线 的 切线 方向 . 

其 实 , 对 于 这 样 的 曲线 , 根据 (7.18) 和 (7.9) 有 

= да = => = 524 + ое = р! cos(n, х) + р? соз(п, у) = т:т, 

式 中 п 是 薄膜 上 的 等 挠 度 线 (3w/8s = 0) 在 zy 平面 内 的 法 向 矢量 . 

与 此 同时 ， 


|| = Vs 十 0392 = аид (2) + (=) = ар grad Я, 


即 切 向 应 力 值 正比 于 |grad Z| 8% | атай и, 所 以 在 等 挠 度 线 ш = const 分 布 更 密 的 
地 方 切 向 应 力 更 大 . 因此 , 只 要 画 出 表征 清 膜 挠 度 的 “等 高 线 地 形 图 ”，, 就 可 以 获得 
杆 件 模 截 面 上 切 向 应 力 分 布 的 直观 图 案 . 

拨 昌 济 开 与 薄膜 边界 所 在 平 而 之 问 的 区 域 的 体积 条 以 зор, КЕНЕНИ М ( 见 
(7.25)). 

我 们 将 在 后 面 看 到 , 与 党 张力 注 腊 的 比拟 不 仅 有 助 于 研究 弹性 杆 在 拍 短 作用 下 
的 担 转 问题 , 而且 有 助 于 研究 在 模 坟 面 的 某 些 区 域 中 发 生 闻 性 变形 的 情况 

我 们 注意 到 , 洲 腊 比拟 仅 在 济 膜 搁 度 很 小 时 才 成 立 , 所 以 很 难 进 行 高 精度 测量 
困难 之 处 还 在 于 , 由 注 腊 自重 引起 的 措 度 与 由 微小 压强 差 引起 的 搁 度 通常 是 可 比 的 . 

оны 为 了 求解 直 杆 所 转 问 题 ,除了 上 述 薄 膜 比拟, 还 可 以 给 出 若 二 
总 同性 流体 运动 的 比 种 流体 动力 学 比拟 一 分 别 与 和 性 流体 运动 和 理想 流体 运动 
的 一 些 比拟 . 

考虑 不 可 压缩 甘 性 流体 在 柱状 管 中 的 定常 层 流 , 管道 的 模 截面 与 杆 件 的 横 截面 
相同 , 众所周知 ( 见 第 八 音 $21), 如 果 让 : АНИМЕ, 并 用 表示 流体 在 给 定 
的 常 压 降 dp/dz 的 作用 下 在 管道 内 的 定 党 流动 速度 , 从 纳 维 一 斯 托 克 其 方程 就 可 以 


3 如 果 不 同方 向 上 的 运动 彼此 无 关 , 则 经 常 可 以 认为 , 不 同方 向 上 的 长 度 具 有 彼此 独立 的 量 纲 . 
在 量 纲 理论 中 这 样 处 理 常常 能 够 给 出 更 好 的 结果 , 见 : Huntley Н.Е. Dimensional Analysis. London: 
McDonald, 1952. 一 一 译注 
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得 到 速度 的 以 下 方程 : 
ёш Fw 14р 
=з оер, (7.32) 
式 中 上 是 流体 的 黏度 . 在 静止 管 壁 (封闭 曲线 С) 上 成 立 无 滑 移 条 件 
ш=0. (7.33) 


对 比方 程 (7.21), (7.32) 和 边界 条 件 (7.22), (7.33), 我 们 看 到 , 求解 单 连通 截面 直 
杆 扭转 的 应 力 函 数 的 数学 问题 等 同 于 求解 不 可 压缩 黏 性 流体 在 给 定 的 常 压 降 dp/dz 
的 作用 下 在 具有 同样 横 截面 的 无 穷 长 管道 内 的 定常 层 流 运动 速度 的 数学 问题 . 在 这 
个 比拟 中 ， 


Аш 


ио SF е 
ар/ах A (7.34) 
并 且 抗 扭 刚度 正比 于 流量 - 
这 个 比拟 很 容易 推广 到 多 连通 截面 的 情况 , 只 要 考虑 管 壁 可 动 的 多 个 管道 中 的 
流动 即 可 
选取 一 个 形状 与 受 扭 杆 件 相同 的 柱状 容器 , 让 其 中 充满 不 可 
ТЕАИ. ердк. 设 该 容器 以 角速度 绕 > 和 转动, 我 们 来 研 
究 流体 相对 于 静止 坐标 系 =Oy 的 绝对 运动, 该 运动 是 容器 模 
截面 所 在 的 zy 平面 内 的 执 流 . 对 于 速度 势 p(z,y), 我 们 有 拉 普 拉 斯 方程 


Ap =0 


和 容器 壁面 上 的 边界 条 件 
vn = бе = (w хт), = —wycos(n, т) + штсоѕ(т, у). 


如 果 令 
ш=-1, (7.35) 


ЗБ БЯЕЬ ИНК 7 的 边界 条 件 (7 7) 相同 . 因此 , НИР 
计算 不 可 压 绾 理想 流体 在 绕 = 轴 以 角速度 (7.35) 常 束 转 动 ) 的 柱状 管 中 的 绝对 平 
面 运动 的 速度 势 的 问题 
我 们 举例 说 明 这 个 比拟 的 一 个 应 用 ， 从 位 移 公 式 (7.4) 的 形 
БЕРТШ ЕШТЕ НИ, z 轴 上 的 物质 点 不 会 在 zy 平面 上 移动 . 内 此 , 在 杆 
ЕВРЕИ Е, 坐标 原点 的 位 置 是 “国定 的 ”， 按照 条 
件 ,村 件 模 而 所 在 平面 上 的 坐标 原点 位 于 这 个 固定 点 ， 并 且 如 果 举 标 原点 的 位 轩 
不 同 , 则 受 担 杆 件 物质 点 的 位 移 也 不 同 . 
只 要 知道 坐标 原点 位 于 某 一 点 O 时 的 位 移 , 利用 上 述 流体 动力 学 比拟 就 能 够 和 
容易 地 把 坐标 原点 位 于 任意 一 点 0 时 的 位 移 表示 出 来 


3 只 要 适当 选取 度量 单位 , 即 可 满足 条 件 (7.34) 和 (7.35). 
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众所周知 , 在 每 一 个 给 定 的 时 刻 , 一 个 容器 以 角速度 w 绕 某 zz 轴 转 动 等 价 于 该 
容器 以 下 两 种 运动 的 得 加 : 其 一 是 以 同样 的 角速度 w 绕 平行 于 z, 轴 的 2, 轴 的 转动 ， 
其 二 是 以 2 НЕ =, 轴 的 转动 速度 进行 的 瞬时 平 动 . 

我 们 用 р 表示 容器 绕 通过 坐标 原点 О 的 =, 轴 转 动 时 相应 流动 的 速度 势 , 用 г 
表示 容器 绕 平行 于 z, 轴 的 =, 轴 转 动 时 相应 流动 的 速度 势 , 并 且 =, 轴 通 过 zOy ЗР. 
面 上 坐标 为 z', у 的 某 一 点 О’. 

瞬时 平 动 速 度 (z) 轴 上 的 点 绕 z, 轴 转 动 的 速度 ) 的 分 量 在 w = -1 时 由 以 下 公 
式 计 算 : 

О. = [ох (г); = У, 0 = (0х (г), ==". 
因为 分 别 以 速度 值 -y 和 z' 2 轴 和 у 轴 的 平 动 具有 速度 势 
Ф = -YT, фр = 17у, 
所 以 速度 势 p' 和 р 之 间 的 关系 为 
ф=ф+ту- ут. 
这 时 , 绕 2, 轴 扭 转 时 的 位 移 应 满足 公式 


шу = -a(y у), шу = а(к- 2), из = ау’. 


由 此 可 见 , 应 力 以 及 扭矩 这 时 都 保持 不 变 . 

对 于 圆 截面 杆 , 如 果 坐 标 原点 О 位 于 圆心 , 则 ф = 0, 物质 点 不 沿 z 轴 移 动 . 如 
果 选 取 另 一 个 点 作为 坐标 原点 , 即 在 直 杆 中 固定 另 一 条 轴线 , 则 在 新 的 z 轴 以 外 所 
有 的 点 , 沿 = 轴 的 位 移 都 不 为 零 ， 


ws = a(z'y — у). 


由 此 可 见 , 横 截面 这 时 仍然 是 平 的 , 但 z 轴 与 横 截面 之 间 的 夹 角 在 发 生 扭转 之 后 不 


ваня. 
很 容易 把 直 杆 扭转 问题 与 有 势 绝对 流动 问题 的 上 述 比拟 改 为 
ПЛЕЧВНИВ ЯНЕ 所 转 问 题 与 有 旅 相对 流动 问题 的 比拟 ， 为 此 , 只 要 让 容器 与 
其 中 的 流体 都 全 加 上 以 角速度 w 二 1 绕 = 办 的 转动 即 可 . 结 
果 是 , 容器 静止 不 动 ,流体 的 涡 量 在 所 有 点 者 满足 w。 = 1. 对 于 这 样 的 不 可 压 纳 流 休 
平面 运动 , 从 连续 性 方程 
oe ,00 
= + ду 


了 了 显然, 当 z 轴 在 直 杆 中 的 位 置 发 生变 化 时 , 弹性 变形 的 区 别 仅仅 是 直 杆 像 刚 体 那样 绕 不 平行 
于 = 轴 的 一 条 轴线 的 微小 转动 , 而 在 圆 截 面 杆 的 情况 下 , 这 条 轴线 平行 于 zOy 平面 . 
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可 知 , 可 以 引入 流 函数 р, 使 得 
u= 


在 这 样 的 流动 中 , 涡 量 w = wk 处 处 相同 , 所 以 流 函数 р 满足 以 下 方程: 
д» ди 
20, = д ду = А 
即 
Ду = -2, 


这 与 应 力 函数 多 的 方程 (7.21) 完全 相同 . 静止 管 壁 上 的 边界 条 件 为 


а dz _д 
wn = исов(т, 2) + осов(п, у) = ЕЕ дра Е са -0, 


即 
ФС 上 = const, 


而 在 单 连通 截面 的 情况 下 ， 
在 C 上 w=0. 


这 个 条 件 与 应 力 函数 Я 的 边界 条 件 (7.22) 相同 . 

因此 , 流 函 数 y 等 同 于 9, 而 р! 和 p” 等 同 于 不 可 压缩 理想 流体 在 柱状 管 中 
的 常 涡 量 (w = 1) 相对 平面 运动 的 速度 分 量 . 这 时 , 在 z 轴 方 向 上 的 单位 厚度 流体 
层 的 动量 矩 等 于 


о 22 97 „87 
м-р (rx wdo = р [= - уе = (52+ думе. 
Ха Хз Уг 


如 果 认 为 流体 密度 p 4 ар, ш. = 1, 以 上 动量 矩 就 等 于 扭矩 (7.24). 
根据 流体 动力 学 比拟 上 面 列 出 的 所 有 数学 比拟 本 身 都 很 有 趣 , 由 此 能 够 利用 相应 
rn о 
的 一 些 定性 结果 А 
件 切 向 应 力 分 布 的 一 系列 近似 的 定性 结果 . 

例如 , 从 不 可 压缩 理想 流体 运动 理论 ? 可 知 , 流 线 上 的 角 点 是 临界 点 ; 在 角形 区 
域 以 外 的 绕 流 问题 中 , 在 角 点 一 般 会 出 现 无 穷 大 速度 , 而 在 角形 区 域 以 内 的 流动 问题 
中 , 角 点 的 速度 为 零 3. 于 是 , 如 果 在 杆 件 上 有 凹 槽 , 其 截面 形状 如 图 122 (а) 所 示 ， 
则 无 论 扭矩 有 多 小 , 在 角 点 А 附近 都 会 出 现 无 穷 大 切 向 应 力 . 因此 , 从 杆 件 强度 的 


1) 在 物理 学 和 力学 的 各 种 问题 中 存在 大 量 类 似 的 其 他 比拟 . 

2) 例如 , 参见 : Седов Л.И. Плоские задачи гидродинамики и аэродинамики. Москва: 
Гостехиздат, 1950; 3-е изд. Москва: Наука, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov 1.1. Two- 
Dimensional Problems in Hydrodynamics апа Aerodynamics. New York: Wiley 1965) 

无 论 流动 是 否 有 势 , 这 些 性 质 都 成 立 . 
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с 


0) Ав, 
D 


(a) Г 


图 :122， 流 体 动力 学 比拟 的 应 用 


观点 看 , 最 好 把 凹 槽 加 工 为 圆 形 , 就 像 图 中 B 那样 . 在 类 似 于 С 的 角 点 , 由 扭转 造 
成 的 切 向 应 力 等 于 零 . 

设 受 扭 杆 件 内 部 有 一 个 圆柱 形 空 腔 ， 于 是 在 横 截面 上 有 一 个 圆 孔 , 并 且 其 直径 
与 横 截 面 特征 尺寸 相 比 很 小 (图 122 (b)). 在 相应 绕 流 问题 中 , 某 两 个 点 4 Я В 的 
速度 等 于 零 , 某 两 个 点 C 和 D 的 速度 大 于 来 流速 度 . 因此 , 在 点 C 和 附近 出 现 
的 切 向 应 力 将 大 于 没有 空 腔 时 在 同样 位 置 出 现 的 切 向 应 力 . 

我 们 再 给 出 使 用 流体 动力 学 比拟 的 一 个 例子 . 考虑 不 可 压缩 理想 流体 在 柱状 容 
器 中 的 环流 , 容器 的 横 截面 是 矩形 ( 见 图 122 (с)). 显然 , 点 M, №, М’, № 的 流速 为 
零 , 流 线 分 布 在 长 边 中 央 附近 最 为 密集 , 即 速度 在 点 4, B 附近 最 大 . 由 此 可 知 , 当 这 
样 的 杆 件 发 生 扭转 时 , 最 大 切 向 应 力 将 出 现 于 点 A 和 В. 

综 上 所 述 , 利用 流体 动力 学 比拟 可 以 非常 简单 地 对 受 扭 杆 件 切 向 应 力 分 布 的 某 
些 特点 做 出 一 些 重要 结论 . 


58. 梁 的 弯曲 问题 中 的 材料 力学 方法 


尽管 小 变形 弹性 力学 问题 是 线性 的 , 在 许多 情况 下 还 是 难以 给 出 这 些 问题 的 理 
ЮЖ. 为 了 在 工程 应 用 中 解决 这 些 问题 , 人 们 成 功 地 使 用 一 些 近似 计算 方法 . 建立 并 
深入 研究 这 些 方法 , 就 是 “材料 力学 ”这 一 学 科 的 主要 内 容 . 

材料 力学 与 弹性 力学 的 关系 相当 于 水 力学 与 流体 力学 的 关 
材料 力学 方法 的 一 般 。 系 ,材料 力学 方法 和 水 力学 方法 是 在 一 些 假设 的 基础 上 发 民 

起 来 的 , 而 这 些 假设 本 身 的 基础 是 一 些 实验 结果 或 者 弹性 力 
学 问题 和 流体 力学 问题 的 一 些 已 知 的 精确 解 . 我们 以 求解 梁 的 村 曲 问 题 为 例 来 说 明 
这 些 方法 ， 我 们 在 工程 实践 中 经 常 遇 到 这 样 的 问题 , 因为 梁 是 许多 结构 中 最 常见 的 
组 成 部 分 . 桥梁 、 堤坝 、 船 船 、 摩 天 大 楼 和 其 他 许多 建筑 物 经 营 可 以 视 为 受到 各 种 作 
用 力 的 一 组 梁 

我 们 来 考虑 使 梁 郝 曲 的 力 系 并 计算 梁 的 每 一 个 横 截 面 上 的 合力 与 合力 矩 . 

我 们 在 $6 中 详细 研究 了 梁 的 纯 弯 曲 问 题 . 纯 寄 曲 是 由 作用 
纯 这 由 和 由 横向 力 引 于 梁 的 两 端 且 大 小 相同 而 方向 相反 的 两 个 力 逢 M М 
引起 的 . 这 时 , 梁 的 每 一 个 模 截 面 上 的 面 力 都 归结 为 力 侦 , 其 
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图 123， 悬 臂 梁 图 124， 用 于 计算 横 截面 ab 
上 的 面 力 的 合力 与 合力 矩 


力 偶 矩 为 M. 更 常见 的 一 种 情况 是 , 梁 的 弯曲 是 由 垂直 于 轴线 的 力 引起 的 0 . 例如 ， 
设 一 根 梁 的 一 端 固定 , 另 一 端 受到 力 P 的 作用 . 这 样 的 梁 称 为 悬臂 梁 (图 123). 
РОЧ 令 z 轴 的 方向 如 图 123 所 示 , 我 们 来 计算 这 样 的 梁 的 某 一 个 横 截 面 ab 
上 的 合力 与 合力 矩 . 为 此 , 我 们 假想 沿 此 横 截面 把 梁 切 开 (图 124), & 

去 左 侧 部 分 , 并 用 相应 的 力 系 来 代替 它 对 右 侧 部 分 的 作用 ， 因 为 梁 原 来 处 于 平衡 状 
态 , 所 以 这 样 操作 之 后 , 右 侧 部 分 应 当 仍然 处 于 平衡 状态 . 于 是 , 作用 于 这 部 分 梁 的 
合力 与 合力 矩 应 当 等 于 零 . 

由 此 容易 得 到 , 横 截面 a25。 上 的 合力 的 值 等 于 -PP, 合力 矩 的 值 等 于 —Р( - z) 
( 梁 的 侧面 按照 条 件 不 受 载荷 ). 利用 应 力 的 性 质 p,, = -p_， 还 可 以 得 到 , ВАА аЬ, 
上 的 应 力 给 出 合力 Р 与 合力 矩 M = (1- z)P. 

力矩 м УЕ, 力 已 称 为 剪 力 . 于 是 , 在 关于 悬臂 梁 受 力 弯曲 的 上 述 问题 中 ， 
任何 模 截面 上 的 面 力 在 静 力 学 上 等 价 于 剪 力 P НИЕ М = (! - z)P. 与 纯 弯曲 不 
同 的 是 , 这 时 不 仅 ри 不 等 于 零 , р 也 不 等 于 零 , 即 横 截 面 上 的 切 向 应 力 不 等 于 零 

在 一 般 情况 下 可 能 有 若干 个 力作 用 在 梁 的 不 同 点 和 不 同 平面 上 ， 于 是 , 任何 横 
截面 上 的 总 的 力 系 就 归结 为 拉 伸 力 、 剪 力 、 弯 矩 和 扭矩 . 本 节 只 考虑 作用 力 都 位 于 一 
个 平面 ( 称 之 为 zy 平面 ) 并 且 只 归结 为 前 力 和 弯 矩 的 情况 (图 125). 如 果 知道 所 有 
作用 在 梁 上 的 力 的 值 Р, 和 力矩 的 值 Mi, 显然 就 可 以 使 用 以 下 规则 来 计算 某 个 横 截 
面 上 的 前 力 和 弯 矩 : 

(1) 横 截面 ab 上 的 所 有 面 力 的 合力 (该 横 截面 的 法 向 矢量 指向 z 轴 方 向 , 即 对 
左 侧 部 分 梁 的 作用 力 ) 等 于 作用 于 该 模 截 面 右 侧 部 分 梁 的 所 有 外 力 之 和 |; 

(2) 横 截面 5 上 对 左 侧 部 分 梁 的 所 有 面 力 对 该 模 截面 ар 内 与 z 轴 平行 的 轴 的 
合力 矩 等 于 作用 于 该 横 截面 右 侧 部 分 梁 的 所 有 外 力 的 力矩 或 力 偶 矩 之 和 . 
线 载荷 经 常 必须 考虑 在 梁 上 连续 分 布 的 载荷 , 例如 水 对 堤坝 表面 的 压力 , 梁 的 自重 ， 
风 或 列车 对 桥梁 的 压力 (在 近似 的 提 法 下 ), 等 等 . 这 时 引入 “ 线 载荷 ”gq(z) 
的 概念 大 有 好 处 , 其 定义 为 


为 简单 起 见 , 我 们 在 下 面 将 研究 一 些 最 简单 类 型 的 梁 , 它们 具有 通过 纵向 轴 的 对 称 面 , 而 使 梁 
变 弯 的 力作 用 在 对 称 面 上 . 最 常见 的 圆 截面 梁 、 矩形 截面 梁 、 工 字 梁 等 都 有 这 样 的 对 称 性 . 
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图 125， 使 梁 变 弯曲 的 一 组 力 和 力矩 图 126， 连 续 分 布 的 载荷 


式 中 AF 是 作用 在 梁 微 元 Az 上 的 合 外 力 (图 126). 这 时 , 具有 坐标 г 的 横 截 面 上 
的 前 力 P 显然 由 以 下 公式 给 出 : 


, 
ро) = [абве ЗЕ = и, 


式 中 ! 是 梁 的 右 端的 坐标 . 
如 果 梁 只 受到 线 载荷 аг) 的 作用 , 则 具有 坐标 г 的 横 截面 上 的 弯 矩 等 于 


1 
моа) = Ге 20а 


于 是 | 
2 
чи / 04 =-РЫ, Ч =. 

Е и 前 力 和 

硒 矩 一 -来 计算 拉 伸 应 力 (或 压缩 应 力 ) pa 和 挠 曲轴 的 形状 . 所 
以 , 知道 每 一 个 机 截面 上 的 量 P 和 М 尤为 重要 . 这 些 量 沿 染 长 分 布 的 图 像 分 别称 为 
支 力图 和 奏 逢 图 ,其 中 横 坐 标 是 模 堆 面 的 z 坐标 , 纵 坐标 分 别 是 量 已 和 М. 图 127 
给 出 了 这 样 的 图 像 的 一 些 实例 . 

应 当 指出 , 作用 于 梁 的 力 和 力矩 必须 包括 把 梁 轿 定 起 来 的 支 座 上 的 支 反 力 及 其 
力 撼 .我 们 事先 并 不 知道 支 反 力 及 其 力矩 , 在 许多 情况 下 必须 完整 地 求解 材料 力学 问 
题 或 弹性 力学 问题 才能 计算 出 这 些 量 .我们 将 在 下 面 研究 这 样 的 问题 的 解 , 但 这 里 
首先 指出 , 在 材料 力学 中 如 何 根据 已 知 的 前 力 Р ЯНЕ М 计算 应 力 分 量 mr ЯЯ 
曲轴 的 形状 . 

і 我 们 做 出 以 下 假设 , ЗАНЕ (0.56) 精确 地 成 立 
ЕНШ 纵向 纤维 1. 存在 这 样 一 条 中 性 办 , 它 上 面 的 物质 线 只 发 生态 曲 ,但 
既 不 人 长 也 不 缩短 . 

2. 在 未 变形 的 初始 状态 下 委 直 于 中 性 轴 的 模 截 面 在 梁 变 后 仍然 是 平 的 , 并 且 

仍然 生 直 于 已 经 变 的 中 性 线 . 
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ЛЯНЕ КАЕ [ ўл ЗЕ 
2 4 B 
全 一 多 р 
В | Пр MMe, 


Шм [Ш Т 


[ 
А Е: А В А В 
(连续 分 布 的 载荷 , 9 = const) 


图 127， 剪 力图 和 恋 矩 图 的 一 些 实例 


其 实 , 在 存在 前 力 的 时 候 , 最 初 (在 施加 载荷 之 前 ) 垂直 于 梁 轴 的 模 截 面 在 染发 
生变 形 之 后 因为 受到 载荷 作用 而 变 为 弯曲 的 . 对 于 很 长 的 梁 和 很 细 的 梁 , 可 以 忽略 模 
截面 的 上 述 变 化 ， 精 确 的 分 析 表 
明 , 在 计算 ру: 的 时 候 , 即使 染 很 
粗 , 在 很 多 应 用 中 也 可 以 忽略 横 
截面 的 弯曲 效应 . 

利用 假设 1 和 2 能 够 得 到 梁 
的 任何 模 截 面 上 的 法 向 应 力 分 布 
其 实 , = 轴 与 变形 前 的 梁 的 中 
性 轴 重 合 (图 128), 我 们 来 计算 与 
z 轴 相 距 jy| 的 纵向 纤维 在 梁 
发 生变 形 时 的 相对 伸 长 . 

考虑 平面 a1b, 和 аз, 之 间 
的 纵向 纤维 微 元 ， 设 它 的 长 度 在 图 128， 用 于 计算 纵向 纤维 在 滩 发 生 寄 曲 时 的 相对 伸 长 
变形 前 为 s, 在 变形 后 为 s+ As， 

并 用 А 表示 拨 曲 轴 的 曲率 半径 . 图 128 (b) 是 所 考虑 的 纤维 微 元 和 中 性 轴 微 元 的 放 
大 图 , 由 此 容易 看 出 ， 


As 


Е 弯曲 梁 微 元 


(b) 


е. = 22-02 (0 <0 
== ве-Б 0<0). 
Е ЈЯОЧВ БАЗ ТОД, 使 用 简单 拉 伸 的 胡 克 定律 即 可 得 到 р, 的 分 布 公式 
pu = Бел = -型 в) 


В 
ОЕ, 纤维 指 变形 前 与 梁 轴 平行 的 物质 线 . 一 一 译注 
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ІР 
2, Е А, Ац С РВ 
和 + + “АТО 
= 


图 129， 简 支 梁 图 130， 在 点 С 受 载荷 Р МИНЫ 


如 果 没 有 拉 伸 力 , 则 [ pa dc = 0, 式 中 是 梁 的 横 截 面 , 根据 (8.1) 就 有 


Е 
а 


即 中 性 轴 应 当 通过 横 截 面 的 重心 . 
知道 上 述 横 截面 上 的 应 力 , 就 可 以 计算 弯 矩 


M= /Copndr= Е [рае = 
$ Ы 


式 中 J 是 横 截面 对 z 轴 的 转动 惯量 . 如 果 知 道 每 一 个 横 截面 上 的 弯 矩 ,就 可 以 利用 
(8.1) 和 (8.2) 来 计算 ma 并 写 出 挠 曲轴 的 方程 : 
i 
7’ Е ЕЈ 
挠 曲轴 的 微分 方程 ”如 果 梁 的 偏 移 很 小 , 就 可 以 把 量 1/RR 替换 为 d?y/dz?, 从 而 可 
以 把 挠 曲轴 的 微分 方程 写 为 以 下 形式 : 
dy -好 
922 7 ЕЈ 
量 pil ИЗЕН АНАН Э. 横 截 面 上 的 切 向 应 力 直接 依赖 于 剪 力 值 , 但 
切 向 应 力 在 弯曲 问题 中 一 般 不 如 法 向 应 力 重要 . 我 们 在 这 里 不 再 考虑 切 向 应 力 的 计 
算 方法 . 
我 们 指出 , 公式 (8.3) 和 (8.4) 在 形式 上 很 像 纯 弯曲 的 相应 公式 , 但 量 М 本 身 现 
在 与 x 有关 . 所 以 , 挠 曲轴 在 一 般 情况 下 不 再 是 抛物 线 . 
简 支 梁 的 咨 昌 现在 给 出 一 些 具体 算 例 . 设 一 根 梁 在 点 C 受到 力 PP 的 作用 (图 129)， 
两 端 分 别 具 有 固定 铵 支 座 (在 点 А) 和 可 动 铵 支 座 (在 点 B)， 这 样 
的 梁 称 为 简 支 梁 . 两 端的 支 座 能 够 让 梁 绕 固定 点 自由 转动 , 而 点 В 的 支 座 带 有 滚轮 ， 
使 梁 的 一 端 能 够 在 水 平方 向 上 移动 . 如 果 忽 略 滚轮 与 地 面 的 摩擦 , 就 可 以 认为 , 点 В 
的 支 反 力 没有 水 平分 量 . 从 平衡 条 件 立刻 可 以 得 到 , 点 А 的 支 反 力 指 向 竖 直 方向 . 此 
外 , 我 们 有 


ЕЈ 
ж, (8.2) 


(8.3) 


(8.4) 


В +В = Р, аР 1Р3. (8.5) 


最 后 一 个 等 式 表明 , 梁 所 受 全 部 作用 力 对 点 4 НА РАР. 


$8。 梁 的 弯曲 问题 中 的 材料 力学 方法 295 - 


坐标 为 的 横 截 面 上 的 弯 矩 为 
М=-в(-=), z>a, 
(8.6) 
М=-В(-2)+Ра-2), z<a. 
图 130 АНБ. 最 大 弯 矩 Muax 出 现 于 载荷 已 直 接 作用 点 所 在 横 截面 ， 


Ра(1- а) 
=. 


Mmax = —Ri(l — a) = (8.7) 


在 此 横 截面 上 出 现 最 大 应 力 pn. 对 于 厚度 为 2 的 对 称 梁 , 利用 (8.3) 得 
ра = 1м. 
从 (8.7) 可 知 , 最 大 弯 矩 取决 于 а, 即 取决 于 载荷 作用 点 的 位 置 . 如 果 载 荷 作用 点 沿 
梁 轴 移动 , 则 Мах 在 ! = 2a 时 达到 最 大 值 , 这 时 载荷 作用 点 位 于 梁 的 中 央 . 
我 们 指出 , 我 们 并 未 使 用 构成 梁 的 材料 的 相关 信息 , 仅 从 静 力 学 条 件 就 求 出 了 所 
有 的 力 并 计算 出 了 应 力 pi (根据 公式 (8.5), (8.6), (8.3)). 这 是 静 定 问题 的 一 个 实例 . 
现在 求 挠 曲轴 的 方程 . 使 用 方程 (8.4) 容易 得 到 : 
在 z<a 时 


я 
в = в@а-0-Ра-а), № ЕЈу= 00 Ва нагон (8.8) 


在 z>a 时 
вл = В (2-1, № ЕЈу= ЕА — 09+ сыт + сд. (8.9) 
在 这 些 公式 中 , cu, сз, сз, cs 表示 积分 常量 . 为 了 确定 这 些 常量 , 我 们 使 用 端点 А, В 
没有 位 移 的 条 件 ; 此 外 , 在 载荷 所 在 点 , 我 们 还 假设 从 公式 (8.8) 和 (8.9) 得 到 的 位 移 
相同 并 具有 相同 的 一 阶 导数 . 于 是 , 我 们 有 


y(0)=0, yD)=0, yla+0)=ya-0), у(а+0) =у(@-0), 
从 而 得 到 
Ca 
有 二 和 人 = a &=-6- 


公式 (8.8) 一 (8.10) 给 出 了 任意 横 截面 内 的 找 度 ， 
它 与 梁 的 抗 弯 刚 度 EJ 成 反比 . 

工程 师 最 关心 的 是 挠 曲轴 在 支 座 А 和 В 
处 的 偏转 角 9。 和 9, 挠 度 最 大 (ly| = ах) 
的 点 的 坐标 z” 和 最 大 挠 度 值 ynsx， 有趣 的 是 ， 图 131， 用 于 计算 出 现 最 大 挠 度 的 位 置 
出 现 最 大 挠 度 的 横 截面 并 非 位 于 载荷 直接 作用 
处 , 它 总 是 距离 梁 的 中 央 很 近 . 其 实 , 如 果 载 荷 位 于 梁 的 中 央 , 则 z* = 1/2. 现在 设 
a <1/2, 则 显然 应 当 使 用 公式 (8.9) 来 计算 z*, 这 个 公式 在 z > a 时 成 立 (图 131). 
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图 132. 一端 固定 一 端 具有 可 动 匀 支 座 图 133， 在 点 C 受 载荷 作用 的 梁 的 弯 
的 梁 的 弯曲 和 矩 图 和 挠 曲轴 的 形状 


从 条 件 (dy/dz)*=z- = 0 得 


这 个 值 接近 1/2, 甚至 在 一 0 时 
"= (: - 5+) ~ = 0.0711. 
如 果 载 荷 正 好 位 于 梁 的 中 央 , 则 z* = 1/2, 
РІЗ 
oo 

一 端 固定 一 端 具有 可 ”现在 考虑 左 端 具有 其 他 类 型 支 座 的 梁 的 平衡 问题 (图 132), 
动 匀 支 座 的 梁 的 弯曲 ”具体 而 言 , 假设 梁 的 左 端 ( 横 截面 А) 固定 . 这 时 , 在 横 截面 

А 上 既 不 知道 支 反 力 , 也 不 知道 其 作用 点 ,所 以 必须 在 这 个 
模 截面 上 同时 引入 支 反 力 R 及 其 力矩 ол. 就 像 前 面 那样 , 点 В 的 专门 支 座 保证 了 
点 4 和 点 В 的 支 反 力 没有 水 平分 量 . 静 力 学 方程 给 出 


В+В=Р, Pa-Ril-Mm=0. (8.11) 


这 些 条 件 不 足以 确定 未 知 量 В, Ро 和 9л. 因此 , 我 们 要 解决 一 个 静 不 定 问题 . 
为 计算 Ri, Во #1 9л 而 必须 提出 的 附加 条 件 是 , 梁 轴 在 点 4 不 发 生 旋 转 (固定 
端 不 能 转动 ). 这 个 条 件 具 有 以 下 形式 : 


因为 梁 的 挠 度 y(z) 取决 于 材料 的 性 质 , 所 以 如 果 不 使 用 构成 梁 的 材料 的 性 质 , 就 无 
法 计算 出 Ri, Ва Ж 97. 
对 于 弯 矩 , 我 们 同样 有 (8.6), 所 以 挠 曲轴 的 方程 还 是 前 面 的 (8.8) 一 (8.10). 


条 件 0 = 0 的 形式 为 
-Det =0 
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或 (利用 (8.10)) 1 
Pa2 
№ = (81-а). 
进一步 从 条 件 (8.11) 即 可 求 出 Ra #9: 
Pa2 
В = Р в (9 — а), 


Ра д ав) 图 134， 具 有 三 个 支 座 的 梁 的 平衡 


不 难 检验 , 最 大 弯 矩 乃至 最 大 法 向 应 力 出 现 于 固定 端 , 并 且 这 时 载荷 的 位 置 应 满足 


а-1(1- 5): 


图 133 给 出 弯 矩 图 和 挠 曲轴 的 形状 . 
再 考虑 一 个 典型 的 静 不 定 问题 一 一 具有 三 个 支 座 的 梁 在 点 


= 


О (图 184). 02 
学 方程 这 时 给 出 
В: + Ез + Ез = Р, (812) 
Ви + Вай = Pl +а). 
条 件 (8.12) 包括 两 个 方程 , 其 中 有 三 个 未 知 量 А), В», Rs 
在 上 述 情况 下 , 用 来 确定 挠 曲轴 形状 的 微分 方程 具有 以 下 形式 : 
ви =-А‹ (1-2), => +а, 
ви = -01- =) + Ри +а-1), Ц <=<Ь+а, (8.13) 


Е = —В:(1- 2) + Р(һ +а-=) - (1-2), =<1. 

在 求解 (8.13) 时 出 现 六 个 积分 常量 . 为 了 确定 这 些 常量 和 一 个 支 反 力 , 例如 Ri, 我 

们 有 以 下 七 个 条 件 : 
(0) =0, у(1) =0, у) =0, 
У +а+0) = у +а-0), 
У +а+0) = (1 +а-0), (8.14) 
(1+0) = ув —0), 
У +0) =у(& – 0). 

使 用 条 件 (8.14) 和 (8.12) 之 后 , 所 有 支 反 力 的 值 、 挠 曲轴 的 形状 以 及 每 一 个 横 


截面 上 的 法 向 应 力 值 就 完全 成 为 已 知 的 . 
类 似 地 可 以 求解 具有 п 个 支 座 的 连续 梁 在 任意 仅 引 起 梁 发 生 弯 曲 的 力 系 作用 
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下 的 平衡 问题 . 


§ 9， 弹 性 力学 中 的 变 分 方法 


根据 某 些 泛 函 的 极 值 性 质 来 精确 地 或 近似 地 求解 问题 的 方法 称 为 变 分 方法 . 我 

们 在 这 里 研究 里 蒋 方 法 以 及 与 之 相近 的 布 勃 诺 夫 方法 , 尽管 后 者 并 非 直接 以 变 分 原 
理 为 基础 . 

先 Е 态 | р, . 设 某 一 个 

基本 变 分 方程 的 推导 我 们 首先 引入 处 于 平衡 状态 的 弹性 体 的 变 分 原理 . 设 某 一 个 


真实 过 程 经 过 给 定 的 静止 状态 , 考虑 热流 方程 
ағ = dey 一 sd7. (9.1) 


这 个 方程 对 弹性 体 中 的 任何 真实 过 程 都 成 立 , 只 不 过 它 具 有 更 一 般 的 本 质 . 就 像 82 
中 的 做 法 那样 , 可 以 在 状态 空间 中 考虑 通过 给 定点 的 一 组 不 同 的 过 程 , 对 给 定 弹性 
体 而 言 , 这 些 过 程 起 “可 能 位 移 ” 的 作用 . 与 此 同时 , 如 果 选 定 外 力 、 外 部 热流 和 其 
他 一 些 没有 被 包括 在 方程 (9.1) 中 的 外 部 因素 , 这 些 “ 可 能 ” 过程 就 能 够 成 为 真实 过 
程 . 所 以 , 如 果 用 бш, 表示 在 假想 中 可 能 实现 的 无 穷 小 位 移 变化 ( 即 几何 约束 所 允 
许 的 无 穷 小 位 移 变化 ), 用 


м) 
表示 相应 的 应 变 张 量变 化 , 用 5F 和 57 表示 自由 能 和 温度 的 可 能 变化 , 则 有 
ФЕ = рў бє; 一 ps657. (9.2) 
我 们 来 计算 弹性 体 总 自由 能 的 变化 5 = 5 ова, 式 中 Y 是 该 弹性 体 所 占 区 
域 . 因为 对 于 区 域 V 中 的 物质 微 元 成 立 等 式 бра) = 0, 所 以 


5 [реа = [ова = [vosar— /masrdr 
у у У у 


个 假设 和 对 称 性 р" = ро 对 右 侧 第 一 个 积分 进行 变换 , 得 
дб 


Рр Е Әр" = Әр? 
Е Јао идат = | 907 волат вы) Guido ~ | 22 ошат, (93) 
Ж У = У 


在 很 多 文献 中 ， sw, 被 称 为 虚 位 移 , 相应 的 应 变 张 量变 化 被 称 为 虚 应 变 张 量 . 一 一 译注 
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在 进行 变换 时 采用 了 记号 
. вту = (pr) 
当 边 界 为 2 的 弹性 体 处 于 平衡 (Е) 状态 时 , 如 果 在 部 分 边界 上 给 定 应 力 矢量 
Pn, 在 其 余 边界 Fw 上 给 定位 移 矢 量 w, 则 对 真实 应 力 应 变 状态 可 以 写 出 
әрі 


Раі, = ду = СРЕ 
此 外 , 因为 bu 是 几何 约束 所 人 允许 的 位 移 变化 , 所 以 在 Zu 上 бш = 0, 而 (9.3) 变 为 


Јо ват = | зв-бшао + {pF-war, 
У $ № 


即 积分 [= бе, dr 等 于 弹性 体 所 受 质量 力 Е 和 外 面 力 рь 的 功 . 于 是 ， 


у 


5 orar= [бодо + fpr-swar— /mirdr (9.4) 
У $ У У 


为 了 得 到 方程 (9.4), 我 们 使 用 了 关系 式 (9.2), 物质 体 的 定义 , 微分 形式 的 平衡 
方程 , 边界 Ур 上 的 应 力 边界 条 件 , 以 及 边界 Fw 上 的 边界 条 件 бш = 0. 

反 过 来 , 根据 可 能 的 位 移 变化 би 的 任意 性 , 利用 变换 (9.3) 和 条 件 (pd7) = 0 
就 可 以 从 (9.4) 和 (9.2) 得 到 微分 形式 的 平衡 方程 和 应 力 的 边界 条 件 . 在 这 个 意义 上 
可 以 说 , 方程 (9.4) 等 价 于 相应 平衡 方程 组 和 边界 条 件 . 如 果 还 有 通过 位 移 表 述 的 边 
界 条 件 , 则 应 额外 加 以 考虑 . 

弹性 力学 的 上 述 结论 和 方程 (9.4) 不 仅 适 用 于 成 立 胡 克 定律 的 小 变形 理论 , 而 且 
适用 于 弹性 体 从 初始 状态 发 生 有 限 变形 和 位 移 的 一 般 理论 . 

我 们 来 单独 研究 没有 质量 力 的 情况 ， 


Е=0. 
本 节 后 面 只 考虑 可 能 的 等 温 过 程 ， 
ФТ = 0. (9.5) 
可 以 只 考虑 在 弹性 体 全 部 边界 上 满足 等 式 
Pb.iw=0 (9.6) 
的 可 能 的 位 移 变化 дш, 这 个 条 件 只 限制 边界 点 的 可 能 的 位 移 变化 , 弹性 体内 部 点 的 
位 移 变 化 仍然 是 任意 的 . 如 果 在 У 上 ру 30, 则 条 件 (9.6) 要 求 zz 上 的 5uo 或 者 


垂直 于 作用 在 边界 上 的 外 力 的 方向 , 或 者 等 于 零 ?. 如 果 рь = 0, 则 条 件 (9.6) 对 边 
界 У» 上 的 可 能 的 位 移 变化 没有 任何 限制 . 


3 例如 , 在 里 蒋 方 法 和 布 勃 诺 夫 方 法 中 , 在 选择 近似 函数 时 就 会 出 现 这 样 的 边界 条 件 . 
?以 后 重要 的 仅仅 是 等 式 (9.7). 满足 这 个 等 式 的 位 移 变化 sw 具有 更 一 般 的 形式 , 例如 弹性 体 
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变 分 原理 ”如 果 没 有 质量 力 , 并 且 可 能 的 位 移 变化 满足 条 件 (9.5) 和 


f pF Gwar+ [водо =0, (9.7) 
; А 
则 从 方程 (9.4) 得 

ё = [ағат =0. (9.8) 


у 
因此 , 当 不 受 质量 力作 用 的 弹性 体 处 于 平衡 状态 时 , 与 满足 条 件 (9.5) 和 (9.7) 的 所 
有 其 他 可 能 位 移 w + бш 相 比 , 真实 位 移 w 使 弹性 体 总 自由 能 达到 极 值 . 我 们 指出 
并 强调 , 即使 在 上 成 立 上 述 专门 条 件 , 弹性 体 单独 一 些 部 分 的 自由 能 在 平衡 状态 
下 也 不 会 达到 极 值 

不 难 证 明 , 如 果 弹 性 体 服从 胡 克 定律 , 并 且 在 Т = То = const 时 对 所 有 等 温 过 
程 都 可 以 认为 已 是 sy 的 正定 二 次 型 , 则 条 件 (9.8) 变 为 平衡 状态 下 的 最 小 总 自由 
能 条 件 . 


1 с 
роЕ (64, Т) = у АУЧецеы + ВӘ (Т – Т) + (7 — Т)? — poso(T ~ Т), 
并 且 


Мен >0. 
如 果 在 5T = 0 的 条 件 下 计算 F(ei; + бе, Т), 则 有 
Flei + бє, Т) = Е(,. Т) + дЕ. ба че. беу бе 
де; к 
= Ву, T)+6F+ заек бе, бен. 
根据 (9.8), 得 


/ pF(es + вел) dr = pF(ey) dr + 到 ] АЎН бе, бен йт. 
у У У 


ЖЖ АОК де, бе 是 正定 二 次 型 , 所 以 从 最 后 一 个 等 式 可 知 


] pF(ey + бе.) ат > / pF(ey) dr, 
V 


即 真实 状态 下 的 自由 能 小 于 其 他 可 能 状态 下 的 自由 能 . 

因此 , 在 某 些 确定 的 条 件 下 , 求解 弹性 体 平衡 问题 可 以 化 为 求解 使 某 个 泛 函 达 
到 极 值 的 变 分 问题 (对 于 等 温 过 程 , 这 个 泛 函 是 总 自由 能 ). 

我 们 指出 , 如 果 边界 zz 上 的 рр ЖАРАР, 则 变 分 方程 (9.8) 成 立 所 必须 的 条 


作 刚 体 运动 时 的 任何 位 移 变化 , 因为 外 力 满足 平衡 条 件 . 再 如 , 如 果 在 区 域 V 中 处 处 都 有 F = 0, 
并 且 在 У, 上 рь = 0, 则 任何 бш 都 满足 (9.7). 
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件 (9.6) 对 У, 上 的 可 能 位 移 变化 的 形式 有 一 些 限 制 , ,上 的 5w 不 可 能 是 任意 的 . 
所 以 , 方程 (9.8) 并 非 完全 等 价 于 方程 (9.4), 它 仅 保证 平衡 方程 成 立 , 但 不 保证 У, 
上 的 边界 条 件 成 立 (只 要 这 些 边界 条 件 不 化 为 条 件 pe|;, = 0)， 我 们 来 证 明 , 在 许 
多 情况 下 可 以 引入 同样 具有 某 种 能 量 含义 的 另 一 个 泛 函 I 来 代替 Ф, 使 变 分 方程 
(9.4) 化 为 5I = 0 的 形式 , 并 且 不 需要 用 条 件 (9.6) 或 (9.7) 来 限制 ,上 的 可 能 位 
移 变化 jw. 这 样 一 来 , 方程 5 = 0 就 完全 等 价 于 平衡 方程 组 和 应 力 的 边界 条 件 . 例 
如 , 可 以 采用 以 下 方法 引入 泛 函 П. 设 W 是 弹性 体 在 初始 时 刻 所 占 区 域 , 在 该 区 域 
的 部 分 边界 50 上 给 定 了 外 应 力 , 就 是 换算 到 变形 前 单位 面积 表面 的 外 面 力 密度 ， 
7р3 доу = рь до. 我 们 把 方程 (9.4) 中 的 积分 变换 为 对 初始 拉 格 朗 日 坐标 的 积分 ， 


Јо боо + | ов войт = [взвода [poF- Gwar,. 
р, Vv 


5 % 


我 们 如 果 约 定 , 在 考虑 位 移 的 变 分 时 外 力 F 和 рь 不 变 , 则 


Га ооа jn ња Ја оаа Гое) 
5} 


Vo Ф 


(е и! 


所 以 , 如 果 只 考虑 等 温 过 程 中 的 可 能 位 移 变化 , 就 可 以 把 变 分 方程 (9.4) 改写 为 


Гов Јао for-war) -0 (9.9) 


И 5» У 


П = 0, 


= Јова - [pewao— [овча 
у 


Ў, у 


式 中 


只 要 在 边界 У, 上 给 出 变形 前 单位 面积 表面 的 应 力 , 就 可 以 实际 使 用 变 分 原理 
(9.9). 在 许多 实际 问题 中 , 边界 条 件 正 好 就 是 这 样 给 出 的 . 在 弹性 力学 的 线性 理论 中 
只 考虑 相对 位 移 很 小 的 情况 , 这 时 рь 与 рь 之 间 的 差别 小 到 可 以 忽略 , 所 以 在 变形 
后 的 弹性 体 边 界 上 给 出 真实 应 力 等 价 于 给 出 变形 前 单位 面积 表面 上 的 应 力 . 

我 们 指出 , (9.9) 和 一 些 类 似 的 变 分 原理 不 仅 适用 于 平衡 问题 , 而 且 适 用 于 运动 
问题 , 这 时 应 让 质量 力 F 包括 -ma 这 一 项 ( 见 第 一 卷 附录 二 ). 

里 菊 方 法 求解 弹性 体 平衡 问题 的 里 蒋 方 法 是 基于 变 分 原理 (9.8) 或 者 在 更 一 般 的 
表述 下 直接 基于 方程 (9.4) 发 展 起 来 的 一 种 方法 , 其 内 容 如 下 . 为 了 求 出 
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位 移 , 我 们 把 它 表示 为 有 限 或 无 限 级 数 的 形式 : 


м 
ш=щ + У аш, (9.10) 
= 
式 中 wo, ш) 是 事先 给 定 的 坐标 的 函数 (例如 多 项 式 ), а, 是 暂时 未 知 的 常量 . 函数 
wo, ш 本 身 不 一 定 满足 平衡 方程 , 也 不 一 定 与 应 力 的 边界 条 件 有 关 , 但 在 选择 这 些 
函数 时 , 应 当 让 它们 满足 位 移 的 边界 条 件 (如 果 有 这 样 的 条 件 的 话 ). 例如 , 可 以 选择 
这 样 的 函数 wo, шоб), 使 它们 在 弹性 体 表 面 上 等 于 


wo = tb， ш®=0. 


如 果 位 移 是 由 公式 (9.10) 给 出 的 , 就 可 以 计算 与 之 相应 的 应 变 张 量 的 分 量 和 泛 函 П, 
前 者 在 相对 位 移 很 小 的 情况 下 是 常量 а, 的 线性 函数 , 后 者 在 成 立 胡 克 定律 的 情况 下 
是 а, 的 二 次 多 项 式 . 

考虑 位 移 变化 бш 的 以 下 形式 : 


dw = Ушба, (9.11) 


这 是 从 (9.10) 对 а, 进行 变 分 运算 后 得 到 的 . 对 于 等 温 过 程 , 应 当成 立 等 式 
6П = 0, 


НП 显然 已 经 不 依赖 于 坐标 , 它 是 os 的 二 次 多 项 式 , 其 中 的 系数 是 已 知 的 . 所 以 ， 
п 的 极 值 条 件 i 
би, = 0, 8=1,2, … М, (9.12) 
是 一 组 线性 方程 , 由 此 即 可 求 出 .用 这 种 方法 可 以 求 出 函数 w, 并 且 如 果 bu Д. 
有 (9.11) 的 形式 , 则 与 其 他 函数 w + 5w 相 比 , 位 移 w 让 泛 函 II 取得 极 值 . 
假如 变 分 jw 完全 任意 (满足 需要 的 边界 条 件 ), 这 样 得 到 的 解 就 是 精确 解 , 因为 
变 分 原理 (9.9) 完全 等 价 于 平衡 方程 组 和 应 力 的 边界 条 件 . 在 上 述 条 件 下 , ВИНЕ 
仅 对 某 种 биз 成 立 , 所 以 我 们 得 到 近似 解 . 然而 , 如 果 函 数组 w(*) 是 完备 的 , 即 如 果 
在 给 定 的 一 类 函数 中 , 任何 一 个 函数 一 一 例如 任何 5w 一 一 都 能 够 以 任意 精确 度 表 
示 为 该 函数 组 的 线性 组 合 , 那么 , 只 要 在 (9.10) 中 选取 足够 多 项 , 一 般 就 可 以 得 到 非 
常 接近 精确 解 的 结果 . 
对 任何 N 求解 方程 组 (9.12), 然后 在 N 一 со 时 取 极 限 , 这 样 就 可 以 得 到 精确 
解 . 这 个 问题 不 仅 与 函数 组 w(* 的 完备 性 有 关 , 与 级 数 (9.10) 的 收敛 性 也 有 关系 . 
作为 应 用 里 蒋 方 法 的 一 个 例子 , 我 们 来 考虑 椭圆 截面 杆 在 两 
мия 端 受 扭 矩 作 用 时 的 扭转 问题 (图 135). 就 像 前 面 那样 ( 见 $7)， 
我 们 认为 没有 质量 力 , Т = То, 并 且 位 移 满足 公式 


ш = -а2у, w=azr, ws=af(z, у). 
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于 是 , 无 论 函数 f(z, y) 如 何 , 应 变 张 量 和 应 力 
张 量 只 有 以 下 非 零 分 量 : 


а 
ёп = 6з = 5 (-+ 5; ], 


а 
ёа = 61 = 5 (2+9), 
Pal = Раз = 2713, 


Рз2 = Раз = 2423. 
这 时 还 认为 , 杆 是 由 服从 胡 克 定律 的 各 向 同性 。 图 135， 椭 贺 截 而 杆 扭转 问题 中 的 记号 
材料 制 成 的 . 对 于 单位 体积 的 自由 能 , 我 们 得 到 


? (= Е 小 + (9 +) де, (9.13) 
式 中 区 是 杆 的 横 截面 . 


考虑 以 下 形式 的 微小 位 移 变 化 би: 
бшу =0, би, =0, биз = аб/(т, у). 
它们 满足 条 件 (9.6), 因为 在 侧面 上 按照 条 件 有 
р. = 0, 


在 两 端 有 
Pn:6w=0 


(矢量 р, = ps 属于 zy 平面 , 而 бш 只 有 z 轴 上 的 分 量 不 等 于 零 )， 所 以 , 对 于 所 有 
这 样 的 位 移 变 化 , 应 当成 立 等 式 


в [оға =0, 
у 


СЗС] 47 = 0. (9.14) 
= 


我 们 注意 到 , 这 时 在 杆 侧面 上 对 任何 位 移 变 化 5w 都 成 立 条 件 (9.6), 所 以 从 变 
分 方程 (9.14) 既 可 以 得 到 平衡 方程 , 也 可 以 得 到 侧面 上 的 边界 条 件 . 其 实 , 容易 证 明 ， 


即 
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如 果 变 分 5 是 任意 的 , 从 (9.14) 就 可 以 得 到 , f 在 У 的 内 部 满足 方程 Af = 0 ( 变 
分 学 中 的 欧 拉 方程 )， dt 

9/ _ 

Em 248 
而 这 个 结果 就 是 已 经 在 $7 中 提出 的 计算 扭转 函数 的 问题 . 下 面 用 里 茨 方法 求 出 扭 
转 函 数 f(z, у). 为 此 , 令 f 的 形式 为 


了 = Ату, 


ЕЕ +10), 


式 中 4 是 某 个 常量 , 即 令 
wo=0, ш = zy 


(因为 在 所 研究 的 问题 中 没有 给 出 边界 上 的 位 移 , 所 以 可 以 任意 选取 函数 wo, ut)). 
对 于 杆 的 总 自由 能 , 从 (9.13) 有 


ља таь 


Ф- шай ft- ру + (Ата) во = 区 0 д руа (да) = ФА), 


因为 区 域 2 ЫНА 
а? у Е 
+1 
从 变 分 原理 оф = 0 得 到 方程 
0, 即 (А-П + (А+ 1)02 = 0, 
从 而 
а-в 
+ 
因此 ， 
22 
ярым 


有 趣 的 是 , 这 个 解 是 椭圆 杆 扭转 问题 的 精确 解 ( 见 57). 因为 对 函数 w(*) 的 选 
取 很 成 功 , 所 以 在 级 数 (9.10) 中 仅 有 一 项 即 给 出 精确 解 . 
采用 类 似 方法 (шоо) 是 多 项 式 ) 可 以 得 到 矩形 和 三 角形 截面 杆 扭转 问题 以 及 其 
他 一 些 问题 的 近似 解 . 
БЕ 现在 简 述 布 勃 诺 夫 方法 2 .这 种 方法 与 研究 形 如 (9-8) 的 某 个 泛 函 
的 极 值 问题 没有 直接 的 关系 , 并 且 能 够 应 用 于 涉及 不 可 逆 现 象 的 一 
些 问题 3 . 


汪 这 种 方法 在 文献 中 还 被 称 为 布 勃 诺 夫 一 伽 辽 金 方法 . 
习 在 存在 不 可 逆 效 应 时 一 般 没有 形 如 (9.8) 的 完整 变 分 原理 . 
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设 需 要 在 确定 的 边界 条 件 下 求解 某 些微 分 方程 , 例如 黏 性 流体 或 弹性 体 的 运动 
方程 . 用 位 移 表示 的 运动 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 


L(w) = 0, (9.15) 


式 中 上 是 某 个 算 子 . 例如 , 对 于 服从 胡 克 定律 的 各 向 同性 弹性 体 , 我 们 在 等 温 平 衡 的 
情况 下 有 线性 拉 梅 方程 


L(w) = (А + р) graddivw + yAw +pF = 0. 


就 像 里 蒋 方 法 那样 , 我 们 寻找 以 下 形式 的 解 : 
м 
ш = У an， (9.16) 
=1 


式 中 о) 是 某 一 组 完备 的 已 知 函数 . 我 们 进一步 假设 , 通过 对 函数 w(?) 的 选择 , 边 
界 条 件 事先 就 能 够 得 到 满足 . 把 公式 (9.16) 代入 方程 (9.15), 然后 用 每 一 个 函数 w(*) 
去 乘 所 得 结果 , 再 对 所 研究 的 弹性 体 所 占 区 域 V 进行 积分 , 我 们 得 到 以 下 方程 组 : 


[iw wrar=0, s=1,..,N. (9.17) 
у 
因为 L(w) 现在 是 坐标 的 已 知 函数 , 并 且 (在 胡 克 定律 成 立时 ) 是 а, 的 线性 函数 , 所 
以 (9.17) 是 用 来 计算 а, 的 代数 方程 组 , 利用 该 方程 组 的 可 解 条 件 还 能 够 确定 某 些 
参量 . 现在 , 我 们 来 确定 满足 方程 组 (9.17) 的 os- 

一 个 问题 是 : 为 什么 从 (9.16) 和 (9.17) 得 到 的 函数 w 就 是 问题 的 近似 解 ? 显 
然 , 如 果 09) 是 一 组 完备 的 函数 , 则 无 论 事先 给 定 何 种 精度 , 只 要 函数 wt*) 的 数目 
足够 大 , 从 方程 组 (9.17) 就 可 以 得 到 L(w) = 0. 因此 , 利用 这 种 方法 可 以 得 到 接近 精 
确 解 的 结果 . 

为 了 利用 这 种 方法 在 N 一 co 时 得 到 精确 解 , 研究 关于 级 数 (9.16) 的 收敛 性 、 
把 该 级 数 代入 (9.15) 的 合理 性 以 及 包含 无 穷 多 个 方程 的 方程 组 (9.17) 的 可 解 性 等 数 
学 问题 具有 重要 的 意义 . 

布 勃 诺 夫 方法 还 能 够 被 应 用 于 弹性 力学 的 一 些 动力 学 问题 , 这 时 а, = as(). 在 
这 种 情况 下 , 如 果 积 分 是 对 空间 区 域 V 进行 的 , (9.17) 就 是 以 时 间 t 为 独立 自 变量 
的 常 微分 方程 组 . 

如 果 使 用 在 本 质 上 等 价 于 布 勃 诺 夫 方 法 的 一 种 近似 方法 , 并 且 在 弹性 体 所 占 区 
域内 仅 对 部 分 独立 变量 进行 积分 , 就 能 够 降低 独立 自 变量 的 数目 ,从 而 显著 简化 数 
学 问题 . 在 实际 应 用 中 , 类 似 的 简化 方法 经 常用 于 杆 、 板 、 这 的 理论 和 水 力学 等 领域 . 

用 整体 介质 的 动量 方程 、 动 量 矩 方程 和 能 量 方程 等 积分 关系 式 来 代替 微分 方程 ， 
以 便 近 似 地 给 出 运动 和 状态 特征 量 的 分 布 规律 , 这 从 本 质 上 讲 就 是 布 勃 诺 夫 方法 的 
一 种 特殊 应 用 方式 . 
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$10. 各 向 同性 弹性 体 中 的 弹性 波 


现在 研究 小 扰动 在 弹性 体 中 的 传播 . 在 相对 位 移 很 小 的 情况 下 , 如果 温 度 保持 
不 变 (T = То), 则 拉 梅 方程 具有 以 下 形式 : 


обе = (Л + и) graddivw + pAw + рЕ. (10.1) 
弹性 波 传播 过 程 可 以 ”在 运动 状态 下 , 弹性 体 的 温度 一 般 不 会 保持 不 变 . 温度 不 但 
视 为 绝热 过 程 随时 间 变 化 , 而 且 在 弹性 体 所 占 空间 中 的 不 同 点 也 各 不 相同 . 


所 以 , 弹性 力学 方程 组 在 一 般 情况 下 极其 复杂 . 然而 , 因为 弹 
性 体内 部 的 热传导 是 一 种 缓慢 的 过 程 , 所 以 小 扰动 在 弹性 体内 部 快速 传播 的 过 程 通 
常 可 以 认为 是 绝热 的 ， 就 像 小 扰动 在 气体 中 传播 的 情况 那样 , 利用 弹性 体 绝热 运动 
假设 能 够 得 到 温度 与 应 变 张 量 之 间 的 一 个 简单 的 关系 式 ,此 关系 式 与 通过 位 移 表示 
的 动量 方程 一 起 组 成 封闭 方程 组 . 
因为 任何 物质 微 元 在 绝热 过 程 中 都 不 与 外 部 介质 发 生 热 
НЕ 交换 аде -0)， 而 弹性 力学 中 的 所 有 过 程 都 认为 是 可 地 
的 (Tds = dge)， 所 以 弹性 力学 中 的 绝热 过 程 是 等 六 过程 
8 = сопзі. У-РЕЯЧЕЖКИЙ (М 52), 我 们 有 
225 (5) А (10.2) 


СУЯ 


假设 温度 的 变化 工 一 五 与 To 相 比 很 小 , 则 在 小 变形 的 情况 下 可 以 把 各 向 同性 弹性 
体 自由 能 Р 的 表达 式 写 为 以 下 形式 ( 见 (2.27)): 


и 1 
Р= 5516) Я 2160) = 7 +2p)a(T – То) (е) 
—so(T— To)— Ез (ТТ)? + Е, (10.3) 


式 中 so, А, и, с 和 Fo 是 某 些 常量 , ЖИ: (Т - То)? 阶 和 更 高 阶 的 项 . 
把 (10.3) 代入 (10.2), 得 
s+ 


ah(es) + s0+ вт Sm (10.4) 
ТЕЗА Р (在 弹性 力学 的 绝热 过 程 中 ), 令 з = so = const, 我 们 有 也 与 og 的 以 


下 关系 式 : 


тту (+2p)oTo 
pe 


16), (10.5) 


这 类 似 于 完全 气体 的 绝热 关系 式 
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公式 (10.3) 中 的 系数 с 可 以 解释 为 定 应 变 热 容 . 其 实 , 在 弹性 力学 中 有 


таз = 04%, 


_ (9% Е (2 三 
«= (97 „== (ат), = 


对 于 绝热 过 程 , 根据 (2.28) 和 (10.5) 可 以 把 胡 克 定律 改写 为 
(ЗА + 2и)?а?Ть 
Pij = р + рс | 


所 以 利用 (10.4) 得 


(esp)gj + 2pes = Mal (eap)9 + Зе 
式 中 引入 了 记号 
АЕ (ЗА + 2и)?а?Т 
рс 
显然 , 绝热 过 程 的 拉 梅 方程 在 形式 上 与 等 温 过 程 的 拉 梅 方程 (10.1) 相同 , 只 要 
把 其 中 的 А 理解 为 ua 为 便于 书写 , 我 们 在 下 面 将 把 Aus 写 为 А 并 使 用 通常 形式 
的 拉 梅 方程 (10.1). 该 方程 不 仅 适 用 于 弹性 体 中 的 等 温 过 程 , 在 Л = X 时 也 适用 于 


纵波 与 横 波 现在 考虑 无 界 各 向 同性 弹性 体 中 的 平面 弹性 波 , 这 时 位 移 w 只 依赖 于 
时 间 + 和 一 个 笛 卡 儿 坐 标 , 例如 z， 为 简单 起 见 , 我 们 假设 没有 质量 
ло. 于 是 , 从 (10.1) 可 知 , 位 移 矢量 w 的 分 量 满足 以 下 方程 : 


Аа 


Ow 1 Ow 
о = н (10.6) 
92, 16 диз 1 диз 
622 = 0 92° да go (07) 


式 中 


+2 四 
а= р ‚а= Ё. 
р > А 


方程 (10.6) 和 (10.7) 是 通常 的 波动 方程 , Ж а, 和 а, 是 扰动 的 传播 速度 ( 见 第 八 章 
$17). 可 以 看 出 , 位 移 分 量 w, 的 扰动 传播 速度 不 同 于 位 移 分 量 w 和 ws 的 扰动 传 
播 速 度 . 因此 , 平面 弹性 波 是 两 种 独立 的 波 . 其 中 , 位 移 (из) 方向 与 波 本 身 的 传播 方 
向 一 致 的 波 称 为 纵波 , 其 波 速 为 a1; 在 另 一 种 波 中 , 位 移 (w' = шј + wak) 垂直 于 
波 的 传播 方向 , 这 样 的 波 称 为 横 波 , 其 波 速 为 mx. 因此 , 在 弹性 体 中 有 两 种 声速 . 在 
拉 梅 系数 и 等 于 零 时 , а = 0, 即 横 波 不 能 在 没有 切 向 应 力 的 弹性 介质 中 传播 . 对 于 

六 如 果 给 定 的 质量 力 F 与 时 间 无 关 , 这 个 假设 就 无 关 紧 要 , 因为 拉 梅 方程 是 线性 的 , 可 以 仅 对 
附加 位 移 wu 做 出 下 述 结 论 . 这 里 的 附加 位 移 被 定义 为 wsupp = w ча 式 中 оа, 表示 弹 


性 体 因为 受到 外 质量 力 F 和 表面 上 的 静 力学 外 载荷 的 作用 而 形成 的 静 力学 位 移 , 或 者 表示 由 弹性 
体 边界 上 给 定 的 静 力学 位 移 引起 的 静 力 学 位 移 . 
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空气 , ay = 330 m/s, аз = 0, 对 于 铁 , а, = 7000 m/s, аз = 3200 m/s. 有 时 可 以 利用 这 


两 个 声速 之 比 
аа _ [+20 _ [2а—0) 
«У в Vo 029) 


式 中 о 是 相应 的 泊 松 比 . 我 们 指出 , a;/as 不 依赖 于 弹性 体 的 密度 p 和 相应 的 杨 氏 
模 量 E. 

横 波 不 引起 弹性 介质 微 元 的 体积 变化 , 因为 这 时 ш, = 0, 而 wz 和 ws 与 y,z 无 
关 , 从 而 div = 0. 不 过 , 容易 验证 , 在 横 波 中 rotw 72 0, 所 以 横 波 引起 介质 微 元 的 
“旋转 ”. 相反 , 纵波 引起 介质 微 元 的 体积 变化 (divw = wi/6z # 0), 但 不 引起 “ 旋 


转 " (rot w = 0). 

剪 切 波 与 腹胀 波 在 无 界 空间 中 传播 的 任意 的 弹性 波 ( 非 平面 波 情况 ) 也 可 以 分 解 
为 两 种 独立 的 波 . 为 此 , 我 们 首先 指出 , 质量 力 就 像 任何 其 他 矢量 

那样 可 以 表示 为 有 势 矢 量 与 无 源 矢量 之 和 ( 见 第 八 章 826), 即 


Е = grad 理 +rot 更 ， (10.9) 


并 且 可 以 不 失 一 般 性 地 认为 
div 更 =0. 


我 们 进一步 假设 , 我 们 将 在 整个 空间 中 寻找 拉 梅 方程 (10.1) 的 以 下 形式 的 连续 可 微 
的 解 : 
аш = grad yp + гоё 4, (10.10) 


2 р 是 位 移 w 的 标量 势 , 是 其 矢量 势 (divw = 0). 把 (10.9) 和 (10.10) КАЖ 
程 (10.1), 得 (在 p= const 时 ) 
grad [о + 2и)Дфр + рф – 4 + гоб ра» 二 Pp 于 一 | = 0. (10.11) 
在 此 方程 两 侧 取 散 度 , 得 
| 器 
А |+ 24) Аф+ 0$ - ро | =0. 


这 表明 , 连续 函数 (和 + 2и) Ду + оф - p02p/6t? 是 全 部 空间 中 的 调和 函数 , 从 而 或 者 
是 常量 , 或 者 是 时 间 的 某 个 函数 f(t). 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 函数 f(t) 等 于 零 , 因为 
可 以 引信 标量 势 


人 И 
vote 区 fat. 


来 代替 标量 势 p. 于 是 , 为 了 确定 标量 势 w, 我 们 得 到 方程 


Ap— =-$. (10.12) 
а 1 
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类 似 地 , 在 方程 (10.11) 两 侧 取 旋 度 , 得 


924] _ 
2) = 0. 


rotrot а» + рф – р | = 


按照 矢量 分 析 公 式 ( 见 第 八 章 $26) 
rotrot A = graddiv А – ДА, 


如 果 A 是 无 源 矢 量 , 则 
rotrot А = -ДА. 


因此 , 在 上 述 条 件 下 , 连续 矢量 дла + оф — одар 902 是 整个 空间 中 的 调和 矢量 , 而 
这 就 表明 , 位 移 的 矢量 势 % 在 整个 空间 中 满足 方程 
о-в (10.13) 

显然 , 如 果 p 和 р 是 方程 (10.12) 和 (10.13) 的 任意 的 解 , АЗ (10.10) 就 给 出 
拉 梅 方程 (10.1) 的 解 . 

方程 (10.12) 是 通常 的 非 齐 次 波动 方程 , 所 以 , 位 移 w 中 与 标量 势 p 相对 应 的 
那 一 部 分 ао; 以 波 速 a 在 空间 中 传播 . 以 波 速 ai 传播 的 波 引起 介质 的 体积 变化 , 这 
是 无 旋 的 压缩 波 或 膨胀 波 . 

方程 (10.13) 也 是 非 齐 次 波动 方程 , 它 表明 , 位 移 w 中 与 矢量 势 % 相对 应 的 那 
一 部 分 wa 以 波 速 a 在 空间 中 传播. 这 样 的 波 是 有 旋 的 , 被 称 为 剪 切 波 或 畸变 波 , 它 
不 引起 介质 微 元 的 体积 变化 . 在 地 震 时 可 以 观测 到 剪 切 波 和 膨胀 波 , 并 且 根据 观测 
站 所 记录 的 相应 扰动 波 到 达 时 间 之 差 At 就 能 够 以 很 高 的 精度 判断 从 观测 站 到 震中 


的 距离 L, 因为 
С) 


平面 问题 中 的 波动 方 ” 我 们 把 上 述 一 般 方法 应 用 于 zy 平面 上 的 平面 问题 . 这 时 , 质 
程 量力 分 量 F 和 位 移 分 量 ws 等 于 零 , 全 部 运动 与 坐标 z 无 
ЭС, 一 般 公式 (10.9) 和 (10.10) 在 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 的 投影 可 
以 通过 z 和 у 的 两 个 标量 函数 写 为 更 简单 的 形式 . 
对 于 外 质量 力 Е 和 位 移 w, 我 们 分 别 有 


Ay— 


9Ф _ 0% 9$ 0% 

5+9, P= 页- 本; (10.14) 
= бр, 9% = 80. 9% 

о. 0009, m=- 如 -性 (10.15) 


容易 看 出 , 对 于 给 定 的 矢量 场 Р 和 ш, 函数 Ф, Ч 和 yp, 是 相应 泊 松 方程 的 解 , 因 
为 通过 微分 运算 和 加 减 运算 即 可 从 (10.14) 或 (10.15) 得 到 这 些 函 数 的 泊 松 方程 . 
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类 似 于 方程 (10.12) 和 (10.13), 平面 问题 中 的 拉 梅 方程 (10.1) 化 为 p ЖТ у 的 两 
个 一 般 非 齐 次 的 标量 波动 方程 : 
So бр 1 др 1. 
922 * д? то т 
50.59 194 __1. 
972 "др тор а 
因此 , 弹性 波 在 充满 无 界 三 维 空间 的 各 向 同性 介质 中 传播 的 问题 在 平面 波 的 情 
况 下 也 归结 为 求解 两 个 特殊 形式 的 波动 方程 . 由 此 可 以 看 出 , 在 充满 无 界 空间 的 均 质 
各 向 同性 弹性 介质 中 , 任何 小 扰动 都 可 以 利用 膨胀 波 与 剪 切 波 的 到 加 表示 出 来 如 
果 介质 不 是 均 质 的 , 或 者 占据 有 界 空间 , 就 可 能 出 现 其 他 一 些 类 型 的 波 , 例如 在 介质 
边界 附近 传播 的 波 . 我 们 将 在 下 面 研究 这 种 类 型 的 波 . 
利用 波动 方程 (10.12), (10.13) 或 (10.16), (10.17) 的 边 值 问 
НИ 是 ,还 可 以 解决 弹性 振动 在 有 界 空间 中 传播 的 问题 但是, 因 
时 的 边界 条 件 为 需要 考虑 边界 条 件 , 所 以 把 弹性 波 分 解 为 前 切 波 和 膨胀 波 
的 问题 变 得 比较 复杂 . 边界 条 件 能 够 把 不 同 种 类 的 弹性 波 联 
系 起 来 , 边界 的 存在 能 够 造成 波 的 相互 作用 和 分 离 . 
最 简单 类 型 的 边界 条 件 是 : 弹性 体 边界 上 的 位 移 w 或 应 力 р, 等 于 零 (分 别 对 
应 弹性 体 边界 固定 或 边界 上 不 受 载荷 的 情况 ). 
如 果 在 有 界 空间 中 确定 弹性 波 的 问题 以 求解 波动 方程 (10.16) 和 (10.17) 的 方式 
提出 , 就 必须 通过 势 函数 p 和 р 写 出 边界 条 件 . 
弹性 波 在 有 界 空间 中 传播 的 一 般 问题 相当 复杂 . 我 们 以 zy 平面 上 的 一 个 平面 
问题 为 例 来 研究 相关 的 提 法 . 设 弹性 介质 占据 整个 上 半空 间 у > 0, 其 边界 y = 0 不 
受 应 力作 用 , 我 们 来 研究 弹性 波 的 传播 . 边界 条 件 (在 y = 0 时 р, = 0) 的 形式 为 


Ф, (10.16) 


у. (10.17) 


ры = 一 pl2 =0, pna = 一 PP2 = 0, раз = р = 0. 
如 果 应 用 胡 克 定律 、 小 变形 情况 下 si 通过 w 的 表达 式 和 把 位 移 tw 的 分 量 通过 势 


函数 р, % 表示 出 来 的 公式 (10.15), 就 容易 证 明 第 三 个 条 件 自动 成 立 , 而 前 两 个 条 件 
化 为 以 下 形式 : 


92 
еее 233079.) =0, 
=0 


5 
9% Py 054] _ 
ра 5-88), 9 
为 了 得 到 方程 (10.16) 和 (10.17) 的 具体 的 解 , 除了 边界 条 件 (10.18), 还 必须 使 用 关 
于 解 在 y 一 со 和 z 一 Боо 时 的 行为 的 一 些 附 加 条 件 , 一 般 而 言 还 必须 使 用 初始 条 
件 . 还 可 以 研究 驻 波 或 行 波 等 运动 . 


(10.18) 


$10. 各 向 同性 弹性 体 中 的 弹性 波 с зи. 


瑞 利 表面 波 我 们 来 证 明 , 在 上 述 问题 的 解 中 存在 表面 波 解 . 为 此 , 我 们 在 没有 质量 
力 的 条 件 下 考虑 向 z 轴 方 向 传播 的 平面 正弦 行 波 , 其 频率 为 w, 波 数 
为 ,振幅 与 y 有 关 , 即 假设 


Фу), 9), (10.19) 
并 寻找 波动 方程 (10.16) 和 (10.17) (此 时 Ф #1 Ф 等 于 零 ) 的 这 样 一 些 解 , 它们 在 远 


离 边界 面 时 ( 即 在 у 一 оо 时 ) 趋 于 零 . 把 (10.19) 代入 (10.16) 和 (10.17), 我 们 得 到 
函数 f(y) 和 g(y) 的 以 下 方程 : 


Фу. dg 


ай (к ~ k2)f = 0, а? - (К? – k2)g = 0, (10.20) 
式 中 
о о : 
к=. Ва (10.21) 


根据 y — со 时 的 条 件 , 必须 要 求 
k2—k?>0, к-к > 0, (10.22) 


否则 f 和 9 是 у 的 周期 函数 , 无 法 满足 y 一 оо 时 的 条 件 , 也 就 无 法 得 到 表面 波 . 
从 条 件 (10.22) 可 知 , 表面 波 的 波 速 


应 当 小 于 膨胀 波 或 横 波 的 波 速 cs (< a1). 
如 果 引 入 记号 
Рома, РВ, (10.23) 


就 可 以 把 方程 (10.20) 的 通 解 写 为 以 下 形式 : 
f=Ae + Ас", д = Ве" + Ве, 


式 中 4, ду, В, В, 是 常量 . 显然 , 必须 令 А, = 0, В, = 0, 否则 弹性 介质 中 的 扰动 在 
y оо 时 将 增加 . 对 p 和风 得 到 以 下 表达 式 : 


<= hei(tz-ob-m， 东 一 局 gi(ktz-o0-oy. (10.24) 
现在 考虑 y = 0 时 的 边界 条 件 . 对 于 解 (10.24), 它们 化 为 4 和 В 的 两 个 齐 次 方程 
ат? А — (а? — 2а?) АЕ? +2ia3Bks = 0, 
一 2i4kr + (82 + Е?)В = 0. 
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把 r 和 5 的 表达 式 (10.23) 代入 其 中 , 得 
2_ а 2 i ey Е 
А (= и) +авк/Р-В=0, а 
— АК УЕ? — Е + B(2k? — К) = 
这 些 方程 的 相 容 条 件 是 其 行列 式 等 于 零 , 由 此 给 出 方程 
(2 - 5) (22 – 02) = аку — 8/2 — Е. 
2 


利用 记号 (10.21) 和 


可 以 把 以 上 方程 的 形式 写 为 


2 
2 1\ а [е1 [е1 6. 
(2 2) а (9 – а 16 2 =0. (10.26) 


方程 (10.26) 是 存在 表面 波 的 条 件 , 由 此 可 以 计算 这 样 的 波 的 波 速 = 1/0. 这 
个 方程 称 为 瑞 利 方程 . 瑞 利 证 明了 弹性 体 表面 波 的 存在 . 

我 们 来 证 明 , 对 于 给 定 的 a, 和 oz, 瑞 利 方程 (10.26) 具有 唯一 的 正 的 实数 根 , 它 
满足 条 件 c。 < az; 换言之 , 对 于 拉 梅 系数 和 和 是 常量 的 任何 各 向 同性 弹性 介质 ,上 
述 类 型 的 表面 波 存在 于 介质 所 占 半空 间 的 边界 附近 , 并 且 这 些 波 的 波 速 唯一 地 取决 
于 拉 梅 系数 入 和 jp. 

其 实 , 瑞 利 方程 (10.26) 的 左 侧 在 0 = 1/а, 时 为 正 , 在 0 — оо 时 为 负 , 因为 在 无 
穷 远 点 的 邻 域 把 它 展开 为 震级 数 时 , 第 一 项 等 于 (2. - 3) 由 此 直接 可 知 , 该 


方程 具有 实数 根 . 这 个 根 是 唯一 的 ， 因为 瑞 利 方程 左 侧 的 导数 在 区 间 l/laa<0<% 
上 小 于 零 . 其 实 , 该 导数 等 于 


| т 
во (22 - ж) -aye - І (в г. аа 21 
а а а т, жен изен 
可 
Ne 
= Б а 
Г р т 
“т “я е лүе з 
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其 中 第 一 项 是 负 的 , 因为 


1 2 1 2 Т 
е) > уе ү. 
( а а а3 


第 二 项 也 是 负 的 , 因为 02 — 1/42 与 02 – 1/а5 的 算术 平均 值 总 是 大 于 它们 的 几何 平 


均值 , 即 
ат 


表面 波 的 波 速 ”现在 给 出 相关 计算 结果 , 从 中 可 以 看 出 , 表面 波 波 速 с 接近 于 剪 切 
波 ( 横 波 ) Ж а. 对 瑞 利 方程 (10.26) 作 一 些 简单 变换 , 得 
169 ( 言 - 吉 )+az( 言 - 2) -等 + 120. (10.27) 


2 
4 6) а а 


如 果 引 人 比值 


就 可 以 把 方程 (10.27) 改写 为 


а а 

56 — 84 + 822 (2-23) 一 16 (- г) =0. (10.28) 

由 此 可 知 , 比值 5 只 取决 于 比值 cz/ai, 而 后 者 对 每 一 种 给 定 的 弹性 介质 而 言 是 固定 
不 变 的 . 根据 (10.8)， д 


а. 77 14 

а. 2\У2а-о)' 5 
所 以 & 只 取决 于 弹性 介质 的 相应 泊 松 比 . 对 于 所 有 09 
已 知 材料 , 泊 松 比 о 的 变化 范围 是 从 0 到 1/2, 所 


] 
以 比值 cz/ai 的 变化 范围 是 从 1/V5 到 0, 而 方程 о. 
(10.28) 的 根 & 的 变化 范围 是 从 0.874 到 0.955. 图 
136 给 出 了 & Жо ИЖЕ О. 085 Н а 


显然 , 弹性 波 的 波 速 a1, a。 和 с 与 波长 或 振动 


图 136. 瑞 利 表面 波 波 速 与 横 波 
表面 波 中 的 位 移 公式 
我 们 有 


| 


(10.24) 所 对 应 的 位 移 矢 量 w 的 分 量 . 根据 (10.15) 和 (10.24), 


д р ПИКЕТА, 
ш. 92 +09 = Cherry- Вист) ete 
ш = Эр. 50% - —(Аге-"У +iBke-"Y)ei(kr—ot). 


ду д: 
одаи, 在 绝热 过 程 中 cs = o. 
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根据 (10.25), 常量 4 与 В 的 比值 可 以 通过 表示 为 


‚ла ола 
ев 5 Е. (10.29) 


对 于 给 定 的 材料 , 这 个 比值 是 固定 不 变 的 . 利用 (10.29) 就 可 以 得 到 表面 波 中 的 位 移 
分 量 的 表达 式 : 


wi = В(ЬКет "У — зе“) с 2-40, 
wa =1В(Ьтет "У — Кет*У) ет, 


其 中 的 г 和 。 可 以 通过 К,а, а, 入 表示 出 来 ,并且 在 弹性 介质 和 频率 w 给 定时 ， 
上 可 以 通过 表面 波 波 速 或 量 5 唯一 地 确定 下 来 
对 于 充满 半空 间 的 弹性 介质 , 我 们 已 经 完整 地 构造 出 在 自由 表面 附近 向 = 轴 正 
方向 传播 的 表面 波 的 解 , 它 只 有 任意 频率 w 和 振幅 В. 向 z 轴 负 方向 传播 的 表面 波 
的 类 似 的 解 同 衬 存在 . 
我 们 来 考虑 ， 在 瑞 利 表面 波 的 影响 下 ， 在 距离 半空 间 边界 
НИЯ, 0 多 远 的 地 方 能 铸 观 察 到 介质 微 元 的 明显 移动 ?为 此 , 8. 
然 只 要 考虑 因子 -sy 和 e-m 在 jy 增加 时 如 何 减 小 即 可 通 
常 把 波 的 振幅 衰减 到 1/e 倍 的 深度 и 称 为 穿 透 深度 . 对 于 与 介质 微 元 的 膨胀 有 关 的 
那 一 部 分 位 移 , 我 们 有 yws — 1/r, 对 于 与 介质 微 元 的 扭曲 有 关 的 那 一 部 分 位 移 ,我 
们 有 yi asstor = 1/s. 于 是 ， 
БСК Е 1 У 入 
Мт Уе VE кл arVi Eat 
式 中 А 是 膨胀 波 波长 ， 
eR A МА 
Мано VE Клай кл-@ оту 
式 中 和 是 关切 波 波长 , 并且 根据 边界 条 件 , 前 切 波 波长 等 于 膨胀 波 波长 . 在 o = 1/2 
时 , 我 们 得 到 


入 AVI0 
Yexp = FF’ MdistorT 9л" 
由 此 可 知 , 穿 透 深度 仅仅 是 波长 А 的 一 部 分 , 表面 波 的 不 同 组 成 部 分 具有 不 同 的 穿 
透 深 度 . 
二 维 表面 波 的 相应 位 移 是 发 生地 震 时 能 够 被 观测 到 的 各 地 层 位 移 的 主要 部 分 ， 
因为 来 自 震中 的 膨胀 波 (纵波 ) 和 剪 切 波 ( 横 波 ) 在 地 球 内 部 传播 时 衰减 较 多 .发生 
地 震 时 , 最 先 到 达观 测 地 点 的 是 纵波 , 然后 是 横 波 , 再 稍 后 到 达 的 才 是 表面 波 . 
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8 1， 弹 性 体 模型 无 法 描述 的 某 些 固体 变形 现象 


各 向 同性 介质 线性 弹性 力学 模型 、 各 向 异性 晶体 模型 等 经 典 模型 远 远 无 法 措 术 
同体 变形 的 所 有 现象. 
为 了 估计 一 些 结构 的 强度 , 为 了 解决 许多 重要 的 实际 问题 , 仅 有 弹性 力学 的 结果 
和 方法 一 般 是 不 够 的 . 实际 工程 经 党 要 求 能 够 考虑 固体 的 一 些 非 经 典 的 力学 和 热学 
性 质 , 它们 与 此 线性 弹性 、 电磁 声效 应 和 变形 过 程 的 热力 学 不 可 地 性 有 关 , 此 外 还 需 
要 研究 塑性 、 同 变 、 弛 穆 、 疲 劳 等 现象 . 因此 , 必须 引入 连续 介质 的 其 他 一 些 理论 模 
型 才能 考虑 和 描述 类 似 的 现象 
当前 , 建立 新 的 复杂 的 可 变形 体 模型 的 问题 是 实验 研究 和 理论 研究 共同 关注 的 
对 象 . 
我 们 非常 简短 地 措 述 一 下 国体 变形 时 出 现 的 最 有 代表 性 的 一 些 非 弹性 效应 
图 137 给 出 两 受到 外 力作 用 的 圆柱 形 软 钢 试 件 的 单 轴 拉 伸 
使 居 的 典型 半 畏 拉 作 压缩 图 .其 他 金属 试 件 的 拉 伸 压 缩 图 具有 类 似 的 特点 ， 选取 
试 件 轴线 为 z 8. 在 图 137 中 , МАНА 
人 长 因数 , 即 应 变 张 量 的 分 量 с, 纵 坐 标 是 试 件 横 夫 面 上 的 法 向 应 力 值 , 即 应 力 张 
量 的 分 量 ры. 
曲线 的 д,Ол 段 接近 于 直线 


рц = ВЕ, (1.1) 


它 代 表 可 逆 变 形 , 即 无 论 加 载 (lpii| 增加 ) 还 是 印 载 (lpi| 减 小 ), 图 中 表示 试 件 状态 
的 点 都 沿 同一 段 直线 4104 移动 . 这 时 , 变形 通常 极 小 (对 于 软 钢 , sl; < 0.3%). 线 
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性 公式 (1.1) 的 适用 区 间 的 端点 称 为 比例 极限 , 相应 的 应 力 pu1(4) 和 р. (А1) ЖЖ 
比例 极限 应 力 . 于 是 , 与 胡 克 定律 相对 应 的 是 曲线 的 А, А ВЕ, 即 应 力 ру, 小 于 ри (А) 


当 外 部 拉 伸 载荷 进一步 增加 时 ,在 点 4 之 后 出 现 非 线性 弹性 阶段 АВ, 这 时 mn 


与 si 之 间 有 可 逆 的 非 线性 函数 关系 . 在 这 一 阶段 , 变形 通常 也 很 小 (el < 1%). 无 
论 加 载 还 是 印 载 , 表示 试 件 状态 的 点 都 沿 同一 条 曲线 АВ (和 А. В!) 移动 . 所 以 , 在 


似 的 线性 公式 通过 位 移 矢量 的 分 量 来 计算 应 变 张 量 的 分 量 . 

若 外 部 载荷 继续 增加 , 使 p,，> p11(B), 就 会 出 现 不 可 逆 的 塑性 效应 . 如 果 加 载 
过 程 通过 点 B 后 到 达 点 С, 然后 印 载 , 则 表示 状态 的 点 将 不 再 沿 曲线 СВАО 返回 ， 
而 是 沿 另 一 条 曲线 CD 移动 . 曲线 CD 通常 接近 于 直线 , 其 斜率 一 般 与 直线 ОА 的 
斜率 基本 相同 . 印 载 至 点 D 后 , 如 果 重新 加 载 , 则 表示 状态 的 点 将 大 致 沿 同一 条 曲 
线 DC 移动 , 并 且 如 果 在 到 达 点 С 后 继续 加 载 , 表示 状态 的 点 将 沿 基本 曲线 ОАС 
移动 . 如 果 在 点 В 之 后 完全 印 除外 部 载荷 并 达到 Pi = 0 的 状态 , 则 在 这 种 状态 下 ， 
应 变 si 并 不 等 于 零 , 这 就 是 所 谓 的 残余 应 变 或 塑性 应 变 =. 例如 , 可 以 把 点 D 的 

应 变 看 做 残余 应 变 ср, 与 弹性 应 变 ef 之 和 : 


en = +21, 
并 且 经 常 可 以 认为 
ee = Риц) 
п = Е; * 
如 果 直 线 DC 与 最 初 那 一 段 直 线 O4 具有 
图 137. 金属 ( 软 钢 ) 的 典型 单 轴 拉 伸 压 缩 图 ”相同 的 斜率 , 则 已 = А. 

按照 定义 , 当 外 部 载荷 达到 确定 的 极限 

后 出 现 残余 应 变 的 现象 是 塑性 的 基本 性 质 . 出 现 残余 应 变 后, 函数 mi = У (єз) 在 加 
载 和 印 载 过 程 中 具有 不 同 的 形式 . 应 当 指出 , 在 实验 中 , 只 有 在 外 载 完成 之 后 才能 够 
发 现 塑 性 应 变 . 记性 性 质 是 从 点 В 开始 出 现 的 , 应 力 值 mi(B) 称 为 弹性 极限 或 届 服 
极限 . 

我 们 指出 , 如 果 一 种 材料 处 于 塑性 状态 , 例如 点 С 的 状态 , 则 在 先 印 载 后 加 载 
的 过 程 中 , 只 要 0 < pi < Pii(C), 该 材料 就 表现 为 弹性 体 (加 载 和 印 载 过 程 沿 同 -- 
条 曲线 CN ИТ). 因此 可 以 说 , 原始 材料 经 过 上 述 塑性 变形 后 成 为 一 种 新 的 材料 ， 
点 C 对 于 新 材料 起 着 弹性 极限 的 作用 . 对 许多 材料 而 言 , 至 少 在 一 部 分 曲线 上 成 立 
pu(C) > mai(B)， 这 部 分 曲线 称 为 强化 阶段 ， 利 用 塑性 变形 提高 材料 弹性 极限 称 为 
强化 或 硬化 .只 要 pii(C) > рл. (В), 就 可 以 对 材料 进行 强化 . 在 某 些 材料 的 拉 伸 压 
缩 图 上 存在 一 段 水 平 线 , 称 为 届 服 阶段. 材料 在 这 一 阶段 发 生变 形 时 不 发 生 强化 . 当 


§1， 弹 性 体 模型 无 法 描述 的 某 些 固体 变形 现象 317. 


外 部 载荷 增加 到 р, (С) 时 , БИ АЈ: ОНА р (С) 称 为 拉 伸 的 强度 极限 . 

比例 极限 和 弹性 极限 的 概念, 塑性 变形 和 强化 等 现象 既 适 用 于 材料 的 拉 伸 , 也 适 
用 于 材料 的 压缩 . 若 弹性 应 变 很 小, 拉 伸 压缩 图 一 般 是 对 称 的 , ps(e13) = рз (ец), 
但 也 有 一 些 介质 不 具有 这 样 的 对 称 性 , 例如 岩石 


包 率 格 效应 对 最 初 受到 压缩 的 材料 , 相应 弹性 极限 对 应 图 137 中 的 点 B. 如 果 
把 试 件 先 拉 伸 到 状态 С, 再 印 载 并 进行 反 向 加 载 , 则 相应 弹性 变形 对 
应 曲线 的 CDNB 段 ,压缩 的 弹性 极限 为 Ba. 一 般 而 言 , ры 在 点 В: 和 B 的 极限 
值 不 同 . 若 材料 被 预先 拉 伸 到 弹性 极限 以 外 , 则 其 压缩 的 弹性 极限 也 发 生变 化 , 这 种 
现象 称 为 包 辛 格 效应 . 超出 弹性 极限 的 变形 导致 材料 在 反 向 加 载 时 的 应 力 应 变 曲 线 
的 特性 发 生变 化 . 
对 于 拉 伸 或 者 压缩, 曲线 ph = Ле) 的 定量 特征 强烈 依赖 
ИИА ТИ РЫЖИЕ А, 塑性 性 质 的 上 述 定性 特征 对 于 许 
多 金属 是 典型 的 ， 其 他 形式 的 一 些 载荷 与 变形 , 例如 纯 剪 切 
变形 , 也 满足 这 些 特征 . 
举例 来 说 , 当 贺 柱 形 管 发 生 扭转 12) 
时 , 每 一 个 微 元 都 处 于 纯 剪 切 状 态 , 切 
向 应 力 与 表征 旋转 角 的 应 变 张 量 分 量 
之 间 的 关系 也 可 以 由 类 似 于 图 137 的 
应 力 应 变 曲线 表示 出 来 (图 138), 其 
定性 特点 是 一 致 的 . у 
某 些 材料 , ИЯ, 在 流体 静 力 е 
学 压强 的 压缩 作用 下 发 生变 形 , 这 时 18 138. 人 金属 的 典型 “应 力 应 变 ” 曲线 : (а) 纯 剪 切 ， 
压强 р 与 体积 压缩 因数 9 = - буо ® 各 个 方向 上 均 有 流体 静 力学 压强 作用 时 的 拉 伸 
之 间 也 有 类 似 的 关系 . 然而 必须 指出 ， 或 大 
金属 在 极 高 ( 量 级 达 105 atm 以 上 ) 的 流体 静 力 学 压强 作用 下 仍然 表现 为 弹性 体 , 所 
以 , 对 于 在 各 个 方向 上 都 受到 流体 静 力 学 压强 作用 的 金属 ,弹性 力学 定律 实际 上 在 
压强 无 限 大 时 仍然 成 立 , 这 样 就 可 以 认为 , 金属 在 流体 静 力学 压强 的 压缩 作用 下 不 
会 出 现 塑 性 变形 . 
因此 , 塑性 性 质 既 依赖 于 材料 的 性 质 , 也 依赖 于 应 力 状态 的 类 理 . 
我 们 在 研究 单 轴 拉 伸 、 纯 前 切 扭转 和 流体 静 力 学 压强 作用 下 
ПН ри, НЕБРЕЖНО НН (图 137, 138) 提出 了 
一 些 概念 . 为 了 建立 塑性 力学 , 应 解决 以 下 三 个 问题 : 一 、 把 
弹性 极限 的 概念 推广 到 任意 应 力 状态 的 情况 ; 二 、 在 一 般 情况 下 引入 加 载 和 印 载 的 
概念; 三 、 建 立 残余 应 变 (塑性 应 变 ) 的 增长 定律 , 即 在 内 应 力 按照 任何 可 能 方式 变 
化 时 建立 能 够 确定 残余 应 变 的 关系 式 . 因此 , 必须 把 研究 上 述 典型 实验 曲线 时 提出 
的 那些 概念 推广 到 任意 变形 的 情况 . 
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图 139， 理 想 弹 塑性 材料 的 单 轴 拉 伸 压 缩 图 图 140， 理 想 刚 塑 性 材料 的 单 轴 拉 伸 压缩 图 


理想 弹 望 性 材料 . 理 。 我 们 列 出 塑性 介质 模型 的 两 种 基本 类 型 
想 刚 塑性 材料 . 线性 | 理想 弹 塑 性 模型 和 理想 刚 塑 性 模型 , 其 中 不 考虑 强化 
强化 材料 和 包 辛 格 效应 . 普 朗 特 曾经 对 个 别 简单 变形 提出 理想 应 力 应 
变 曲 线 , 例如 如 图 139 所 示 的 理想 单 轴 拉 伸 图 , 上 述 理想 模型 就 是 在 此 基础 上 向 任 
意 变形 推广 的 结果 . 

图 139 给 出 理想 弹 塑 性 介质 的 单 轴 拉 伸 压 缩 图 . 如 果 拉 伸 应 力 小 于 某 个 常量 ро, 
压缩 应 力 大 于 某 个 常量 рь, 材料 就 表现 为 弹性 体 ; 经 常 可 以 认为 po = рр. 

在 图 140 中 , 弹性 变形 完全 不 予 考虑 (可 以 解释 为 弹性 应 变 远 小 于 可 能 的 塑性 
应 变 ). 当 应 力 的 绝对 值 小 于 某 个 常量 po 时 (po = -pb), 应 变 等 于 零 . 这 是 理想 刚 逆 
性 材料 试 件 的 拉 伸 压缩 图 . 

在 这 两 种 情况 下 ， 当 应 力 增加 到 po 并 保持 不 变 时 , 材料 的 变形 能 够 无 限 增加 . 
这 些 模型 能 够 满意 地 描述 在 pi(e11) 曲线 上 有 届 服 阶段 的 材料 的 行为 

2. 在 另 一 种 塑性 介质 模型 中 要 考虑 强化 , 即 弹性 极限 在 塑性 变形 之 后 发 生变 化 . 
图 141 给 出 线性 强化 材料 的 单 轴 拉 伸 压缩 图 . 
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图 142， 应 力 与 应 变 在 塑性 变形 中 没有 单 什 
图 141， 线 性 强化 材料 的 单 轴 拉 伸 压缩 图 对 应 关系 


应 力 与 应 变 在 塑性 变 “我们 指出 , 塑性 应 变 不 能 由 应 力 值 单 值 地 计算 出 来 (例如 , 可 
形 中 没有 单 值 对 应 关 ”以 参见 图 142)， 应 力 的 同一 个 值 , 例如 ph, 能够 对 应 =, 
系 0 等 无 限 多 个 值 . 在 试 件 的 加 载 过 程 中 , 如 果 外 载荷 在 某 一 
时 刻 超过 弹性 极限 , 则 给 定 应 力 值 所 对 应 的 应 变 值 与 该 应 力 值 的 实现 过 程 有 关 . 


$1. 弹性 体 模型 无 法 描述 的 某 些 固体 变形 现象 - 319. 


计算 理想 弹 塑 性 材料 ”有 了 时 可 以 利用 一 些 简单 的 方法 计算 塑性 应 变 的 值 . 例如 , 考虑 
残余 应 变 的 一 个 例子 ”图 143 (а) 中 的 系统 , 三 根 直径 都 是 d 的 圆柱 形 杆 被 对 称 地 固 

定 在 刚性 平板 АВ Е, 为 简单 起 见 不 计 重力 的 影响 . 设 外 边 
两 根 杆 1 和 2 的 材料 是 钢 , 位 于 正中 央 的 杆 3 的 材料 是 铝 . 依照 条 件 , 我 们 认为 所 
有 三 根 杆 在 施加 外 载荷 之 前 处 于 自然 的 无 应 力 状态 (si = 0). 如 图 143 所 示 , 如 果 
对 平板 均匀 地 加 载 , 则 根据 对 称 性 显然 可 知 , 所 有 的 杆 在 变形 后 具有 同样 的 长 度 . 

我 们 知道 , 钢 的 弹性 极限 和 
杨 氏 模 量 Е 分 别 大 于 铝 的 弹性 极限 
ра 和 杨 氏 模 量 Е“. 为 简单 起 见 , 我 
们 忽略 强化 效应 , 并 把 钢 和 铝 看 做 理 
想 弹 塑性 介质 ( 见 图 143 (b)). 

设 平板 АВ 上 的 总 载荷 P 已 经 ро 
给 定 , 需要 计算 每 根 杆 上 的 载荷 和 杆 
的 总 应 变 . 

假设 每 一 根 杆 的 变形 都 是 均匀 的 . 图 143， 用 于 计算 钢 杆 1 和 2 中 的 塑性 应 变 
此 外 , 我 们 这 样 选取 载荷 P, 使 总 应 
变 sn ЛЕ ри /Еч = еї, 但 大 于 可 /BE8' = 2,1, 这 时 铝 杆 仍 处 于 弹性 阶段 , 而 钢 杆 
已 经 处 于 塑性 阶段 ( 见 图 143 (b))， 显然, 每 一 根 钢 杆 上 的 载荷 等 于 тари /4, 所 以 

昌 杆 上 的 载荷 等 于 Р 一 тару /2. 
对 铝 杆 使 用 胡 克 定律 , 即 可 确定 铅 杆 和 钢 杆 的 共同 的 总 应 变 
2 2Р- па 
ёч а ' 


从 而 可 以 根据 以 下 条 件 来 计算 钢 杆 的 塑性 应 变 : 


ЗЕ 7 
Ваня и 


(а) (Ы) 


а 
р = e — йі 
ЕП Е -6п = — 


Ве: 
具有 内 应 力 的 系统 的 ”有 趣 的 是 , 如 果 现 在 完全 印 掉 平板 АВ 上 的 载荷 , 则 所 有 三 
一 个 例子 根 杆 中 的 应 力 和 应 变 显 然 不 会 消失 . 钢 杆 受到 压缩 , 而 锅 杆 


仍然 受到 拉 伸 . 这 样 的 结构 在 印 载 后 是 一 个 不 受 外 力作 用 但 
具有 内 应 力 的 系统 , 并 且 在 保持 结构 完整 的 条 件 下 无 法 消除 内 应 力 ， 从 这 个 例子 可 
以 看 出 , 对 于 机 器 或 建筑 物 的 各 种 零 部 件 , 为 什么 制作 工艺 ( 淳 火 过程 中 非 均 匀 加 热 
和 冷却 , 锻造 等 ) 能 够 在 没有 外 部 载荷 时 导致 内 应 力 的 出 现 . 
我 们 再 来 考虑 “固体 ”变形 时 出 现 的 其 他 一 些 效应 , 这 些 效应 无 法 在 弹性 力学 和 
塑性 力学 的 范围 内 得 到 描述 . 
шо 设 某 一 根 杆 的 上 端 固定 , 下 端 受到 不 变 的 力 多 的 作用 (图 144). 如 果 这 根 杆 
长 时 间 处 于 这 样 的 状态 , 则 实验 表明 , 杆 的 相对 伸 长 因数 si 将 随时 间 t 的 增 
加 而 增加 .即使 在 某 一 时 刻印 掉 载荷 多 , 这 样 的 变形 也 不 会 消失 . 这 个 现象 称 为 里 
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图 144， 材 料 的 蠕 变 图 145， 应 力 弛 瑰 


变 . 无 论 载荷 有 多 大 , 都 可 以 观察 到 里 变现 象 , 甚至 对 于 很 小 的 载荷 也 是 如 此 . 

尽管 蠕 变 现象 在 高 温 下 表现 得 最 为 显著 , 但 是 对 于 那些 需要 在 常温 下 工作 足够 
长 时 间 的 结构 , 在 进行 相关 计算 时 还 是 应 当 考 虑 材料 的 蠕 变性 质 . 
вет 对 于 表现 出 蠕 变 性质 的 那些 材料 , 通常 可 以 观察 到 被 称 为 应 力 弛 瑰 的 另 

外 一 种 现象 . 考虑 受到 拉 伸 的 一 根 杆 , 其 横 截 面 上 的 应 力 为 pt, 两 端 固 

ЯЕ ( 即 应 变 еу, 固定 不 变 ) (图 145). 实验 表明 , 杆 内 的 应 力 将 随时 间 下 降 , 并 且 对 于 
一 部 分 材料 , 应 力 值 将 下 降 到 某 个 有 限 值 zi, 对 于 另 一 部 分 材料 , 应 力 值 将 一 直下 
降 到 零 . 

晴 变 现象 与 应 力 弛 多 现象 之 间 有 密切 的 关系 . 在 应 力 弛 瑰 过 程 中 , 最 初 的 弹性 
应 变 因为 蠕 变 而 部 分 或 全 部 变 为 塑性 应 变 , 而 塑性 应 变 不 需要 力 的 作用 即 可 维持 , 从 
而 导致 mt ВИЛ. 

当前 , 蠕 变 理论 是 一 个 正在 发 展 的 连续 介质 力学 分 支 . 
金属 的 疲劳 我 们 再 描述 金属 的 一 种 性 质 , 这 种 性 质 称 为 金属 的 疲劳 . 实验 表明 , 例 


长 时 间 后 , 即使 振动 次 数 是 有 限 的 , 并 且 最 大 应 力 没 有 超过 弹性 极限 , 试 件 也 会 断裂 . 
金属 试 件 通常 需要 上 百 万 次 振动 才 会 断裂 . 

一 般 而 言 , 按照 确定 的 循环 进行 的 高 频率 的 多 次 加 载 和 印 载 通常 导致 结构 强度 
极限 下 降 , 这 时 结构 在 较 小 应 力 的 作用 下 就 会 遭 到 破坏 , 该 应 力 值 远 小 于 在 静 力学 
条 件 下 使 结构 破坏 的 应 力 值 . 这 就 是 金属 的 疲劳 效应 . 

疲劳 问题 具有 极其 重大 的 实际 意义 , 因为 许多 机 械 零件 、 飞 机 和 舰艇 的 外 过 等 
时 刻 处 于 振动 状态 .用 于 高 空 飞行 的 飞机 总 是 受到 周期 性 载荷 的 作用 , 因为 飞机 外 
壳 在 高 空 时 因为 外 部 气体 很 稀薄 而 向 外 膨胀 , 在 地 面 附近 时 则 收缩 回来 . 飞机 的 疲 
劳 实验 通常 在 水 中 进行 , 为 此 要 把 飞机 浸 在 水 中 , 并 让 水 的 压强 按照 给 定 规律 变化 . 
根据 这 类 实验 结果 可 以 估计 给 定 飞机 的 允许 起 飞 次 数 的 极限 值 . 

疲劳 断裂 通常 是 因为 材料 内 部 或 表面 出 现 微小 裂纹 并 进一步 发 展 造成 的 . 外 部 
介质 对 列 纹 在 结构 表面 上 发 展 或 者 从 表面 向 结构 内 部 发 展 的 过 程 有 重要 影响 . 例如 ， 
玻璃 板 在 空气 中 和 水 中 的 断裂 强度 有 所 不 同 . 

人 们 用 疲劳 曲线 表征 材料 抵抗 疲劳 断裂 的 强度 . 为 了 绘制 疲劳 曲线 , 可 以 在 同样 
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的 外 部 条 件 下 对 一 系列 同样 的 试 件 进行 试验 , 让 它们 受到 不 同 振幅 的 周期 性 载荷 的 
作用 . 疲劳 曲线 的 横 坐 标 是 试 件 在 断裂 前 所 经 历 的 循环 的 最 大 次 数 N, 纵 坐 标 是 在 
这 些 循环 中 出 现 的 最 大 应 力 值 p. 图 146 给 出 典型 的 
疲劳 曲线 . Ы 

根据 疲劳 曲线 可 以 确定 一 个 试 件 在 循环 次 数 给 
定时 能 够 承受 的 最 大 应 力 , 给 定 的 循环 次 数 称 为 试验 中 


基准 试 件 在 给 定 的 试验 基准 下 能 够 承受 的 最 大 应 力 
称 为 疲劳 极限 或 疲劳 强度 . 当 应 力 不 超 过 po 时 ( 见 。 一 一 一 一 一 一 
图 146), 试 件 实际 上 经 过 无 穷 多 次 循环 也 不 会 断裂. и 

必须 强调 , 对 于 同一 种 材料 , 疲劳 强度 与 应 力 状 М8 АНЯ 
态 的 类 型 ( 拉 伸 、 扭 转 、 村 曲 等 ) 和 应 力 随时 间 变化 的 特性 有 关 , 即 与 循环 的 形式 和 
振动 的 频率 有 关 . 此 外 , 疲劳 强度 还 与 以 下 因素 有 关 : 温度 (这 对 聚合 物 材料 万 其 重 
要 ), 外 部 介质 的 性 质 (例如 空气 湿度 ), 试 件 尺寸 ,以 及 试 件 中 是 否 存在 各 种 应 力 集中 
点 (例如 切口 ). 

目前 , 令 人 满意 的 疫 劳 理 论 尚未 建立 起 来 
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一 般 而 言 , 一 种 介质 的 初始 状态 和 当前 的 变形 状态 能 够 真正 地 分 别 对 应 某 时 刻 
如 和 t. 此 外 , 如 果 消 除 所 有 内 应 力 , 就 可 以 从 时 刻 t 的 当前 变形 状态 达到 假想 的 第 
三 个 状态 . 这 三 种 状态 可 以 视 为 由 物质 点 组 成 的 连续 流 形 , 每 一 个 物质 点 的 拉 格 朗 
наат, 2, © 始终 保持 不 变 . 我 们 把 这 三 种 状态 。 
下 的 拉 格 朗 日 坐标 系 基 矢量 分 别 记 为 Ы 


ае еек) = 2", 


ла дв 
в, = а 


9 * т. 


ЖГ 6; (Е", 62, 63, 1), 把 度 规 张 量 的 分 量 分 别 记 为 图 147， 单 轴 拉 伸 的 初始 状态 (o)， 
, 5164 ЕХ а Б 变形 状态 (~) 和 完全 印 载 状态 (*) 

фу = ёё, ду = ёё, 9у=е-е; 
(在 牛顿 力学 中 ,ro(é1, 62, 83, to) 和 (1, 2, 63, 1) 是 介质 的 运动 物质 点 的 径 矢 ) 分 
му ае, dé?, dé3 的 无 穷 小 矢量 所 对 应 的 物质 线段 的 长 度 的 平方 在 初始 “未 变形 ” 
状态 、 当 前 变形 状态 和 完全 印 载 的 中 间 状 态 下 分 别 等 于 


433 = 0,9646, 48? = 9,498, 48”? = 0 4 déi. 
在 图 147 中 , 试 件 单 轴 拉 伸 的 上 述 状态 分 别 由 符号 ", ~ 和 表示 . 
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塑性 应 变 张 量 ， 弹 性 ”对 于 弹 塑性 介质 的 任意 有 限 变 形状 态 , 可 以 定义 弹性 应 变 和 
应 变 张 量 和 总 应 变 张 ”塑性 应 变 的 概念 并 引入 以 下 三 对 应 变 张 量 : 


量 (1) 塑性 应 变 张 量 
а= ёӘ, Фф, = = 10-0 (2.1) 
(2) 弹性 应 变 张 量 
4°=6ёёї, 49-601, = 50 =) (2.2) 
(3) 总 应 变 张 量 
6 = Ф=ее, 6 = 50 - 4). (2.3) 


因此 , 在 研究 实际 变形 过 程 时 , 在 每 个 时 刻 不 仅 可 以 考虑 总 应 变 , 还 可 以 考虑 塑 
变 , 弹性 应 变 是 在 完全 印 载 后 消失 但 在 重复 加 载 后 能 够 再 次 出 现 的 应 变 , НОМ “р 
状态 "到 当前 应 力 应 变 状态 的 应 变 . 

我 们 立即 指出 , 对 于 有 限 尺寸 的 物体 , 采用 印 除 所 有 外 力 的 方法 并 非 总 是 能 够 实 
现 印 载 状态 ， 其 实 , 即使 印 除 所 有 外 部 载荷 , 在 物体 中 仍然 可 能 存在 内 应 力 , 这 样 的 
例子 已 经 在 本 章 $1 中 给 出 . 如 果 在 这 些 情况 下 仍然 对 物体 的 每 一 个 微 元 在 不 破坏 
整体 连续 性 的 条 件 下 引入 钾 载 状态 , 则 所 有 物质 点 将 组 成 非 欧 几 里 得 空间 中 的 某 个 
区 域 V*, 所 以 5; 一 般 是 非 欧 几 里 得 度 规 张 量 . 

可 以 把 度 规 张 量 的 分 量 9.; 或 塑性 应 变 张 量 的 分 量 a5 = (95 — д4,)/2 看 做 物体 
塑性 状态 的 物理 特征 量 . 除了 度 规 张 量 , 还 可 以 引入 其 他 一 些 几何 特征 量 来 描述 区 
域 Vv* 中 的 印 载 状 态 流 形 , 这 样 就 可 以 把 这 些 几 何 特征 量 和 5.; 一 起 看 做 状态 参量 . 

从 公式 (2.1), (2.2) 和 (2.3) 可 以 看 出 , 这 样 定义 的 塑性 应 变 张 量 、 弹 性 应 变 张 量 
和 总 应 变 张 量 在 拉 格 朗 日 坐标 系 中 的 协 变 分 量 满足 等 式 


Ej = + (2.4) 


即 总 应 变 等 于 弹性 应 变 与 塑性 应 变 之 和 . 

我 们 指出 , 在 有 限 变 形 的 情况 下 , 这 个 性 质 对 于 拉 格 朗 日 坐标 系 中 的 非 协 变 分 
量 和 参考 系 中 的 任何 分 量 (包括 协 变 分 量 ) 都 不 成 立 . 这 是 因为 , 在 (2.4) 中 出 现 的 
是 不 同 基 矢 量 所 对 应 的 张 量 分 量 , 尽管 所 用 坐标 系 是 同一 个 拉 格 朗 日 坐标 系 J) . 在 


系 中 的 任何 形式 的 分 量 都 成 立 . 


8: Седов Л.И. Введение в механику сплошной среды. Москва: Физматгиз, 1962. 
248 页 (Sedov 1..1. Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. London: Addison-Wesley, 
1965). 
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根据 塑性 体 的 定义 , 塑性 应 变 仅 出 现 于 应 力 超过 某 个 极限 (弹性 极限 2 ) 的 情况 ， 
这 与 攻 性 流体 的 情况 有 区 别 . 材料 在 足够 小 的 应 力 下 表现 为 弹性 休 (在 弹性 变形 可 
以 忽略 时 表现 为 刚体 ) 
应 力 空间 是 指 这 样 的 九 维 空间 , 其 中 的 点 由 应 力 张 量 分 量 本 
加 载 曲 面 或 届 服 曲面 的 值 给 出 . 根据 塑性 介质 的 上 述 基本 性 质 ,对 一 个 物质 微 元 
而 言 ,在 应 力 空间 中 可 以 划 出 这 样 一 个 区 域 9,, 只 要 应 力 张 量 的 分 量 pi 在 一 个 过 
程 中 严格 位 于 区 域 ,以 内 , 该 物质 微 元 就 表现 为 弹性 体 .否则 , 在 物质 微 元 中 就 会 
集合 .应力 张 量 在 策 卡 儿 坐 标 系 = z 中 的 分 量 ро 可 以 看 做 区 域 2, 中 的 点 的 笠 
卡 儿童 标 . 在 九 维 欧 用 里 得 空间 рэ о, 因为 弹性 应 力 在 一 定 程度 上 是 任意 的 , 所 
以 区 域 0, 在 一 般 情况 下 是 九 维 的 , 而 У, 是 八 维 的 . 
如 果 ро = ри, 区 域 9, 就 是 对 称 的 , 这 时 可 以 只 考虑 坐标 为 ma， р, раз, ри, 
p13, p23 的 六 维 空间 中 的 六 维 区 域 F,, 其 边界 У, 是 五 维 的 .区 域 9 的 边界 >, 称 
为 加 载 曲面 或 届 服 曲面 通常, 在 研究 强化 材料 时 使 用 术语 “加 载 曲面”， 在 研究 理 
想 塑 性 材料 时 使 用 术语 “ 届 服 曲面 ”， 
现在 可 以 给 出 理想 饪 性 材料 和 强化 材料 的 定义 .在 单 轴 拉 伸 
ЗЕЕ рур, 理想 塑性 材料 的 弹性 极限 ( 导 服 极限 )- 一 拉 伸 应 力 
的 极限 值 -是 一 个 与 塑性 应 变 值 无 关 的 常量 , 但 它 可 能 与 
温度 了 有 关 , 还 可 能 与 其 他 一 些 具有 物理 化 学 本 质 的 参量 。 有 关 , 而 这 些 参量 与 应 
变 没有 直接 的 关系 (通常 的 一 种 理论 ) 与 此 同时 , 即使 了 и, 保持 不 变 , 强化 材料 
在 单 铀 拉 人 时 的 弹性 极限 在 九 性 变形 过 程 中 也 会 发 生变 化 
因此 , 在 一 般 情况 下 , 如 果 空间 ро 中 的 曲面 py 在 使 温度 和 物理 化 学 性 质 都 保 
持 不 变 的 所 有 变形 过 程 中 一 直 国 定 不 变 , 我 们 就 把 这 样 的 弹 闻 性 介质 或 刚 逆 性 介质 
称 为 理想 塑性 介质 ; 如 果 曲 面 By 在 锰 性 应 变 值 发 生变 化 时 也 发 生变 化 , 我 们 就 称 之 
занал. 
ЧЕЗЕНА На (塑性 应 变 值 在 变形 过 程 中 发 生变 化 ), 如 果 从 弹性 状态 到 逆 
性 状态 的 转变 是 连续 的 , 则 应 力 ро 总 是 可 以 表示 为 曲面 5。 上 的 一 个 点 ,换言之 ,应 
力 р 在 每 个 时 刻 都 等 于 相应 弹性 极限 (例如 , 可 以 参 负 图 147 中 的 单 轴 拉 伸 曲 线 ) 
在 理想 电 性 材料 的 等 温 闻 性 变形 过 程 中 (и, 也 保持 不 变 ), 点 玉 位 于 固定 的 曲 
面 5 上, 或 者 在 该 曲面 上 移动 . 在 强化 材料 的 等 温 塑性 变形 过 程 中 (и, 保持 不 变 )， 
在 应 力 空间 ps 中 表示 物质 微 元 状态 的 点 带领 曲面 о, -起 移动 (图 148 (b)) 
理想 塑性 材料 的 属 服 曲面 у, 的 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 


Jp виз, Т, ш) = 0. (2.5) 


2 塑性 概念 和 弹性 极限 的 这 个 定义 还 可 以 变 得 更 加 复杂 . 例如 , 可 以 认为 弹性 极限 不 但 与 应 力 
本 身 有 关 , 而 且 与 应 力 梯度 、 温 度 和 其 他 一 些 参量 有 关 . 
2) 坐标 系 >, у, z 的 变换 引起 九 维 或 六 维 应 力 空间 的 坐标 的 个 别 变换 . 
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图 148. (а) 理想 塑性 材料 的 塑性 变形 , (b) 强化 材料 的 塑性 变形 


函数 ода 

对 于 各 向 同性 介质 , 作为 变量 或 常量 的 物理 化 学 参量 р, 都 是 标量 . 这 时 , 函数 
了 对 应 力 张 量 的 依赖 关系 表现 为 对 其 不 变量 的 依赖 关系 (在 ру = pii 时 只 有 三 个 独 
立 的 不 变量 ). 由 此 容易 得 到 相应 的 对 称 性 条 件 , 这 些 条 件 应 当 是 各 向 同性 理想 塑性 
材料 的 区 域 2 和 届 服 曲面 Zp 所 固有 的 . 

从 强化 材料 的 定义 可 知 ，Z 在 应 力 空间 中 的 形状 和 位 置 应 当 不 仅 与 py, Т 和 
шщ 有 关 , 还 与 由 塑性 应 变 值 决定 的 其 他 一 些 参量 有 关 . 这 些 参 量 包括 塑性 应 变 张 量 
的 分 量 5. 除了 e3, 或 者 用 来 代替 这 些 量 , 还 可 以 选取 参量 xi, xz，… ,x 作为 强 
化 效应 的 主 定 参量 , 这 些 参量 可 以 与 3 有 不 同 的 关系 , 包括 非 完 整 关 系 . 因此 , 可 以 
把 强化 材料 的 加 载 曲面 方程 写 为 以 下 形式 : 


РЎ, 9), Т, щ, eh, Xs) =0. (2.6) 


我 们 将 在 下 文中 始终 认为 函数 f 具有 这 样 的 符号 , 使 得 区 域 2 的 内 部 , 即 材料 
表现 为 弹性 体 的 区 域 , 满足 


了 < 0. 
塑性 加 载 和 塑性 印 载 ”现在 给 出 塑性 加 载 和 塑性 卸载 过 程 的 定义 . 对 于 单 轴 拉 伸 , 18) 
过 程 的 定义 载 就 是 降低 pi, 的 值 . 对 于 任意 变形 的 情况 , 塑性 卸载 被 定义 


为 应 力 空间 中 的 点 z 从 曲面 2, 向 区 域 2, 的 内 部 移动 的 
过 程 . 显然 , 某 些 分 量 py 在 印 载 过 程 中 可 能 增 大 
如 果 用 解析 方式 来 定义 塑性 印 载 , 则 对 于 理想 塑性 材料 , 从 曲面 By БАИЯ 
载 就 是 满足 
д ат + 87: 81 


41 = аР ӯро 42” + ош Чи, <0 


的 过 程 , 而 对 于 强化 材料 , 塑性 印 载 就 是 满足 
ау = эрага рар ад <0 


$2. 残余 应 变 . 加 载 曲面 = 325. 


的 过 程 . 按照 定义 , ТЕТЕ 


f=0, df=0 (2.7) 


对 强化 材料 有 
df= агни Of 5429 + Br 
НАЗ АА НИ АНН 
过 程 : 


9] of 


д. 
dh + эр 可 ае + І 


5х. ах, 


f=0, а/=0, df>0, 4 #0, ах, #0, 
而 中 性 变 载 是 指 满足 以 下 条 件 的 过 程 
f=0, df=0, df=0, de =0, ах, =0. 
在 了 coost сна 的 和 人 下， 在 中 人 这 和 中 应力 安 间 中 鸭 点 只 滑 
我 们 再 对 加 载 曲 本 的 形状 结 册 帮 项 说 明 ， 昌 然 , 如果 存 在 这 
А 样 的 加 载 路 径 , 使 应 力 无 限 增长 时 并 不 出 现 逆 性 变形 ,加载 
曲面 (或 届 服 曲面 ) 就 包括 无 穷 远 点 ， 例 如 ,前面 已 经 指出 ,许多 材料 在 各 个 方向 上 
都 受到 流体 静 力 学 压强 的 压缩 作用 时 表现 为 弹性 体 , 直到 压强 极 大 (可 以 理想 化 为 
无 穷 大 ) 时 都 是 如 此 . 对 于 这 样 的 材料 , 曲面 х, 可 以 是 柱 形 曲 面 
如 前 所 述 , 在 ро = ря 时 只 要 考虑 六 维 应 力 空间 即 可 . 显然 , 对 各 向 同性 材料 而 
Я, 可 以 在 三 维 的 应 力 张 量 主 分 量 空间 中 描述 曲面 By 的 重要 特性 , 这 时 函数 (2.5) 
和 (2.6) 对 分 量 ру 的 依赖 关系 只 通过 主 分 量 ру, ра, ps 表现 出 来 
我 们 指出 , 当 理想 塑性 材料 在 Т — сопы, и, = const 的 条 件 下 发 生 蛆 性 变形 时 ， 
应 力 张 量 不 可 能 是 任意 的 其 分 量 总 是 位 于 应 力 空间 中 的 固定 曲面 上 ， 所 以 塑性 材 
料 只 有 在 专门 的 外 力作 用 下 才 有 可 能 处 于 平衡 状态 , 这 类 似 于 流体 平衡 的 情况 
存在 一 些 连续 介质 模型 ,其 中 对 应 力 张 量 分 量 的 允许 值 有 更 多 的 限制. 例如 ， 理 
想 流体 的 应 力 张 量 的 分 量 ро 总 是 位 于 应 力 空间 中 的 一 条 直线 上 , 因为 mi 的 值 只 取 
决 于 压强 p 这 一 个 参量 
可 以 建立 这 样 一 些 逆 性 介质 模型 , 其 中 记性 的 出 现 与 应 力 张 量 所 受到 的 一 些 客 
外 限制 有 关 在 这 种 情况 下 , 从 弹性 区 到 塑性 区 的 连续 转变 只 能 对 应 曲面 p。 上 某 些 
点 的 集合 . 这 时 ,弹性 区 与 塑性 区 的 分 界面 通常 是 强 间 断面 , 如 应 力 的 强 间断 面 
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例如 , 为 了 研究 冰 的 融化 , 我 们 把 冰 向 水 的 转变 看 做 一 种 材料 从 弹性 状态 向 塑 
性 状态 的 转变 . 其 实 , 冰 在 一 定 范围 内 可 以 很 好 地 由 弹性 力学 方程 来 描述 , 并 且 在 给 
定 的 温度 下 , 只 要 压强 达到 某 个 值 , 冰 就 化 为 水 . 可 以 把 水 看 做 冰 的 塑性 状态 (在 水 
中 能 够 出 现 残余 应 变 3 ). 水 (处 于 塑性 状态 的 一 种 材料 ) 中 的 应 力 归结 为 压强 , 而 冰 
的 应 力 状 态 更 加 复杂 . 所 以 , 在 冰 与 水 的 边界 上 , 应 力 一 般 发 生 间断 . 例如 , 如 果 一 
根 冰 柱 一 边 融化 一 边 受 到 拉 伸 , 就 会 出 现 这 种 情形 . 在 所 研究 的 模型 中 , 从 弹性 状态 
向 塑性 状态 的 连续 转变 (应 力 不 发 生 间断 ) 仅仅 对 应 曲面 Zp 的 一 个 点 , 这 个 点 取决 
于 冰 (在 给 定 温度 下 ) 融化 的 压强 值 . 


$3. 塑性 力学 的 基本 关系 式 
各 种 塑性 体 模型 之 间 的 区 别 在 于 , 其 中 用 来 确定 cg 和 x, 的 基本 定律 不 同 , 给 


用 来 确定 cp 入 的 我 们 首先 证 明 , 由 于 存在 各 种 各 样 的 加 载 方法 , 每 个 时 刻 的 
定律 一 般 不 可 能 具有 ”塑性 应 变 e 和 参量 x。 不 可 能 根据 同一 时 刻 的 应 力 张 量 分 
类 似 于 (3.1) 的 单 值 量 单 值 地 计算 出 来 . 换言之 , 我 们 要 证 明 的 是 , ИЖЕ =, 
代数 关系 式 的 形式 。 ”和 x。 的 塑性 力学 基本 定律 在 存在 各 种 加 载 路 径 时 不 可 能 具 
有 以 下 单 值 代数 关系 式 的 形式 : 


ер = є5(рӯ, Т, ps hrm), Xe = ХА, Т, ш, es mn), (31) 


式 中 ро 和 了 是 所 考虑 的 时 刻 的 应 力 张 量 分 量 和 温度 , р, 是 物理 常量 . 这 里 第 一 个 
关系 式 的 作用 是 在 所 谓 的 塑性 形变 理论 中 确定 е5. 

关系 式 (3.1) 对 理想 塑性 体 不 可 能 成 立 的 原因 是 , 塑性 加 载 过 程 所 对 应 的 应 力 
空间 和 残余 应 变 空间 一 般 而 言 具有 不 同 的 维 数 .在 Т = const, рУ = р” 时 , 等 温 逆 
性 加 载 过 程 的 所 有 的 点 都 属于 届 服 曲面 Zr, 由 该 届 服 曲面 的 点 组 成 的 流 形 的 最 大 可 
能 维 数 等 于 5, 而 由 ер, 的 相应 空间 区 域 的 点 组 成 的 流 形 的 最 大 可 能 维 数 等 于 6. 


还 可 以 把 水 看 做 弹性 体 , 其 中 的 应 力 归结 为 压强 , 并 且 压强 、 密 度 和 温度 满足 一 个 单 值 的 关系 
式 ( 见 247 一 248 页 ). 然而 , 在 水 中 能 够 出 现 对 流体 力学 并 不 重要 的 残余 应 变 , 所 以 在 这 个 意义 上 
可 以 认为 水 具有 塑性 

2) ЖЕ (ассоциированный закон) 是 一 种 塑性 本 构 关系 . — -译注 
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Ас, 和 ро 的 可 能 取 值 空间 具有 不 同 的 维 数 , 由 此 得 到 的 一 个 推论 就 是 在 理 
想 塑 性 理论 中 不 可 能 存在 形 如 (3.1) 的 单 值 关系 式 . 即使 塑性 应 变 张 量 的 分 量 c% 受 
到 附加 几何 约束 的 限制 , 使 相应 室 间 的 维 数 有 所 降低 , 上 述 结论 也 不 会 改变 . 

例如 ,如 果 认为 材料 在 塑性 变形 过 程 中 是 不 可 压缩 的 , 则 在 小 变形 的 情况 下 , 88 
性 应 变 张 量 的 分 量 e 组 成 一 个 分 量 为 <'? 的 偏 张 量 ,分 量 cg 的 可 能 值 的 相应 空 
间 的 维 数 这 时 等 于 5. 然而 , 这 时 通常 认为, 在 塑性 变形 条 件 中 只 出 现 应 力 偏 张 量 的 
分 量 z5. 即使 假设 (3.1) 中 的 偏 张 量 分 量 <'? 只 可 能 依赖 于 应 力 偏 张 量 的 分 量 ру, 
这 时 也 不 可 能 存在 形 如 (3.1) 的 单 值 关系 式 , 因为 分 量 м 
ct? 和 pw 的 可 能 值 的 空间 的 维 数 分 别 等 于 5 和 4. >, 

从 理想 塑性 体 的 单 轴 拉 伸 讨 缩 图 可 以 看 出 , 甚至 在 м 
单 轴 单 调 加 载 (没有 中 间 印 载 ) 这 种 最 简单 的 情况 下 , 同 
一 个 应 力 pi! 也 能 够 对 应 不 同 的 塑性 应 变 е, (图 139). 

在 理想 塑性 体 模型 的 一 般 情 况 下 , 如 果 从 弹性 区 的 
某 个 状态 р 沿 不 同 加 载 路 径 接近 届 服 曲面 >, 上 的 两 
个 不 同 的 点 M 和 N (图 149), 我 们 就 会 遇 到 以 下 效应 . 
因为 路 径 DM 和 DN 都 属于 弹性 区 , 所 以 塑性 应 变 张 量 的 分 量 eg 在 沿路 径 DM 
或 DN 加 载 时 保持 不 变 . 例如 , 这 时 的 c 可 以 都 等 于 零 , 而 如 果 在 变形 历史 中 已 经 
在 所 研究 的 物质 微 元 中 形成 了 残余 应 变 , eg 也 可 以 不 等 于 零 .因此 , 在 不 同 应 力 的 
作用 下 , eg 能 够 在 点 М 和 N 取 相 同 的 值 . 另 一 方面 , 在 理想 塑性 体 模型 中 , eg 能 
够 沿 位 于 届 服 曲面 上 的 路 径 MN 发 生变 化 . 于 是 , 经 过 DN 和 DMN 这 两 个 过 程 ， 
在 物质 微 元 中 可 能 出 现 与 点 N 相对 应 的 同样 的 应 力 和 不 同 的 65. 

从 这 些 讨论 可 知 , 在 理想 塑性 体 模型 中 , 关系 式 (3.1) 对 于 不 同 的 加 载 路 径 一 般 
不 可 能 成 立 . 

对 于 强化 弹 塑 性 体 , 在 没有 中 间 印 载 的 单 轴 拉 伸 过 程 中 , 应力 pi 与 塑性 应 变 
cf 之 间 存在 单 值 的 函数 关系 . 因此 , 我 们 似乎 可 以 假设 , 关系 式 (3.1) 在 一 般 情况 下 
对 于 强化 介质 模型 中 任何 没有 中 间 印 载 的 加 载 过 程 都 能 够 成 立 . 然而 , 容易 看 出 , 这 
样 的 假设 一 般 而 言 导致 不 可 接受 的 限制 条 件 习 . 


图 149， 不 同 的 加 载 路 径 


D 关于 偏 张 量 的 概念 , 见 зат 页 . 例如 , 应 力 偏 张 量 的 分 量 为 pi = ру — ооруу /з. 任何 一 个 二 
阶 张 量 显然 都 可 以 分 解 为 偏 张 量 与 球 张 量 之 和 . 一 详 注 

2 有 时 , 人 们 会 提出 这 样 的 观点 : 在 强化 塑性 体 模型 中 , 对 于 任何 没有 中 间 务 载 的 等 温 加 载 过程 ， 
可 以 认为 总 应 变 与 应 力 之 间 的 关系 式 类 似 于 非 线性 弹性 力学 中 应 变 与 应 力 之 间 的 关系 式 . 下 面 的 
结果 表明 , 此 观点 在 一 般 情 况 下 并 不 成 立 ! 这 样 的 观点 仅 对 塑性 体 微 元 的 个 别 加 载 路 径 才 是 可 以 
接受 的 . 然而 , 我 们 强调 , 对 于 给 定 的 个 别 加 载 路 径 , 塑性 体 微 元 和 塑性 体 整体 的 所 有 状态 参量 可 
以 看 做 其 中 一 个 参量 的 函数 . 如 果 适 当选 取 普遍 适 用 于 任何 非 弹 性 体 模型 的 一 个 主 定 参量 , 最 后 
一 个 结论 就 是 非常 明显 的 和 正确 的 . 不 过 , 还 必须 指出 , 在 整体 问题 中 , 我 们 利用 外 力 对 有 限 大 小 
的 塑性 体 按照 确定 的 规律 进行 加 载 , 但 对 单独 的 塑性 体 微 元 而 言 , 加 载 路 径 是 各 不 相同 的 和 事先 
未 知 的 . 
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其 实 , 如 果 假设 在 加 载 过 程 中 成 立 等 式 (3.1), 则 
е5 == (py, Т, ш, ---, И) = Су = сопзі, РИ. 
Xs = Х,(р°, Т, pn, Ва) = С, = const 


中 的 每 一 个 关系 式 将 把 ро 和 了 联系 在 一 起 , 换言之 , 每 一 个 关系 式 (在 Т = const 
时 ) 将 在 空间 ро 中 定义 一 个 曲面 , 并 且 加 载 曲面 Z 的 点 属于 这 个 曲面 , 因为 根 
据 强化 材料 模型 的 定义 , 量 ЕР, 和 х, 在 加 载 曲面 上 保持 不 变 . 

首先 考虑 这 样 的 情况 : 等 温 加 载 曲面 Zp 是 六 维 应 力 空间 ро 中 的 五 维 曲面 . 这 
时 , 方程 (3.2) 所 定义 的 曲面 就 是 加 载 曲面 . 

显然 , 在 没有 中 间 印 载 的 等 温 加 载 过 程 中 , 如 果 某 两 个 状态 的 残余 应 变 e 和 
= 不 同 , 则 关系 式 (3.1) 要 求 相应 加 载 曲面 wp 和 Уо 也 不 同 , 而 且 它们 不 能 有 公 
共 点 , 否则 同样 的 жт Т 就 能 够 对 应 不 同 的 残余 应 变 eg 和 ЕР, 这 与 公式 (3.1) 
的 单 值 性 矛盾 . 

因此 , 例如 , 如 果 固 定 е7, = Си, ЖЗ є, = е (р, Т, ш, 5, ш) = Си 
将 单 值 地 定义 加 载 曲面 Zr, 这 样 就 确定 了 所 有 分 量 e5 = C5 和 x。 = С,, 因为 它们 
在 У» 上 保持 不 变 . 于 是 , 所 有 常量 Cu 和 С, 都 可 以 视 为 其 中 一 个 常量 一 一 例如 
Си = 蝶 一 一 的 普 适 函数 (不 依赖 于 p53 和 Т), 即 


6 =0(61), х. = Х, (1). (3.3) 


关系 式 (3.3) 表明 , 假设 (3.1) 导致 一 个 不 可 接受 结论 : 沿 着 通过 变量 ро 和 表述 
的 不 同 加 载 路 径 只 能 得 到 一 种 完全 确定 的 由 变量 е7, 表述 的 塑性 变形 方式 (3.3). 

如 果 材料 在 塑性 变形 过 程 中 是 不 可 压缩 的 , 则 在 小 变形 情况 下 , 塑性 应 变 张 量 
с 是 一 个 偏 张 量 ， 容 易 看 出 ,， 以 上 一 般 结论 也 可 推广 到 这 种 情况 , 这 时 在 假设 (3.1) 
的 函数 自 变量 中 只 有 应 力 偏 张 量 的 分 量 ， 而 弹性 极限 的 集合 在 五 维 的 应 力 偏 张 量 空 
间 中 组 成 一 个 四 维 曲 面 . 

在 一 般 情况 下 , 在 从 弹性 区 向 塑性 区 过 渡 时 , 如 果 应 力 张 量 分 量 zi 的 弹性 极限 
的 可 能 取 值 区 域 的 维 数 小 于 6, 则 从 关于 存在 单 值 关系 式 (3.1) 的 假设 可 知 , c 的 可 
能 取 值 区 域 的 维 数 也 小 于 6, 于 是 塑性 应 变 只 能 具有 与 外 部 作用 无 关 的 某 种 专门 的 
形式 . 

因此 , 假设 (3.1) 与 关于 塑性 变形 任意 性 的 假设 矛盾 . 

综 上 所 述 , 我们 证 明了 , 在 强化 材料 模型 中 , 对 于 没有 中 间 印 载 的 任意 加 载 路 径 ， 
不 可 能 成 立 形 如 (3.1) 的 单 值 代数 关系 式 . 与 此 相关 的 是 塑性 力学 定律 的 一 个 基本 
特点 : 这 些 定律 的 形式 为 不 可 积 ( 非 完整 ) 微分 关系 式 . 
邮 性 形变 理论 。 显然 ,对 于 强化 材料 的 每 一 个 完全 确定 的 国定 的 加 载 规律 ， 可 以 写 

出 形 如 (3.1) 的 代数 关系 式 , 并 且 这 些 关系 式 与 所 选择 的 加 载 路 径 

有 关 ， 与 此 同时 , 对 于 一 般 彼此 接近 的 某 些 不 同 的 加 载 路 径 ， 却 经 常 可 以 使 用 形 如 
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(31) 8081—1636. 所 以 , 在 实践 中 有 时 可 以 使 用 以 关系 式 (3.1) 为 基础 的 一 种 
理论 , 我 们 称 之 为 塑性 形变 理论 7 . 

然而 , 需要 牢 牢记 住 , 这 些 关 系 式 仅 对 所 研究 的 介质 微 元 的 一 个 或 几 个 确定 的 
加 载 过 程 才 成 立 , 它们 并 不 描述 该 介质 微 元 在 其 他 一 些 塑性 变形 过 程 中 的 行为 . 换 
言 之 , 这 些 关系 式 所 描述 的 并 不 是 介质 的 性 质 , 而 是 介质 中 的 某 些 个 别 过 程 的 性 质 . 
比例 加 载 例如 , 在 强化 材料 模型 的 实际 应 用 中 可 以 考虑 比例 加 载 , 这 时 


р = хр. Т = Т, 


式 中 py АИА, х 是 可 变 的 标量 参量 . 在 某 些 应 用 中 还 对 比例 加 载 过 程 使 用 
近似 的 形变 理论 

对 于 不 同 的 比例 加 载 路 和 ,应 力 与 应 变 之 间 的 关系 一 般 各 不 相同 , 并 且 与 作为 参 
量 的 张 py 有关- 当 服从 胡 克 定律 的 有 限 大 小 的 物体 发 生 小 变形 时 ,外 部 载 区 的 成 
比例 变化 导致 物体 中 所 有 的 点 的 应 力 张 量 分 最 和 应 变 张 量 分 时 也 成 比例 变化. 在 有 
限 变形 的 情况 下 , 应 变 张 重 的 分 量 一 般 不 可 能 在 物体 所 有 的 点 都 成 比例 变化 罗 ， 在 
有 限 大 小 的 物体 发 生 任意 各 性 变形 的 情况 下 ， 在 小 变形 理论 的 范围 内 ， 当 外 部 载 
成 比例 变化 时 ， 所 有 物体 和 元 的 加 载 路 径 一 般 而 言 不 可 能 成 比例 变化 

我 们 现在 提出 一 个 热力 学 不 等 式 ,该 不 等 式 在 现代 许多 作者 

НЕТ не аа 

分 别 引 入 应 力 在 相应 硬性 应 变 增 时 和 塑性 应 变 增 证 上 的 元 功 

я 

Е 
并 上 认为 性 应 变 对 应 经 过 加 载 昌 面 5。 上 的 给 定点 р 的 基 个 等 温 加 载 过 程 内 
面 力 的 元 功 可 以 表示 为 d4。 与 адр 之 和 : 


адб = дА. + dAp. 


我 们 再 计算 弹性 区 9, 中 的 任何 一 点 所 对 应 的 内 应 力 pr*3 在 所 研究 的 塑性 应 变 增 
Ж аер, 上 的 元 功 


аА, = – 


of 
е р р 
Че dhp = -deep 


а < 
аА = - deag 
由 不 等 式 
pp peg 
А; -dAp = depp >0 (3.4) 


2 塑性 形变 理论 也 称 为 塑性 全 量 理论 . 一 一 译注 

2) 参见 : Седов Л.И. О понятии простого нагружения и о возможных путях деформации. 
ПММ, 1959, 23(2): 400—402 (Sedov L.I. Оп the concepts of simple loading and оп possible 
deformation paths. J Appl. Math. Mech., 1959, 23(2): 568—571). 


- 330 - 第 十 章 塑性 力学 


表示 的 假设 称 为 真实 应 力 在 塑性 应 变 增 量 上 的 最 小 功 原理 .按照 这 个 原理 (假设 )， 
真实 应 力 在 给 定 的 塑性 应 变 增 量 上 的 元 功 总 是 小 于 或 等 于 弹性 区 中 的 任何 其 他 应 力 
在 同样 的 塑性 应 变 增 量 上 的 元 功 . 

如 果 把 张 量 的 分 量 dege 和 р? — p*3 解释 为 九 维 欧 几 里 得 应 力 空间 ро 中 的 
矢量 的 分 量 , 就 可 以 把 假设 (3.4) 解释 为 这 两 个 矢量 的 标 积 不 小 于 零 , 即 


(pe -prop)depa > 0. (3.5) 


从 (3.4) 和 (3.5) 可 知 , 如 果 在 曲面 zp 上 的 某 个 点 pe2 作 垂直 于 矢量 de? 的 
平面 则 整个 曲面 zy 只 能 位 于 该 平面 的 一 侧 、 由 此 显然 可 知 , 从 包含 点 роо 的 弹性 
区 9, 这 一 侧 玉 看 , 加 载 曲面 >, 是 向 外 凸 的 . 

进一步 , 如 果 加 载 曲面 在 点 pe2 具有 确定 的 切 平面, 这 个 平面 
ЗЕН НОЗ лучче ас», 换言之, 如 果 在 曲面 ,上 的 菜 一 点 
只 能 引 该 曲面 的 唯一 一 条 法 线 , 则 在 这 个 点 ,dzy 和 grad / 
应 当 是 共 线 矢量 . 所 以 , 为 了 确定 塑性 加 载 过 程 中 的 塑性 应 变 增 量 , 可 以 得 到 以 下 微 
分 关系 式 : 
ав = d 和 а 
式 中 dA 是 某 个 正 的 无 穷 小 标量 , 因为 根据 条 件 (3.5), 矢量 de? 指向 zy 的 外 法 线 
方向 


др?" (8.6) 
ае? =0， 当 f=0, df <0, 7 <0. 
在 强化 材料 的 情况 下 , 塑性 应 变 在 加 载 曲面 /二 0 上 保持 不 变 , 所 以 在 ау =0 
时 dX = 0, 进而 应 当成 立 等 式 
а= һау, 


ЗНА (> 0) 是 决定 介质 微 元 物理 力学 状态 的 那些 可 变 参量 的 函数 . 关系 式 (3.6) 的 
形式 变 为 
of у 

df， 当 f=0, df>0, 
Эра 3f /> 05 
de?s =0, 47 =0, 47 <0, 7 <0. 


关系 式 (3.6) 和 (3.7) 是 用 来 确定 塑性 应 变 增 量 的 附加 关系 式 , 它们 得 自 假设 (3.4) 
和 关于 加 载 曲面 zw 光滑 的 假设 . 我 们 把 这 些 关系 式 称 为 关联 定律 . 在 理想 塑性 材料 
理论 中 , 一 般 形式 的 关联 定律 最 初 是 由 米 塞 斯 提出 和 使 用 的 . 


depa =h 
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必须 指出 , 不 等 式 (3.4) 是 作为 一 条 理论 上 未 被 证 明 的 假设 而 提出 的 . 所 以 , 也 
可 以 把 关联 定律 (3.6) 或 (3.7) 当做 基本 假设 , 并 用 它 代替 关系 式 (3.4). 关联 定律 在 
所 需 范围 内 的 正确 性 应 当 由 实验 结果 来 证 实 , 方法 是 对 关联 定律 的 推论 与 实测 数据 
进行 比较 . 

还 可 以 建立 其 他 塑性 理论 , 其 中 使 用 其 他 一 些 基本 定律 来 代替 关联 定律 , 以 便 确 

至 于 参量 增 量 dx,, 在 强化 材料 的 情况 下 可 以 写 出 公式 


ах, = Asdf， 当 df >0, 
dxs=0， 当 df <0, 


因为 在 df = 0 时 ах, 也 等 于 零 , 4, 是 确定 介质 微 元 状态 的 一 些 参量 的 函数 . 
在 定义 一 个 确定 的 强化 材料 模型 时 应 当 给 出 函数 Г, В 和 4。， 
在 建立 塑性 体 模 型 时 +、 ума М И А 
НЙ АЖ, ани 当 使 该 模型 的 性 质 能 够 反映 在 实验 中 观察 出 来 的 那 
= Һу. 
我 们 指出 , 函数 у, в 和 4。 是 无 法 独立 选择 的 , 因为 应 当成 立 关系 式 
Әу Әј Of _ 
ЕЯ Эр? + А = 0, 
它 得 自 加 载 条 件 (2.7) 和 关系 式 (3.6), (3.7). 
对 于 目前 提出 并 用 于 计算 的 一 些 具体 的 强化 材料 模型 , 在 关联 定律 中 或 者 根本 
没有 参量 x。, 或 者 加 载 函数 f 和 函数 h 只 依赖 于 一 个 参量 x. 
我 们 给 出 dx 的 表达 式 的 一 些 例子 . 泰勒 、 牵 尼 (1931 Е) 和 施 密 特 (1932 年 ) 
曾经 假设 


(3.8) 


1+ 


ах = 45 


奥 德 硅 斯 特 (133) 则 采用 了 以 下 强化 参量 
а= (5 Уа. 
5 
这 些 作者 仅 考虑 了 等 温 过 程 并 认为 加 载 曲面 方程 的 形式 为 


Л= Е(р?) + (х) = 0. 


我 们 将 在 下 一 节 中 详细 研究 特 雷 斯 卡 和 米 塞 斯 的 塑性 体 模型 中 的 加 载 函数 у. 

当 导 数 9f/8p”” 已 知 时 , 对 于 每 一 条 给 定 的 加 载 路 径 , 只 要 直接 对 关系 式 (3.7) 
和 (3.8) 进行 积分 , 就 可 以 计算 出 塑性 应 变 ЕР, 和 参量 х, 的 值 , 它们 与 积分 路 径 有 
关 , 即 与 加 载 过 程 有 关 . 
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具有 角 点 的 加 载 曲 面 ”在 一 些 塑性 体 模型 中 , 加 载 曲 面具 有 尖锐 的 楼 、 角 点 或 锥 项 
点 . 某 些 实验 结果 表明 , 使 用 这 种 类 型 的 模型 是 有 可 能 的 , 其 
至 是 必须 的 . 在 84 中 将 研究 一 种 这 样 的 模型 
因为 加 载 曲面 在 正则 点 具有 唯一 的 法 线 , 所 以 , 根据 关联 定律, 残余 应 力 增 量 的 
方向 在 正则 点 是 唯一 确定 的 . 根据 原理 (3.4) 或 (3.5), 矢量 ds8 的 方向 在 加 载 曲面 
4 的 角 点 能 够 在 某 个 角 的 内 部 变化 (图 150 (Ы). 
2 ае} 柯 依 特 在 1953 年 把 关联 定律 推广 到 加 载 曲 
Ее га 面具 有 角 点 的 情况 0， 目前 , 这 个 理论 是 塑性 力 
“学 中 研究 具有 角 点 的 加 载 曲面 的 所 有 论文 的 基 
5, 础 . 柯 依 特 理论 的 基本 原理 与 真实 应 力 在 塑性 应 
变 上 的 最 小 功 原理 (3.5) 是 一 致 的 ， 我 们 把 х, 
图 150， 矢 量 аер, 的 可 能 情况 . (a) 光 ”的 奇 点 看 做 方程 为 


滑 的 加 载 曲 面 , de?) || т: (b) 具有 角 点 А 
的 加 载 曲面 , de? 位 于 角 АВС 的 内 部 大 (ep Т, xs, и) =0 (3.9) 


的 某 些 正则 曲面 的 交点 . 这 些 曲面 的 数目 可 以 是 任意 的 . 有 时 , 可 以 把 加 载 曲 面 看 做 
由 无 穷 多 个 曲面 / 组 成 的 一 族 曲面 (3.9) 的 包 络 面 . 在 确定 函数 f, 时 要 求 弹性 区 
中 的 位 移 对 应 条 件 


, of ЭЛ. дов 
=0 且 ал = Эт ЧТ + бро ЧР < 0, 


或 
1 <0. 


在 理想 塑性 体 的 情况 下 , 函数 f 与 5 和 х, 无 关 , 塑性 加 载 过 程 对 应 条 件 


f=0, 4 =, =0; 


(3.10) 
Л=0, а, =@7,<0, & у, <0, 
式 中 的 下 标 w 和 и АКАН Г КУ К 的 所 有 值 . 
在 强化 塑性 体 的 情况 下 , 主动 塑性 加 载 过 程 对 应 条 件 
=0，df=0，d 刀 >0; 
Д.=0, а/,=0, df,>0: оц 


Ј=0, ал, =, <0, 8% у, <0. 
如 果 w 的 值 等 于 下 标 大 的 某 些 值 , 则 无 穷 小 加 载 路 径 微 元 相应 过 程 中 的 应 力 张 
量 分 量 对 应 加 载 曲 面 的 奇 点 . 如 果 w = j, 其 中 j 是 唯一 的 固定 下 标 , 则 无 穷 小 加 载 


遍历 下 标的 所 有 的 值 , 这 样 的 加 载 过 程 就 称 为 全 加 载 过 程 . 


0 见 : Koiter W.T，Stress-strain relations, uniqueness апа variational theorems for elastic-plastic 
materials with а singular field surface. Quart. Аррі. Math., 1953, 11(3): 350—354. 
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加 载 曲面 有 角 点 时 的 ” 当 加 载 曲面 Z 有 角 点 时 , 可 以 把 关联 定律 (3.6) 推广 为 以 下 
关联 定律 形式 : 


dsb = у 94 ал, 在 加 载 过 程 中 , 即 在 条 件 (310) 或 (3.11) 成 立时 ， | а 
ў 3.12 
аер Е щу, = 0, df <0, & Л, <0， 对 于 所 有 的 上 ， 


б 


式 中 ал, 是 大 于 零 的 量 . 
对 于 强化 塑性 体 , 按照 (3.11) 和 (3.12) 可 以 写 出 


do = Һа, (3.13) 


式 中 А, (> 0) 是 物质 微 元 的 主 定 参量 的 函数 . 函数 в, 类 似 于 公式 (3.7) 中 的 函数 h. 
在 定义 塑性 体 模型 时 应 当 给 出 函数 hh. ?. 
当 函 数 (3.9) 有 无 穷 多 个 时 , 可 以 把 (3.12) 中 的 求 和 表达 式 改 为 积分 , 积分 域 取 
决 于 条 件 (3.10) 或 (3.11). 
щу, 具有 角 点 时 , 在 强化 材料 模型 中 用 来 确定 参量 x。 的 附加 条 件 可 以 具有 以 
下 形式 : 
ах, = Уа, 9 ах, = B89 4, 


式 中 wu 或 299 是 主 定 参量 的 已 知 函数 , 并 且 在 定义 一 个 强化 材料 模型 时 应 当 给 
出 这 些 函 数 , 就 像 应 当 给 出 函数 Л, 和 А, 那样 . 

对 于 强化 塑性 材料 , 可 以 利用 (3.13) 把 (3.12) 中 的 第 一 个 公式 写 为 以 下 形式 : 

р 91. |， 
ЧР, = һар ль 4]. (3.14) 

下 标 w 的 数值 取决 于 应 力 张 量 分 量 p3 的 增 量 和 温度 增 量 . 当下 标 w 的 一 组 数值 给 
定时 , 公式 (3.14) 给 出 deg 与 аро 和 dT 之 间 的 线性 关系 . 在 应 力 空间 中 , 在 Zr 的 
奇 点 附近 显然 可 以 指定 增 量 аро 和 ат 的 不 同 区 域 , 使 它们 分 别 对 应 不 同 的 一 组 下 
标 w 和 不 同 的 线性 关系 式 (3.14). 因此, 关系 式 (3.14) 从 本 质 上 讲 是 非 线 性 的 . 桑 
德 斯 研究 了 Zn 的 角 点 的 这 类 非 线性 效应 3 . РВУ ГЕНОВ у, = 0 定义 的 曲面 
Хр 是 平面 的 情况 , 这 时 可 以 对 某 些 类 型 的 加 载 路 径 求 出 应 力 与 残余 应 变 之 间 的 同 
样 的 代数 关系 式 . 

在 一 般 情况 下 , 函数 h, 和 у. 对 决定 加 载 路 径 的 那些 参量 的 依赖 关系 可 能 相当 


О 显然 , 在 应 力 空间 中 , 对 于 在 几何 上 (在 物理 上 ) 确定 的 加 载 曲面, 在 引入 条 件 у. = 0 时 有 一 
定 的 任意 性 . 如 果 令 /2 = Л. УВ, 并 且 注意 到 , 在 发 生 塑 性 变形 时 人 = 0, 我 们 就 得 到 公式 (3.14)， 
只 不 过 其 中 的 /应 替换 为 局, 并 且 в. = 1. 类 似 的 说 明 也 适用 于 公式 (3.7) 

2) Sanders J.L. Plastic stress-strain relations based on linear loading functions. Proceedings of the 
2nd U.S. National Congress of Applied Mechanics, 1954, p. 455—460. 
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复杂 , 曲面 zy 能 够 在 塑性 变形 过 程 中 发 生 巨大 变化 .然而 , 在 孤立 角 点 所 对 应 的 有 
效 加 载 过 程 中 (没有 中 间 印 载 ) 重要 的 仅仅 是 加 载 曲面 在 该 奇 点 的 局 部 性 质 , 所 以 
可 以 认为 公式 (3.14) 中 的 函数 Л, 是 р 的 线性 函数 , 并 利用 这 个 公式 来 发 展 强化 材 
笠 的 塑性 变形 理论 
当 2, 有 和 角 点 时 ， 尽管 在 一 般 形式 的 加 载 过 程 中 存在 非 线性 效应 和 非 党 复杂 的 
情况 , 但 对 完全 属于 全 加 载 区 域 的 某 一 类 加 载 路 径 还 是 可 以 进行 重大 简化 . 例如 , 布 
江 斯 基 证 明了 , 对 某 一 类 全 加 载 路 径 可 以 使 用 应 力 与 应 变 之 间 的 代数 关系 式 ] 
建立 塑性 体 模型 的 上 述 一 般 原理 大 致 是 在 最 近 几 十 年 中 发 展 起 来 的 , 对 相关 函 
数 的 实验 研究 暂时 不 多 . 
现在 考虑 塑性 力学 中 的 热力 学 关系 式 ， 在 物体 变形 过 程 中 ， 
热流 认 程 和 热力 学 第 如 果 温 度 变 化 所 引起 的 效应 非 党 重要, 则 必须 有 热力 学 关系 
式 才能 让 力学 方程 组 成 为 封闭 方 各 组， 所 以 , 如 果 热力 学 本 
数 没有 确定 , 热力 学 方程 也 没有 写 出 , 就 不 能 认为 塑性 体 模型 已 经 完全 建立 起 来 
塑性 变形 过 程 是 不 可 赣 的 ,所 以 热流 方程 和 表述 热力 学 第 二 定律 的 方程 可 以 写 
为 以 下 形式 ( 见 第 一 卷 第 五 章 82, 85, 56, 88): 


dF = А deij — а(8Т) + 49 + д4"", (3.15) 
Таз = 449 +04, dg > 0， (3.16) 

或 
ds=des+dis，dis>0 (3.17) 


式 中 FF 是 质量 自由 能 , s ЛАЙ, 99°) 是 外 部 热流 , ад 是 非 补 偿 热 , dg”” 是 进入 
单位 质量 介质 的 相应 能 量 流 ( 见 第 一 卷 第 五 章 $2 和 87). 
建立 塑性 体 模型 的 进一步 工作 总 是 关系 到 一 系列 附加 的 假 
基本 假设 和 由 此 得 到 . 
的 一 些 热力 学 公式 。“ 设 其 中 最 基本 的 一 些 假设 是 : 
dg™ =0, 
Е = Fb, є, є, Т), 


є = =, ЕР, 
Ы (3.18) 


dg = – 1 divgdt, 
р 
dd = 39 de > 0， 
2 а ЕЖИКИ, то 是 表征 能 量 耗 散 的 某 个 张 量 的 分 量 . 


10 Budiansky В. А reassessment of deformation theory of plasticity. Trans. АЅМЕ. Ѕег. Е. J. Appl 
Mech., 1959, 26 (1—2): 259—264. 
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根据 假设 (3.18), 可 以 把 方程 (3.15) 和 (3.16) 改写 为 以 下 形式 : 


OF р ӘБ p тә ) [Е ) 
二 . С ае, dr=0， (319 
(а р )% е (25 ГЕЛИЙ СТА i (3.19) 


а Д 
різ = 一 他 十 = ае? (3.20) 


方程 (3.19) 在 弹性 区 和 塑性 区 中 都 成 立 ， 按 照 塑 性 体 模型 的 上 述 定义 ,从 任 
何 塑 性 状态 都 可 以 进行 弹性 印 载 , 所 以 可 以 利用 弹性 力学 状态 方程 来 确定 处 于 塑性 
状态 的 物质 微 元 中 的 应 力 ， 于 是 , 如 果 考 虑 连接 该 塑性 状态 的 弹性 印 载 过 程 ， 这 时 
de = 0, 从 方程 (3.19) 就 可 以 得 到 第 九 章 中 的 弹性 体 模型 关系 式 (2.9) 和 (2.10). 因 
此 我 们 认为 , 在 弹性 区 和 塑性 区 中 都 成 立 关系 式 


де Е 
ве __дЕ Я 
Ри ё о (8.21) 


对 于 塑性 变形 过 程 , 利用 (3.21) 可 以 把 方程 (3.19) 化 为 以 下 形式 : 


(ак) а-о (3.22) 
Й 

一 般 不 能 认为 这 个 等 式 中 的 deg 是 独立 的 . 其 实 , 如 果 应 用 关联 定律 , 就 可 以 
把 六 个 增 量 de? 通过 其 中 之 一 表示 出 来 . 

尽管 如 此 , 为 了 我 们 的 目的 , 我 们 总 是 可 以 认为 等 式 


(3.23) 


成 立 . 其 实 , 令 


则 从 (3.22) 可 知 , 等 式 


тра =0 


永远 成 立 , 即 增加 тр 这 一 项 并 不 影响 非 补偿 热 dd 的 值 . 所 以 , 可 以 按照 公式 (3.23) 
来 计算 仅仅 为 了 确定 аа’ 而 专门 引入 的 张 量 分 量 五 . 
公式 (3.23) 表明 , 如 果 自 由 能 F 与 塑性 应 变 有 关 , 则 
1 ЭР 


ар = 7р7 460 — Bem de # —dAp. 


这 时 , 塑性 变形 能 够 导致 材料 结构 的 变化 , 从 而 引起 自由 能 的 变化 , 这 在 一 定 程度 上 
类 似 于 自由 能 在 发 生化 学 反应 时 的 变化 . 
可 以 研究 自由 能 与 < 无 关 的 介质 : 


FPF= Fy, Т), т = р. 


Р 
Е 
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这 样 的 介质 可 以 称 为 对 塑性 变形 没有 “记忆 ”的 介质 ; 这 种 介质 的 所 有 热力 学 函数 
(Р, 5,0, 加 和 弹性 定律 (例如 杨 氏 模 量 ) 都 与 积累 起 来 的 塑性 应 变 无 关 . 不 过 , 也 可 
以 引入 具有 “记忆 ”的 塑性 体 模型 , 这 时 Р (е5, Т, е5, х), 并 且 根据 (3.23) 可 
知 , 成 立 一 个 重要 的 不 等 式 то др. 

现在 , 我 们 来 详细 研究 热力 学 第 二 定律 方程 (3.17) 或 (3.20)、 按 照 定 
РЕЛЕ 义 , 我们 认为 

ds а ds dgradT тд _ 

ват Ра = та =“ 
о 一 cy + os ВЕТ НИЗА НЙ АЕ, 其 中 о, 与 温度 梯度 有 关 ， 


oa 与 塑性 变形 有 关 ， 


ИЯ (3.24) 


这 时 , 传 里 叶 定 律 (热流 矢量 的 分 量 与 温度 梯度 矢量 的 分 量 之 间 的 关系 式 ) 可 以 写 为 
以 下 形式 : 


(3.25) 


在 热传导 的 情况 下 ,公式 (3.24) 以 及 (3.25) 只 不 过 是 昂 萨 格 原理 ( 见 第 一- 郑 第 五 章 ) 
的 另外 一 种 表述 而 已 
在 研究 任意 的 不 可 逆 过 程 时 ， 有 时 可 以 对 等 式 (3.25) 进行 推 
ПАЧЕ | утоа о 可 以 表示 为 “ 力 ”X 与 * 流 ”zi 的 
乘积 之 和 ， 


o= Xiz', 


并 且 “ 力 ”Xi 是 主 定 参 量 和 “ 流 ”z' 的 某 些 非 线性 函数 , 它们 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


(3.26) 
函数 o 一 般 不 是 二 次 型 ; c 和 x 不 但 与 变量 zi 有 关 , 而 且 与 其 他 某 些 主 定 参量 
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X 有 关 . 在 一 般 情 况 下 , 从 上 述 公式 可 知 ,o 与 x 之 间 的 关系 为 : 
Xiz'= ws = 0. (3.27) 
如 果 o 是 给 定 的 , 从 关系 式 (3.27) 就 可 以 确定 х. 如 果 x 是 给 定 的 , 就 可 以 把 
关系 式 (3.27) 看 做 函数 o(zxi, х,) 的 一 阶 偏 微分 方程 . 
如 果 x = const 或 = /(х,), 则 根据 齐 次 函数 的 欧 拉 公式 ,从 方程 (3.27) 直接 
可 知 , с 是 变量 z: 的 1/x 次 齐 次 函数 . 
就 像 可 以 利用 最 小 功 原理 (3.4) 来 证 明 关联 定律 那样 , 可 以 利用 在 本 质 上 与 此 
类 似 的 一 些 原理 来 证 明 假设 (3.26) 7. 
下 面 将 利用 公式 (3.26) 来 建立 79 与 e9 之 间 的 关系 . 
} 设 关联 定律 (3.6) 或 (3.7) 成 立 , 我 们 来 研究 量 о. 为 简单 起 
利用 关联 定律 计算 "。 见 ,我 们 只 考虑 光滑 加 载 曲面 的 情况 .下 面 可 以 用 ро 和 吧 
表示 相应 张 量 的 通常 分 量 或 其 偏 张 量 的 分 量 . 
关联 定律 表示 相应 多 维 空间 中 的 矢量 eg 与 加 载 曲 面 /= 0 的 法 线 具有 同样 方 
向 . 不 难看 出 , 可 以 利用 单位 矢量 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 


of 
р Эр 
СЕРНЕ 7. ЕРО (3.28) 
ее әј of 
Әр" Opmn 


为 了 把 е5 表示 为 p5, Е, ТЖ х, 的 函数 , 仅 有 关系 式 (3.28) 是 不 够 的 (这 些 量 在 


空间 ро 中 仅仅 确定 了 矢量 cb 的 方向 ) 不 过 , 因为 我 们 研究 的 是 塑性 加 载 过 程 ,所 
以 分 量 ро 还 应 当 额 外 满足 条 件 


Др”, е6. Т, х.) = 0. 
于 是 可 以 利用 上 面 那些 量 通过 е, =, 了 和 x 来 计算 ру. 


о 

АЕН АВЧ Т МАГА В РАКИ ВРАЗ (3.26), 并 详细 描述 
了 这 些 假设 . 这 些 等 价 假设 或 者 可 以 被 赋予 几何 解释 , 或 者 可 以 被 当做 像 是 一 种 为 了 保证 о ФЕ 
实 过 程 达到 极 值 而 对 “ 力 ”X, 提出 的 物理 条 件 . 见 : Пиглер Г. Экстремальные принципы тер- 
модинамики необратимых процессов и механика сплошной среды. Пер. с англ. Москва 
Мир, 1966 (Ziegler Н. Ѕоте extremum principles in irreversible thermodynamics with application to 
continuum mechanics. Іа: Sneddon І. N., НИ! R., eds. Progress in Solid Mechanics, Vol. 4. Amsterdam: 
North-Holland, 1963. Chap. 2, р. 91 一 193) 
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所 以 , 一 般 而 言 , 利用 关联 定律 和 加 载 曲面 方程 就 可 以 通过 еб, ЕР, 7 和 х, 来 
计算 cz 0 : 
Е 
о = 二" = (е Е оо), 


米 塞 斯 塑性 介质 模型 ”例如 , 如 果 加 载 函 数 为 2 
人 f = pp5 — СА, Т, х,), 


并 且 т9 = рэ, 则 利用 关联 定律 和 条 件 f = 0 得 
ер 


厅 — Cle? 
рУ = Cles, Т, х.) тй 
еме 


а= Сх) ен, 
ЖИЕН Е се, =, Ка х, 表示 出 来 的 cs 是 塑性 应 变 率 的 一 
衡 过 程 阶 齐 次 函数 , 这 是 上 述 塑 性 理论 中 的 一 个 重要 结果 . 于 是 , 由 
不 可 道 塑性 变形 过 程 导致 的 炉 产 生 dispias 与 变形 速度 无 关 . 
一 般 而 言 , 在 建立 塑性 体 模 型 时 ， 作 为 一 个 基本 前 提 , 在 许多 情况 下 可 以 认为 ， 
塑性 变形 过 程 中 的 焙 增 量 、 内 能 增 量 和 应 力 只 与 塑性 应 变 增 量 有 关 , 但 与 实现 这 些 
增 量 所 用 时 间 的 多 少 无 关 . 所 以 我 们 专门 强调 , 可 以 把 塑性 变形 过 程 看 做 无 限 缓慢 的 


不 可 逆 过 程 , 即 由 一 系列 平衡 状态 组 成 的 不 可 逆 过 程 3 . 


加 载 函数 和 关联 定律 Ў оз Же, =, Т, х, 的 给 定 函数 , 并 且 oa = rweg/T, 再 


假设 0 是 ep 的 一 阶 齐 次 函数 , 于 是 op ca/8ep — cz, 并且 
性 2 1ј 2, 4) 2 
Е 成 立 等 式 © 
ы = 5. (3.29) 


我 们 来 证 明 , 从 这 些 假设 可 知 , 存在 上 (> 1) 个 独立 的 加 载 函 数 у (то, 0, Т, х,), 
ш=Ь2, ..-, К, 它们 在 塑性 变形 过 程 中 满足 等 式 


f=0, ш=1,2,.-, 6, (8.30) 
并 且 在 一 般 情 况 下 成 立 关联 定律 , 即 塑性 应 变 率 张 量 的 分 量 ег, 可 以 通过 以 下 公式 
表示 出 来 : 

= бы 路 ， (3.31) 


2) 如 果 ег, 是 偏 张 量 的 分 量 , 则 оз 的 上 述 公式 在 塑性 变形 不 引起 体积 变化 时 才 成 立 . 

习 我 们 将 在 ба 中 研究 具有 这 样 的 加 载 函 数 的 塑性 体 模型 . 

习 在 某 些 书 中 可 以 看 到 这 样 的 结论 : 无 穷 缓慢 的 过 程 是 可 逆 过 程 . 显然 , 这 样 的 结论 在 一 般 情况 
下 是 错误 的 


§3， 塑 性 力学 的 基本 关系 式 :339 


式 中 和 是 某 些 因子 , 它们 与 函数 /的 形式 的 多 值 性 有 关 . 应 当 额 外 利用 条 件 o2 > 0 
和 等 式 (3.30) 来 确定 这 些 因 子 . 公式 (3.31) 类 似 于 公式 (3.14), Ж то = ру 时 实际 
上 与 公式 (3.14) 相同 . 

为 了 证 明 关 系 式 (3.30) 和 (3.31) 所 代表 的 结论 , 我 们 引入 一 些 更 方便 的 一 般 记 
号 . 设 o(zi, х,) 是 所 研究 区 域 中 的 一 组 独立 变量 zl, z?,… ，zn 的 某 个 一 阶 齐 次 函 
数 , 该 函数 还 可 能 依赖 于 某 些 参量 x,, 它们 在 以 下 数学 推导 过 程 中 被 当做 常量 .在 
真实 过 程 中 , 这 些 参量 可 能 发 生变 化 . 温度 、 强 化 参量 和 其 他 一 些 物理 量 都 可 以 归 入 


此 列 . 
于 是 , 按照 以 下 公式 即 可 从 函数 о 确定 广义 力 的 分 量 Xi: 
х, = 25, i=1, 2,..,n, (3.32) 


其 中 的 偏 导数 bc/8r: 是 在 х, 保持 不 变 时 计算 的 , 下 面 不 再 列 出 自 变量 中 的 这 些 常 
参量 . 
容易 证 明 , А сг") 是 一 阶 齐 次 函数 , 则 n 个 函数 


Ji(zl，z2，… 27), і=1, 2 п, 
不 是 独立 的 函数 . 其 实 , 我 们 来 证 明 雅 可 比 行列 式 
OXi| | sz 
97| |902 
等 于 零 . 根据 函数 c(z:，z2，… ，zm) 的 齐 次 性 , 我 们 有 一 组 关系 式 
020 Ў 
дно" = j= 2,4, (3.33) 


它们 在 变量 r: 取 任何 值 时 都 成 立 . 对 于 zi 的 每 一 组 值 , 这 些 关系 式 都 是 相对 于 x 
的 线性 方程 , 其 中 的 系数 92c/8z: дт 取决 于 т" 的 值 . 所 以 , 由 这 些 系数 组 成 的 行列 
式 对 于 г? 的 任何 值 都 一 定 等 于 零 , 只 要 z 不 都 等 于 零 . 

对 于 z: 的 值 的 某 个 n 维 区 域 9, ВНЕ О 


до 
(з) 
的 秩 等 于 n К, 其 中 由 > 大 > 1. 这 时 , 在 п 个 函数 Xi(z7) 中 正好 有 п 一 上 个 独立 
的 函数 , 即 存在 以 下 形式 的 上 个 独立 的 关系 式 : 


Ха, Хо, 5, Ха) 0, w=1, 2,6, 6 大 > (3.34) 
等 式 (3.34) 成 立 , 这 就 证 明了 等 式 (3.30) 所 代表 的 上 述 第 一 部 分 结论 . 


zt 的 可 能 取 值 的 集合 有 可 能 分 为 若干 个 区 域 , 每 个 区 域 具 有 不 同 的 整数 (> 1). 
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与 关系 式 (3.33) 一 起 , 我 们 再 考虑 变量 z: 的 一 组 线性 方程 
a ee (3.35) 


显然 , 齐 次 方程 组 (3.35) 的 通 解 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


上 
zi= У №5, (3.36) 


式 中 和 是 某 些 任意 的 因子 , zl, 29, …， zk 是 方程 组 (3.35) 的 к 个 线性 无 关 的 解 ， 
其 中 每 一 个 解 都 是 变量 г), z?,.…, 2” 的 函数 . 
容易 检验 , 解 zx 由 以 下 公式 确定 : 
DC 2”), ee Ха (21, 5, 2") 
ӘХ; " 
办 为 在 对 变量 аў 下 的 恒等式 /= 0 进行 微分 运算 时 得 到 等 式 
Әј ӘХ, _ д/, Po 
ӘХ, дг) OXi дтідт) 
由 此 可 知 , 公式 (3.37) 给 出 方程 组 (3.35) 的 解 . 
从 函数 (Хе) 的 独立 性 可 知 , 函数 (3.37) 组 成 方程 组 (3.35) 的 一 组 完备 的 解 ， 
其 中 包括 к 个 线性 无 关 的 解 . 
对 比 (3.33) 和 (3.35), 我 们 看 到 , 如 果 (3.35) 的 解 等 于 z#, 就 成 立 一 般 公式 


2“ (27) = 


ш=1,2,..., К, (3.37) 


=0, j=1,2,.…,n. 


к 
ғ 91. ;_ р . 
т Эя i=1, 2, 06, (3.38) 


从 而 证 明了 ?7 等 式 (3.31). 
现在 证 明 逆 命题 : 从 (3.32) 和 (3.38) 可 知 , 在 精确 到 相差 一 个 与 z' 无 关 的 量 时 ， 
函数 c(z1，z2，.… ,2") 是 z1，z2，.… ,zm 的 一 阶 齐 次 函数 . 令 
Xizi = ЕЕ, = Фа, 23,5, 25), 
则 
Әф _ :ӘХ, 
57 =Х,+т BD 


根据 (3.38), (3.37), (3.36), (3.32) 和 (3.35), 我 们 得 到 


А 
:ӦХ; 91. ӘХ; 
= 7 


ӘХ, Әт 


Од. 五 . 伊 夫 列 夫 在 其 论文 中 指出 (IAH СССР, 1967, 176(5): 1037—1039 (Sov. Phys. Dokl.， 
1968, 12: 983)), 在 к= 1 时 , 在 某 些 具体 情况 下 能 够 从 (3.32) 得 到 (3.38). Я.А. 卡 梅 尼 亚 尔 日 改 
进 了 我 们 最 初 提出 的 一 般 证 明 , ЕТЕ А к = 1 的 情况 推广 到 к > 1 的 情况 . 
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所 以 
дъ у дг 
957 ^^? ды 
由 此 可 知 
д = Ф + соп, (3.39) 
并 且 ЕЕ" 
3. 9. 9 
Ф Ха он = да". (3.40) 


等 式 (3.40) 表明 , 函数 Ф(21, 22, ---, 2") 是 z:，z2，… ，zn 的 一 阶 齐 次 函数 . 

如 果 除了 关系 式 (3.32) 和 (3.38) 还 成 立 等 式 o = ziXi, 则 等 式 (3.39) 中 的 常量 
等 于 零 . 该 常量 在 一 般 情况 下 可 以 不 等 于 零 , 其 形式 为 yiyi, 其 中 yi 和 是 zi 和 
Xi 之 外 的 某 些 附加 变量 . 

以 上 结果 是 在 存在 非 零 变量 зе 的 条 件 下 得 到 的 (这 个 条 件 要 求 确实 发 生 了 塑 
性 变形 过 程 ). 

关系 式 (3.34) 表明 , 当 参 量 x, 具有 给 定 的 值 时 , 在 坐标 为 X; 的 п 维 空间 中 ， 
点 Xi 仅 在 属于 方程 为 (Xi) = 0 w = 1, 2 … ,大 (k>1) 的 那些 曲面 时 才 是 可 能 
实现 的 . 例如 , 对 于 满足 等 式 f,(Xi) = 0 的 点 Xi, 如 果 在 所 有 w фь 的 情况 下 都 有 
(Ха) в 0, 则 成 立 更 简单 的 公式 


so 
2 一 入 5 
我 们 来 考虑 具有 有 限 坐 标 Хх; 且 不 属于 任何 曲面 (Ха) = 0 的 所 有 可 能 的 点 ， 
这 些 曲面 在 х, 等 于 某 些 给 定 值 的 情况 下 对 应 给 定 的 一 阶 齐 次 函数 
(zi = ziXi. (3.41) 


显然 , 点 X? 在 z' ро 的 真实 过 程 中 不 可 能 实现 , 但 是 在 所 有 z: 都 等 于 零 时 , 即 在 
0 =0 时 , 这 样 的 点 还 是 可 能 实现 的 , 相应 过 程 是 可 逆 过 程 . 

在 空间 Xi 中 , 可 以 把 曲面 f,(Xi) = 0 上 的 点 看 做 可 逆 过 程 的 边界 . 我 们 还 记 
得 , 不 等 式 о з 0 表明 过 程 的 不 可 逆 性 . 因此 , 不 可 逆 过 程 对 应 着 满足 以 下 等 式 的 点 : 


f,(Xi, xs) =0. 
从 (3.38) 和 (3.41) 得 到 条 件 
Ах > 0. (3.42) 
对 于 所 有 满足 (3.34) 的 点 Xi, 例如 对 于 每 一 个 单独 的 曲面 f;(Xi) = 0, 这 个 条 件 都 
应 当成 立 . 


对 于 选 定 的 函数 у, (Ха), 条 件 (3.42) 把 相应 函数 А; 的 符号 固定 下 来 . 只 要 选 定 
函数 人 ,就 可 以 认为 因子 和 ,= 1 ( 见 333 页 上 的 脚注 ). 
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原理 (3.5) 和 条 件 о, > 0 (Ч о, (е?) 是 一 阶 齐 次 函数 时 ) 在 本 质 上 是 类 似 
的 , 由 此 可 以 得 到 类 似 的 结论 (h., 和 А, 的 符号 ), 但 它们 并 非 完全 等 价 . 

于 是 , 在 塑性 理论 中 应 用 所 得 结论 , 结果 可 以 表示 为 以 下 形式 .在 一 般 情 况 下 ， 
从 热力 学 关系 式 


т таг, 02 = 0066, Ф, Т, х), Я ся 
可 知 , 至 少 存在 一 个 关系 式 
Хт, eb, Т, х,) =0, (3.43) 
并 且 如 果 eg 能 够 取 任意 的 值 , 则 
ё =АдЇ. (3.44) 


关系 式 (3.44) 和 条 件 (3.43) 仅 在 下 述 情况 下 才 等 同 于 关联 定律 , 该 情况 要 求 75 
的 表达 式 


此 外 , 如 果 函 数 0 不 是 变量 ер, 的 一 阶 齐 次 函数 , 则 附加 关系 式 (假设 ) (3.29) 与 关 
联 定律 (假设 ) (3.6) 在 一 般 情况 下 并 不 等 价 . 


$4. 塑性 体 模型 的 一 些 实例 


作为 站 性 休 模 型 的 一 个 例子 , 我 们 来 研究 理想 塑性 体 模型 

我 们 认为 ， 一 个 介质 微 元 表现 为 弹性 体 的 前 提 条 件 是 其 中 任何 

特 雷 斯 卡 届 服 条 件 向 面 向 元 上 的 切 向 应 力 p, 都 小 于 某 个 已 知 量 而 如 果 其 中 菜 

一 个 曲面 微 元 上 的 切 向 应 力 等 于 人 该 介质 微 元 就 表现 为 塑性 体 .常量 上 对 于 不 同 的 
具体 材料 一 般 不 同 , 此 外 还 与 温度 有 关 . 
因此 , 可 以 假设 塑性 出 现 于 物体 中 


lprlmax = К (4.1) 


方程 具有 以 下 形式 : 
f = еф?) -k=0, 


其 中 w(p5) 是 介质 给 定点 的 最 大 切 向 应 力 pr max 通过 应 力 张 量 分 量 ро 的 表达 式 . 
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具有 最 大 切 向 应 力 的 ”我 们 来 确定 函数 p(p5) 的 形式 和 在 物体 中 的 给 定点 具有 最 大 
面 微 元 切 向 应 力 的 面 微 元 的 方位 . 设 р!, р?, р? 是 应 力 张 量 的 主 分 
量 . 首先 研究 p', p?, рэ 各 不 相同 的 一 般 情况 , 并 且 认为 
р>? > р?. (4.2) 
对 于 在 给 定点 作用 于 法 向 矢量 为 n(n，ns， ns) 的 任意 面 微 元 的 切 向 应 力 pr， 
我 们 组 成 其 平方 的 表达 式 
02 = ра pn 
如 果 让 坐标 轴 zl, 27, z3 指向 应 力 张 量 在 给 定点 的 主 方向 , 显然 就 可 以 写 出 ( 见 第 三 
章 84) 
ра = (р')п?, ры = (р'п?)?. 
现在 , 为 了 计算 使 相应 切 向 应 力 在 给 定点 达到 最 大 值 pr msx 的 面 微 元 的 方位 , 我 
们 把 问题 表述 如 下 : 需要 确定 通过 给 定点 的 面 微 元 的 法 线 的 方向 余弦 , 使 表达 式 
02 = (р)? — (pin?)? (4.3) 
在 
Ф(п+) = п2 + па п -1=0 (4.4) 
的 条 件 下 达到 最 大 值 . 所 提问 题 是 计算 函数 (4.3) 的 条 件 极 值 的 普通 问题 . 为 了 求解 
这 个 问题 , 我 们 写 出 欧 拉 方 程 


Ә(р2 + АФ) _ 
бы 0 #5) 
其 中 入 是 拉 格 朗 日 乘 数 . 方程 (4.5) 展开 后 的 形式 为 : 
(pn — 2(р'п?)р'т, + Мы = 0, 
(р?п — 2(р'п?)р?пь + Mna = 0, (4.6) 
(0?)2пз — 2(р'п?)р?пз + Аз = 0, 
显然 , 该 方程 组 在 条 件 (4.4) 下 具有 解 
m=m=0, n=1, = (р), 
п = =0, п =1, А= (62), 
ту =тпз=0, п =1, А= (р!)2. 
应 当 舍弃 这 些 解 , 因为 它们 对 应 切 向 应 力 为 零 的 情况 , 这 时 р2 达到 最 小 值 . 
我 们 来 证 明 , 在 方程 组 (4.6), (4.4) 的 解 中 , 至 少 有 一 个 方向 余弦 ni 等 于 零 . 其 
实 , 假如 所 有 方向 余弦 都 不 等 于 零 , 则 方程 组 (4.6) 化 为 


(61)? – 2(р'п2)р) +л=0, j=1, 2, 3. (4.7) 
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从 方程 组 (4.7) 中 与 j= 1, 2 相对 应 的 两 个 方程 分 别 减 去 第 三 个 方程 , 以 便 消去 参 
Нл, 结果 得 到 
101)? – (р3)?] 一 2(pin?)(p’ – р?) = 0, 
[у – (03)? – 2(pin?)(p? – р?) = 0. 

根据 假设 (4.2), 这 两 个 方程 等 价 于 

р +p — 2ріт = 0, 

1? +р? — 2pin? = 0. 
由 此 可 知 

р-р? =0, 
但 这 与 不 等 式 (4.2) 矛盾 . 所 以 , 在 求解 方程 组 (4.6), (4.4) 时 必须 认为 三 个 方向 余弦 
mi 中 有 一 个 等 于 零 , 另外 两 个 不 等 于 零 . 
设 m = 0, п #0, пз 7 0, 则 (4.6) 中 的 第 一 个 方程 恒 成 立 , 另外 两 个 方程 化 为 
方程 (4.7), 其 中 у = 2, 3. 从 这 些 方程 消去 X, 再 约 掉 p? — рэ, 得 
р? +p – 2(р?па + р?п) = 0. 
根据 条 件 (4.6), 这 时 有 
11-я, 

所 以 应 当 从 方程 

(oz 一 P)( -2n3)=0 
计算 方向 余弦 по. 于 是 , 待 求 的 解 具 有 以 下 形式 : 

n=0, tm=m= Ур. 
类 似 地 可 以 得 到 解 
пт = na = 5. тз = 0, 

= 
у’ 
每 一 个 解 都 确定 了 经 过 应 力 张 量 的 一 条 主轴 的 两 个 平面 , 它们 与 另外 两 条 主轴 的 夹 


角 分 别 为 45° 和 135°. 
把 这 些 结果 代入 (4.3), 我 们 得 到 待 求 的 切 向 应 力 极 值 


т. = ma = пз=0. 


pri=+ ра=+ 8. Рз = 
切 向 应 力 的 极 值 p 等 于 相应 的 应 力 张 量 主 分 量 之 差 的 一 半 , 这 两 个 主 分 量 所 对 应 的 
应 力 的 作用 面 的 交 线 是 应 力 张 量 的 一 条 主轴 , 该 主轴 正好 属于 切 向 应 力 的 极 值 所 对 
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应 的 作用 面 . 根据 条 件 (4.2), 切 向 应 力 的 最 大 值 为 


ра РС, (4) 
如 果 т, рӯ, рэ 中 有 相同 的 值 , 例如 
р =? >р, 
则 应 力 张 量 的 张 量 面 是 绕 * 轴 的 旋转 曲面 , 所 有 通过 2 轴 的 平面 都 是 主 平面 . 使 
Е 
ро ры 


的 平面 有 无 穷 多 个 , 所 有 这 些 平面 都 与 一 个 以 > 办 为 轴 的 加 维 面 相 切 ， 该 加 维 的 顶 
点 位 于 所 研究 的 点 , 顶 角 为 0”. 
我 们 已 经 确定 了 函数 关系 pr maw = ер) 的 形式 , 从 而 能 名 把 
ЗАНИ 经 过 给 定点 的 革 个 确定 的 平面 上 的 最 大 切 向 应 力 信 通 过 应 力 
张 重 在 该 点 的 主 分 量 表示 出 来. 现在 可 以 在 三 维 的 主 应 力 空 
рузе, р" 中 作出 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 
所 对 应 的 届 服 曲面 
еф) -k=0. 
我 们 指出 ,对 称 的 应 力 张 量 的 主 分 
量 六 可 以 用 已 知 的 方式 通过 应 力 张 量 
的 不 变量 表示 出 来 所以, 如 果 需 要 的 
话 , 也 可 以 在 六 维 应 力 空间 ро 中 提出 
特 雷 斯 卡 届 服 条 件 所 对 应 的 届 服 曲面 
的 方程 , 其 形式 相当 复杂 . 图 151， 特 雷 斯 卡 六 楼 柱 和 六 边 形 
根据 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 , 无 失物 质 
微 元 的 应 力 状 态 如 何 , 只 要 出 现 塑性 状态 ,以 下 六 个 等 式 中 就 至 少 有 一 个 等 式 成 立 


—2k, 
эк, (4.9) 


р-р? = 2, р-р? 
1? –р? = 28, р? р? = 


р-р = 28, р-р = 2. 


所 以 , 在 主 应 力 空间 р, р?, р? 中 , 弹性 区 9, 的 边界 由 六 个 平面 (4.9) 组 成 .从 
(4.9) 可 以 看 出 , 在 这 些 平面 中 , 每 两 个 平面 平行 于 坐标 轴 之 一 , 它们 与 另外 两 个 坐标 
轴 的 夹 角 等 于 45°. 平面 (4.9) 的 交 线 平行 于 直线 р: = р? = р?. МИ, 特 雷 斯 卡 届 
服 条件 所 对 应 的 屈服 曲面 组 成 主 应 力 空间 中 的 一 个 六 棱柱 , 它 的 面 和 棱 平 行 于 直线 
р = р? = р? (图 151). 
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从 坐标 原点 p! = р? = р =0 到 每 一 个 平面 (4.9) 的 距离 等 于 
26 
Утай, В У 

式 中 (р?) = 0 表示 这 些 平面 的 方程 (4.9). 

平面 pt + р? + р? = 0 ФАНЕ р = р? = р. 如 果 计算 六 棱柱 的 棱 与 这 个 平 
面 的 交点 , 则 结果 表明 , 这 些 点 到 坐标 原点 p! = p? = р? = 0 的 距离 都 等 于 2V3k/V3. 
因此 , 六 棱柱 与 平面 р: + р? + р? = 0 相交 形成 的 六 边 形 截面 具有 内 切 圆 和 外 接 圆 ， 
并 且 圆心 都 位 于 坐标 原点 . 于 是 , 六 棱柱 与 垂直 于 直线 p! = р? = ру 的 平面 相交 , 相 
应 截面 是 正六 边 形 , 称 为 特 雷 斯 卡 六 边 形 . 

弹性 区 是 六 棱柱 的 内 部 . 当 介质 在 流体 静 力 学 压强 作用 下 发 生 压 缩 或 拉 伸 时 , 应 
力 状态 满足 p! = р? = р’, 并 且 一 直到 分 量 рі 等 于 无 穷 大 时 , 介质 都 表现 为 弹性 体 . 
加 载 曲面 具有 楼 (在 平面 p! + 22 +p = 0 上 , 弹性 区 的 边界 具有 角 点 ) 对 于 理想 塑 
性 材料 , 在 温度 保持 不 变 时 К = const > 0, 特 雷 斯 卡 六 边 形 不 发 生变 化 ; 对 于 强化 材 
料 , Е 在 变形 过 程 中 随 某 些 参量 x, 变化 , 特 雷 斯 卡 六 边 形 能 够 发 生变 化 . 
米 塞 斯 届 服 条 件 “为 了 代 区 特 雷 斯 卡 屈服 条 件 , ЭНЕН ЯВ 


Пр-т 2 В, 


对 于 理想 塑性 材料 , 式 中 的 ,是 给 定 材 料 的 某 个 有 量 纲 的 常量 或 温度 的 函数 . 加 载 
曲面 的 方程 在 应 力 张 量 主轴 下 具有 以 下 形式 : 


Ј = (р: – р2)? + (р? – р*)? + (рэ – р!)? 一 8k = 0. (4.10) 


这 时 , 可 以 认为 物体 微 元 仅 在 满足 条 件 (4.10) 时 才 表 现 出 塑性 ， 条 件 (4.10) 称 为 米 
塞 斯 必 服 条 件 
容易 证 明 , 米 塞 斯 届 服 条 件 有 一个 等 价 的 提 法 ， 如 果 经 过 给 
类 于 上 届 服 条 件 的 物 “定点 的 正人 面体 表面 (与 所 有 三 条 主轴 ри, ре, о 的 夹 角 者 
相同 的 平面) 上 的 切 向 应 力 2 pr ve 达到 某 个 极限 值 


5%, (а) 
介质 微 元 就 表现 出 塑性 .其 实 , 对 于 这 样 的 平面 , 法 向 矢量 n 具有 三 个 相同 的 方向 


Я, М п? + п +13 = 1, 所 以 m = ma = пз = 1/У3. 于 是 , 从 公式 (4.3) 直接 可 以 


PYoct = 


2 这 个 届 服 条 件 最 初 是 由 麦克 斯 韦 在 给 汤姆 孙 的 一 封 信 中 提出 的 ( 见 : Timoshenko S.P，History 
of Strength of Materials: With а Brief Account of the History of Theory of Plasticity алі Theory of 
Structures. New York: McGraw-Hill, 1953 (S. P. 铁 木 生 可 . 材料 力学 史 . ЖЕНЕ. 上 海 : 上 海 科学 
技术 出 版 社 , 1961)) 

2 该 切 向 应 力 简称 为 八 面体 切 向 应 力 或 八 面体 剪 应 力 . 一 一 译注 
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得 到 
ва = 20У? + (0 + Р-Р рр? р? 
Р-Р (р р = 000, +, +5). 

由 此 可 知 , ЯЯ АЛЕНЕ (4.10) 成 立 , 则 条 件 (4.11) 也 成 立 , 反之 亦 然 . 

янлжанааа АННЕ 5 ВЕНЕ А 
周知 , НАНЫ 59 由 公式 59 ру — 905/38 

ее т 
不 变量 ， 因 为 应 力 张 量 的 所 有 三 个 主 分 量 pi 与 应 力 仿 张 重 

的 相应 主 分 量 8 相差 同一 个 不 变量 多 /3, 所 以, 无 论 是 使 用 应 力 偏 张 量 的 主 分 量 ， 

还 是 使 用 应 力 张 量 的 主 分 量 , 米 塞 斯 届 服 条 件 的 表述 方法 是 相同 的 


(S1 – 52)? + (52 – 53)? + (5° – 51)? — 862 = 0. 
如 果 打开 这 个 等 式 中 的 括号 , 再 利用 应 力 偏 张 量 的 第 一 不 变量 等 于 零 的 条 件 , 就 得 到 
ня З, Вр (5) = И, (4.12) 
式 中 (8) = ($)? + (52)? + (53)? = 5955 是 应 力 偏 张 量 的 第 二 不 变量 . 
因此 ， 可 以 通过 应 力 张 量 的 任意 分 量 


(不 是 主 分 量 ) 把 米 塞 斯 届 服 条 件 写 为 以 下 п”) 
形式 : 
Ed Ed 8 ОР=ри+р + 
f= 人 2 9 (=, Е Э 30 = 0. мез 
a AU 
用 几何 方法 构造 米 塞 Ре о асры 
斯 届 服 曲面 (4.10) 在 主 应 


力 空间 中 是 一 个 圆 
柱 面 , 其 母线 平行 于 直线 p! = р? = рї. 因为 
应 力 偏 张 量 的 第 一 不 变量 等 于 零 , 所 以 , 在 ”图 152， 米 塞 斯 加 载 曲面 是 圆柱 面 , 应 力 和 
主 应 力 空间 mh, ра, р? 中 , 分 量 为 51, S52, 53 Ж ОР 可 以 分 解 为 偏 应 力 5S 和 球 应 力 Р 
的 矢量 应 当 总 是 位 于 平面 pt +p? + 一 0 
Е, 该 平面 垂直 于 直线 р = р? = р?. 根据 方程 (4.12), 该 矢量 的 大 小 保持 不 变 , 所 以 
米 塞 斯 届 服 曲面 的 横 截 面 是 半径 为 2V273k, 的 圆 (图 152). 

可 以 利用 实验 来 确定 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 和 米 塞 斯 届 服 条 件 中 
НН рр кать, йо, 在 简单 拉 人 实验 中 , 设 рр? =0, 

р О, Ері = рі" 时 开始 出 现 塑性 变形 . 对 于 所 研究 的 材料 ， 
可 以 根据 所 用 届 服 条 件 作 米 塞 斯 圆柱 或 特 雷 斯 卡 六 楼 柱 , 使 其 表面 经 过 点 ру", 0, 0. 
对 于 常量 k К, 根据 (4.9) 有 р" = 2k, 或 者 根据 (4.10) 有 р" = 2k1. 图 153 (a) 
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给 出 利用 给 定 材料 的 简单 拉 伸 实验 绘 
制 出 的 米 塞 斯 加 和 特 雷 斯 卡 六 边 形 的 
相互 位 置 . 在 其 他 一 些 应 力 状 态 下 , 分 
别 用 米 塞 斯 条 件 和 特 雷 斯 卡 条 件 计算 
出 来 的 届 服 极限 理论 值 不 再 相同 . 

为 了 从 上 述 两 种 屈服 条 件 中 选择 


а) 点 4: 纯 拉 伸 状 态 (b) 点 4: ЯНИЕ 。 一 种 更 适合 给 定 材料 的 条 件 ,需要 额外 
图 159， 米 塞 斯 加 和 特 雷 斯 卡 六 边 形 的 相互 位 置 ， 进行 实验 , 并 且 在 实验 中 不 是 进行 简单 
(а) 简单 拉 伸 , к, = № (b) ЯЕ, к, = VSk/2 拉 伸 或 压缩 , 而 应 实现 其 他 某 种 类 型 的 


应 力 状态 . 


显然 , 可 以 从 最 开始 就 利用 在 实验 中 任意 选取 的 一 条 其 他 的 加 载 略 径 来 确定 届 
服 极限 , 可 以 在 应 力 空间 中 找到 届 服 曲面 上 的 相应 点 , 并 通过 这 个 点 作出 米 塞 斯 曲 而 
或 特 雷 斯 卡 曲 面 . 这 样 , 如 果 进 行 纯 冀 切 实验 (例如 浒 壁 圆 管 扭转 实验 ), 利用 特 雷 斯 
卡 届 服 条 件 或 米 塞 斯 届 服 条 件 就 可 以 得 到 图 153 (b) 中 的 图 或 六 边 形 . 至 于 人 或 
这 时 有 天 = r 或 = TV8/2, 式 中 r 是 所 给 材料 在 纯 剪 切 过 程 中 的 屈服 极限 . 
作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 满足 米 塞 斯 届 服 条 件 的 理想 塑性 体 
满足 米 塞 斯 届 服 条 件 “的 等 温 平衡 , 并 给 出 用 来 确定 应 力 应 变 状态 的 封闭 方程 组 . 


ИИ д. 该 方程 组 包括 三 个 平和 方程 


рЕ? + Vip™ = 0, 
总 应 变 、 弹 性 应 变 和 塑性 应 变 之 间 的 六 个 关系 式 
у = 6 +9, 
弹性 应 变 的 胡 克 定律 
ру = Аһ (23) 9; + 2 ре, 


和 应 变 张 量 的 分 量 通过 位 移 矢量 的 分 量 的 表达 式 . 
在 弹性 区 中 , 以 及 在 从 塑性 状态 印 载 的 过 程 中 , 我 们 有 


р 一 
е =0. 


在 塑性 区 中 ， 
(8) = 3, 9648) =0, 


并 且 在 一 般 情况 下 de8 不 等 于 零 . 为 了 使 方程 组 封闭 , 可 以 使 用 关联 定律 
ае? = 24А (>. = 5%), 


和 届 服 条 件 . 关联 定律 是 一 组 微分 方程 . 


(4.13) 


$5. 理想 弹 饪 性 材料 柱 形 杆 的 扭转 问题 2349 . 


为 了 确定 ро 和 a3, 在 一 般 情况 下 可 以 得 到 一 组 相互 关联 的 微分 方程 . 然而 , 也 
能 遇 到 一 些 重要 的 简单 情况 , 这 时 确定 理想 塑性 体 应 力 状态 的 问题 独立 于 确定 残余 
应 变 的 问题 . 


i 2 应 力 状态 . 
平面 应 力 应 变 状态 是 例如 , 假设 我 们 要 确定 处 于 平衡 的 塑性 体 的 平面 应 力 状态 . ЯВ 


问 么 , 根据 平面 应 力 状态 的 定义 , 总 是 可 以 这 样 选取 笛 卡 儿 和 坐标 
івы Жуз, ер ра? р 0 (р? = 0), Пот, р Жар? 
一 般 不 等 于 零 并 且 只 依赖 于 z уо. 

在 这 种 情况 下 , 平衡 方程 化 为 以 下 两 个 方程 : 
Әр! др? _ Әр2 др 
Эг + ду = -Х, вар (4.14) 
式 中 X(z, у) 和 У(т, у) 是 质量 力 的 分 量 . 如 果 再 补充 屈服 条 件 
ХФ", р, р??, в, +, К,) =0, 


方程 组 就 成 为 封闭 的 , 由 此 可 以 确定 塑性 区 中 的 三 个 非 零 的 应 力 张 量 分 量 ри, ра, 
р?2. 所以, 如 果 给 出 应 力 的 边界 条 件 , 在 平面 应 力 状态 下 就 可 以 独立 地 求解 p5, 这 
时 不 需要 应 变 的 有 关 信 息 . 

考虑 使 用 届 服 条 件 来 封闭 应 力 方程 的 另 一 个 例子 . 设 塑性 体 表面 受到 给 定 的 应 
力 р, 的 作用 , 塑性 体 处 于 平面 应 变 状态 并 保持 平衡 . 根据 平面 应 变 状态 的 定义 , 这 
时 可 以 这 样 选取 坐标 轴 z, у, 2, 使 = = sp = ер, = 0, (В еру, Е. 和 eb 不 等 于 零 并 
且 只 依赖 于 > 入. 

我 们 指出 , 平面 应 力 状态 与 平面 应 变 状态 一 般 互 不 相同 . 例如 , 在 平面 应 力 状态 
下 , 从 关联 定律 (4.13) 可 知 аер, = de3, = 0, 但 3degs = -2 dA (pl + р22), 所 以 在 一 
般 情况 下 de3， #0. 反 过 来 , 在 平面 应 变 状态 下 de8s = 0, 并 且 


33 _ 到 on +57), (4.15) 


所 以 在 一 般 情况 下 рэ 3 0. 从 (4.13) 可 知 , 在 平面 应 变 状态 下 , 应 力 张 量 的 四 个 分 
量 PP22, р!2 和 р? 能 够 不 等 于 零 , 其 中 每 一 个 分 量 都 是 > 和 у 的 函数 . 当 外 质 
量力 在 > 铀 上 没有 投影 时 ， 平衡 方程 在 > 轴 上 的 投影 恒 成 立 . 为 了 确定 应 力 张 量 的 
四 个 分 量 , 我 们 有 四 个 方程: 两 个 平衡 方程 (4.14), 届 服 条 件 f(p3, Б, 5-6, К,) =0 
和 应 力 张 量 的 分 量 之 间 的 关系 式 (4.15). 


$5. 理想 弹 塑性 材料 柱 形 杆 的 扭转 问题 


我 们 来 研究 具有 任意 形状 横 截面 的 理想 弹 塑 性 材料 柱 形 杆 的 扭转 问题 . 坐标 轴 
z, у, = 的 选取 如 图 154 所 示 . 


D 见 第 十 一 章 31. 
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为 简单 起 见 , 我 们 认为 没有 外 质量 力 , 杆 的 侧面 5 
不 受 载荷 作用 , 即 


在 S 上 р, = 0. (5.1) 


在 杆 的 两 端 和 У 上 pn = ғр? #0, 但 р? = 0, 
即 在 杆 的 两 端 分 布 有 使 杆 保 持平 衡 的 切 向 应 力 ma 和 
723. 我 们 将 根据 问题 的 解 来 计算 У, 和 У 上 的 外 面 力 
分 布 , 现在 仅仅 指出 , 2 上 的 面 力 归 结 为 扭矩 М, 而 
У, 上 的 面 力 归 结 为 扭矩 – м. 
图 154， 弹 塑性 材料 柱 形 村 扣 转 。 АННА М 足够 大 , 在 杆 的 某 些 部 位 或 全 部 杆 
问题 中 的 记号 和 坐标 轴 的 选取 。” 中 就 会 出 现 塑 性 应 变 . 我 们 将 在 稍 后 研究 杆 的 材料 所 
满足 的 届 服 条 件 . 

需要 确定 杆 的 应 力 状 态 和 其 中 的 位 移 . 下 面 再 提出 一 些 假设 , 以 便 分 别 考虑 求 
应 力 分 布 的 问题 和 求 位 移 的 问题 . 
对 应 力 张 量 的 分 量 提 我 们 假设 这 个 问题 的 解 类 似 于 前 面 已 经 研究 过 的 弹性 材料 杆 


出 的 假设 扭转 问题 的 解 ( 见 第 九 章 87), 从 而 认为 在 杆 的 内 部 和 表面 处 
处 都 有 
pu = pl2 =p2a = р = 0, (5.2) 
НРК рз 和 рб 不 等 于 零 . 


在 没有 外 质量 力 时 , 从 平衡 方程 在 z, у 轴 的 投影 可 知 , 分 量 ps 和 pz23 不 应 依 
赖 于 г, 所 以 平衡 方程 在 z 轴 的 投影 具有 以 下 形式 : 
Әр!(=, у) , др? (т, у) _ 
一 0 (5.3) 
应 力 函 数 如果 引 入 应 力 函 数 (zx, у), 使 分 量 p”3 和 р23 表示 为 
з_22 3__ 0% 


р бу’ Р ==) (5.4) 


则 方程 (5.3) 恒 成 立 . 
根据 等 式 (5.2) 和 坐标 轴 的 选取 方法 , 杆 侧面 5 上 的 边界 条 件 (5.1) 在 z 轴 和 y 
轴 上 的 投影 恒 成 立 , 在 z 轴 上 的 投影 化 为 杆 的 横 截面 的 边界 C 上 的 条 件 1) 


р! cos(n，z) + p23 соз(п, у) = ша cos(n, т) 一 27 е у) 


ду Әг 
_ ая ғ _ 0$ _ 
= ‘бу 90908. 0 + ат со, 1) = 0 


D 在 第 九 章 $7 中 有 类 似 的 条 件 . 
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即 


„Я = сопзі. (5.5) 
杆 两 端的 边界 条 件 将 在 以 后 考虑 . 
如 果 杆 的 横 截面 是 单 连通 的 , 就 可 以 把 条 件 (5.5) 写 为 
在 C 上 ZF(z, у) =0, (5.6) 


因为 函数 .多 (z, у) 只 能 确定 到 相差 一 个 常量 . 如 果 杆 的 模 截面 具有 若干 个 封闭 边界 ， 
就 可 以 认为 在 其 中 一 个 封闭 边界 上 Я = 0, 在 其 余 封闭 边界 上 9 = Ck, 式 中 Ck 是 
需要 在 求解 过 程 中 确定 的 某 些 常量 .为 简单 起 见 , 下 面 只 考虑 单 连 通 横 截 面 杆 的 扭 


转 问题 
виь ЕВС ТИЕ ОМ. 根据 所 提 候 设 (5 2) 村 的 可 
面 上 的 切 向 应 力 值 的 平方 等 于 (p13)? + (за. 按照 理想 塑性 材料 的 届 服 
条 件 , 我 们 认为 杆 在 
(p'3)? 十 (p23)2 А2 ка 
时 处 于 弹性 状态 , 在 
(руе + (раз)? = 8 5) 
时 处 于 最 性 状态 , 式 中 А, 是 该 材料 的 给 定常 量 . 
我 们 来 证 明 , 在 所 研究 的 这 个 问题 中 , 届 服 条 件 (5.7)、 特 雷 
特 罗斯 上 大限 条件 和 斯 卡 届 服 条 件 和 米 塞 斯 图 服 条 件 在 形式 上 完全 一 料 
特 雷 斯 卡 届 服 条 件 可 以 通过 应 力 张 量 的 主 分 最 玉 ，72, 于 
(pl > р? > р?) 写 为 以 下 形式 : 


Prmax = 


式 中 大 是 给 定常 量 , 它 等 于 可 能 的 最 大 应 力 . 
应 力 张 量 的 主 分 量 是 特征 方程 


入 о рз 

0 лр? 
pa p23 A 
的 根 . 因为 pl > р? > 到 , 所 以 

рі = ү(р13)2 + (р23)2, р? = 0, р? = –ү(р13)2 + (р23)2. 
因此 , оа ОНР АТ В Е 
Prmax = V (p13)2 + (р)? = К, (5.8) 

其 形式 与 届 服 条 件 (5.7) 相同 . 


= 09 - (РЗ + ЗА = 0 
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现在 考虑 米 塞 斯 届 服 条 件 


б) а) н ә 
因为 在 我 们 的 问题 中 多 = 0, 所 以 这 个 条 件 化 为 
mp = 009) + | = ЗА 
即 此 时 也 得 到 条 件 (5.7)， 在 上 述 扭转 问题 中 , 杆 的 材料 可 以 是 各 种 各 样 的 ， 它 既 可 
以 服从 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 , 也 可 以 服从 米 塞 斯 届 服 条 件 , 还 可 以 是 满足 其 他 届 服 条 件 


的 各 向 同性 材料 . 
显然 , 对 于 各 项 同性 理想 塑性 体 , 形 如 


ЦВ, Ъ, В) =0 (5.10) 


的 任何 届 服 条 件 在 上 述 问 题 中 都 化 为 等 式 J = (р'3)2 + (р23)2 = const, 因为 在 扭转 
ДИ д = 13 = 0. 

因此 , 在 上 述 扭转 问题 中 , 利用 所 选 坐标 系 可 以 把 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 (5.8), Ж 
塞 斯 屈服 条 件 (5.9) 以 及 各 项 同性 材料 的 一 般 形式 的 屈服 条 件 (5.10) 表述 为 同样 的 
形式 : 


(pl3)2 + (23)? = const . 
对 于 服从 特 雷 斯 卡 届 服 条 件 的 材料 ， 


const = k? = р? max; 


对 于 服从 米 塞 斯 届 服 条 件 的 材料 ， 
3 


4 2 
eonst = За ные 


在 上 述 问题 中 , 对 同一 根 杆 总 是 成 立 等 式 

ЕЕ 5) 
对 于 服从 特需 斯 卡 届 服 条 件 的 杆 , 可 以 给 出 рз, 而 对 于 服从 米 塞 其 届 服 条 件 的 村 ， 
可 以 给 出 到 ws mo 在 上 述 问题 中 , 米 塞 斯 条 件 和 特 雷 斯 卡 条 件 对 于 不 同 的 村 是 相 
同 的 , 因为 不 同 模型 中 的 给 定 物理 常量 之 间 的 关系 满足 等 式 (5.11) 或 与 之 等 价 的 等 


20 Е? = 482/3. 
当 杆 的 全 部 材料 都 处 于 塑性 状态 时 , 为 了 求解 问题, 我 们 有 公 
办 这 确定 时 性 状态 的 式 (5.4) 、 届 服 条 件 (5.7) 和 边界 条 件 (5.6) 利用 它们 就 能 够 
求 出 分 量 ms 和 p23, 并 且 相 关 计算 独立 于 求解 应 变 的 问题 


这 个 问题 就 像 平 面 应 力 问题 和 平面 应 变 问题 ( 见 $4) 那样 是 静 定 塑性 问题 . 


55. 理想 弹 塑 性 材料 柱 形 杆 的 扭转 问题 - 353 - 


ВЕ 155. (а) 曲面 z = F(z, у) 的 等 高 线 在 zy 平面 上 的 投影 , (b) 等 倾斜 面 = F(z, у) 


当 届 服 条件 中 的 常量 满足 等 式 (5.11) 时 , 特 雷 斯 卡 加 载 曲面 与 米 塞 斯 加 载 曲面 

在 上 述 问题 的 解 所 对 应 的 点 相 切 ( 见 图 153 (Ь)). 所 以 , 如 果 使 用 关联 定律 , 则 无 论 杆 

的 材料 服从 特需 斯 卡 届 服 条 件 还 是 服从 米 塞 斯 屈服 条 件 , 杆 受到 扭转 时 的 应 力 应 变 
状态 都 是 相同 的 . 

当 杆 的 材料 处 于 塑性 状态 时 , 为 了 求解 杆 的 应 力 状态 , 利用 届 


在 确定 塑性 区 应 力 状 Уи 
态 时 利用 应 力 函数 提 服 条 件 (5.7) 可 以 得 到 应 力 函 数 ,8(z, у) 的 方程 , 其 形式 为 


出 问题 |на = (2) ге (2) = ны = const, (512) 


当 单 连通 截面 杆 的 全 部 材料 都 处 于 塑性 状态 时 , 应 力 函数 完全 取决 于 方程 (5.12) 和 


边界 条 件 (5.6). 
等 倾 全 面 是 所 提问 是 其 实 , 为 了 求 出 应 力 函 数 , 这 时 必须 求 出 张 于 边界 С 的 这 样 
的 曲面 
的 解 
2= F(z, у), 
它 满足 条 件 


2 
|grad Я |? = (5) = tan? В = сопзі, 


式 中 是 等 高 线 z = const 在 zy 平面 内 的 法 向 矢量 , 8 是 曲面 > = Я (т, у) 的 切 平 
面 与 zy 平面 之 间 的 夹 角 (图 155). 由 此 显然 可 知 , 待 求 曲面 z = Я (2, у) 是 张 于 横 
截面 边界 C 的 倾角 为 常数 (8 = const) 的 曲面 . 
沙 堆 比拟 为 了 作出 这 样 的 曲面 , 可 以 利用 沙 堆 比 拟 , 其 根据 如 下 . 如 果 在 重力 场 中 
把 一 些 颗粒 物 (沙子 ) 倾倒 在 水 平面 上 边界 为 C 的 区 域 上 , 并 且 颗 粒 之 
НЯ РА, 则 在 保持 平衡 的 极限 情况 下 , 这 堆 颗 粒 物 的 外 表面 就 是 等 倾斜 面 , 其 
倾角 等 于 摩擦 角 . 

因此 , 只 要 对 颗粒 物 进行 实验 , 即 可 求 出 应 力 函数 多 (z, у). 

对 于 不 同 的 tan? y (摩擦 因子 р), 相应 解 的 区 别 只 是 坐标 z = Я (х, у) 具有 不 
同 的 比例 因子 . 可 以 把 恒定 值 tan? 8 看 做 决定 曲面 z = 多 (z, у) 沿 z 轴 的 比例 尺 的 
一 个 量 . 
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дя 
с 
Ап = const, 因为 1—8 = const 
Ап 
图 156， 等 高 线 = = F(z, у) = const 在 图 157， 杆 发 生 弹 塑性 扭转 时 的 横 截 面 和 
zy 平面 上 的 投影 等 高 线 9 = const， 弹 性 区 位 于 2 以 内 


zy 平面 上 的 等 高 线 “必须 指出 , 在 塑性 状态 下 , 等 高 线 z= F(z, у) = const 在 zy 
8(z, 0) = сопы 的 ， 平 面 上 的 投影 组 成 一 族 等 距离 曲线 , 因为 在 zy 平面 上 , 根据 
性 质 (5.12), 加 载 函数 在 曲线 $ (2, у) = const 的 法 线 方向 上 的 导数 
沿 该 曲线 处 处 相同 (图 156). 

对 于 在 每 一 点 只 有 唯一 法 向 矢量 n 的 光滑 曲线 С, 我 们 可 以 给 出 这 样 的 结论 ， 
如 果 边界 C 具有 角 点 一 一 四角 或 凸 角 , 则 最 好 把 这 样 的 边界 看 做 相应 光滑 曲线 С, 
的 极限 . 这 时 , 曲面 2 = Я (2, У 在 边界 C 的 角 点 附近 具有 楼 , 并 且 在 棱 的 两 侧 , 切 
平面 具有 不 同 的 方向 , 就 像 底面 为 多 边 形 的 金字 塔 那样 

利用 沙 堆 实验 可 以 很 好 地 说 明 解 的 这 些 性 质 .这 时 必须 注意 , 在 求解 弹 塑 性 杆 
扭转 问题 时 , 在 杆 的 横 截 面 上 一般 可 以 得 到 弹性 区 和 塑性 区 . 下 面 将 证 明 , 在 边界 С 
的 凸 角 附 近 总 是 弹性 区 . 
Е 在 塑性 区 和 弹性 区 中 都 成 立 公式 (5.4), 由 此 立刻 可 知 , zy 平 
计算 应 力 张 量 的 分 量 。 面 上 的 以 下 矢量 互相 垂直 : 


Pr =P 3 上 PT， gradF = 02, + 923. 
所 以 , 矢量 р, 显然 指向 zy 平面 上 的 等 高 线 8(z, у) = const 的 切线 方向 . 此 外 , 矢 
量 НСАИЛ ра. ВАЎ, ХИ р, 的 方向 取决 于 外 部 担 矩 М 的 
方向 因此 , 只 要 知道 曲面 2 = 多 (2 功 , 就 总 是 可 以 求 出 分 量 ma 和 рез. 
| ЗНАЕМ ЕВЕ, ВЕНН ВАННАЯ ВНЫИЕ, 我们 来 

НЕХ паях УРА. ВИП 2 表示 杆 的 模 截 面 上 
的 弹性 区 边界 (图 157), 其 形状 必须 根据 问题 的 解 来 确定 在 一 般 情况 下 , 弹性 区 可 
以 由 车 干 个 单独 的 部 分 组 成 , 也 可 以 包含 边界 C 的 某 些 部 分 . 

如 果 弹 性 区 不 包括 边界 С 的 点 , 在 塑性 区 中 就 可 以 使 用 前 面 对 应 力 得 到 的 解 , 
它 与 弹性 区 的 形状 无 关 . 塑性 区 中 的 应 力 函数 Ӯ (2, у 满足 方程 (5.12) 和 边界 C 上 
的 条 件 多 = 0. 

为 了 计算 弹性 区 中 的 应 力 和 位 移 , 我 们 使 用 第 九 章 $7 中 关于 弹性 村 扭转 问题 
的 研究 结果 . 在 弹性 区 内 部 , 按照 公式 (5.4) 引入 的 应 力 函数 (а, у) 应 当 满足 泊 松 
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方程 
ёт BPY 
5 
式 中 a 是 杆 的 扭 角 , р 是 杆 的 材料 的 拉 梅 系数 ( 见 第 九 章 公 式 (7.19) 和 (7.21)). 
根据 应 力 张 量 的 分 量 pl 和 ms 在 杆 中 分 布 的 连续 性 , 在 弹性 区 和 塑性 区 的 边 
Я 2 上 应 当成 立 等 式 


= —2ap, (5.13) 


OF° Fr? BF° OF? 

2 0’ ди ду’ 
式 中 ZF* 和 .Z? 分 别 表示 弹性 区 和 塑性 区 中 的 应 力 函 数 . 从 (5.14) 可 知 , 在 边界 2 
上 应 当成 立 等 式 


(5.14) 


1° = .FP + const, 


或 者 , 因为 相应 常量 对 于 弹性 区 中 的 应 力 函 数 并 不 重要 , 所 以 可 以 认为 边界 2 上 的 
应 力 函 数值 2* 和 .多 相等 ， 


在 2 上 9-3 


因此 , 确定 受 扫 弹 塑性 杆 在 握 角 等 于 a 时 的 应 力 状态 的 问题 归结 为 以 下 数学 问 
题 : 需要 求 出 这 样 的 函数 я (а, у), 它 在 边界 С 上 等 于 零 , 它 和 它 的 一 阶 导数 在 边界 
С 的 内 部 处 处 连续 , ЗЕН |grad .Z| < Ко; 此 外 , 函数 Я (т, у) 在 |grad Z| < ko 的 区 
域 中 应 当 满足 泊 松 方程 (5.13)， 

所 提问 题 的 解 确实 对 应 着 仅 受 握 短 M 作用 的 杆 的 扭转 , 因 
村 两 端的 合力 等 于 零 ”为 其 模 蕉 面 2 上 的 作用 力 的 合力 в 等 于 零 其 实 , 根据 边界 
C 上 的 条 件 ў 0, 我们 有 


R= /rw = /or + 2237) do = / (52:- =) ас 
- / [cos(n, у) — cos(n, =) 420, 
с 


扭 答 公式 ”我 们 来 计算 扭矩 值 M. 根据 公式 (5.4), 我 们 有 
99, 88 
м= [с — ур) 4 = – / (222 + 723) ао. 


因为 
9%, 09 Әт OFy 


Әг "бу = Әг + Әу 
所 以 
= зо, =) + усоз(п, was+2 яа, 
с = 
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对 于 单 连通 截面 х, 根据 边界 С 上 的 条 件 .多 = 0, 最 终 得 到 公式 
M =2 | ждо, (5.15) 
/ 


它 类 似 于 第 九 章 的 公式 (7.25). 公式 (5.15) 表明 , 可 以 把 量 М 解释 为 曲面 *>= Я (т, у) 
与 它 在 平面 > = 0 上 的 投影 > ( 即 杆 的 相应 模 截 面 ) 之 间 的 区 域 的 体积 的 两 信 

为 了 确定 受到 扭转 的 杆 的 应 力 状态 而 提出 的 上 述 弹 逆 性 问题 是 一 个 复杂 的 数学 
问题 , 仅 在 杆 的 模 截 面具 有 某 些 简单 形状 时 才能 得 到 得 这 个 问题 的 解析 解 . 例如 , 很 
容易 解决 四 形 截面 杆 的 相应 问题 ( 见 361 页 ). 

在 一 般 情 况 下 , 可 以 根据 沙 堆 比拟 和 浒 膜 比拟 采用 实验 方法 
О 在 弹性 区 中 求 应 力 函数 的 问题 类似 

于 求 受到 均匀 分 布 载荷 作用 的 常 张力 薄膜 的 找 度 的 问题 , 这 
时 载荷 强度 а 与 张力 一 般 应 满足 条 件 
2ра = я 
并 且 注 膜 应 固定 在 形状 与 杆 的 模 截面 边界 相同 的 封闭 曲线 C 上 ( 见 第 九 章 87). 在 
塑性 区 中 , 对 上 述 问题 可 以 应 用 沙 堆 比拟 . 

所 以 , 为 了 解决 弹 塑性 问题 , 可 以 进行 由 А. 纳 达 依 提出 的 以 下 实验 (图 158). 将 
颗粒 物 堆 冒 在 一 张 具 有 受 扭 村 机 截面 形状 的 水 平 放置 的 卡片 上 , 以便 形成 一 个 等 代 
角 的 直面 , 然后 用 某 种 透明 材料 制 成 一 个 刚性 盖子 , 使 它 具 有 这 个 坡 面 的 形状. Е 
子 底部 固定 一 块 薄膜, 在 湾 腊 外 侧 施 加 均匀 分 布 的 压强 . 当 
压强 达到 菜 个 值 后 , 游 膜 开始 贴 到 盖子 上 , 并 且 随 着 压强 的 
增加 , 越 来 越 多 的 部 分 将 贴 到 盖子 上 并 固定 下 来 

对 于 部 分 发 生 塑 性 变形 的 杆 ， 洲 膜 贴 到 盖子 上 的 部 分 
和 没有 贴 到 盖子 上 的 自由 部 分 组 成 应 力 本 数 F(z, y) 所 对 
应 的 曲面 ,这 两 部 分 薄膜 的 分 界线 记 为 乡 在 杆 的 模 截面 
图 158 曲面 。 = ze 由， 所 在 的 zy 平面 上 , 弹性 区 与 塑性 区 的 分 界线 就 是 曲线 2 
че араанд A 

х 根据 公式 (5.15), 相应 扭矩 值 在 精确 到 相差 一个 比例 

НЕ 系数 时 等 于 水 平面 zy 与 应 力 函数 9 (2, у) 的 实验 结果 所 

对 应 的 曲面 之 间 的 区 域 的 体积 的 两 售 ， 可 以 指出 两 个 有 代 

表 性 的 扭矩 值 M: 一 个 是 湾 膜 刚刚 贴 到 盖子 上 时 的 扭矩 极限 值 Mua, 这 时 材料 开始 

向 塑性 状态 变化 ; 另 一 个 是 全 部 薄膜 都 由 在 盖子 上 时 的 握 短 临界 人 М, 这 时 杆 的 全 
部 材料 都 处 于 塑性 状态 . 

利用 沙 堆 比拟 和 蘑 腊 比拟 还 可 以 看 出 , 对 于 任何 握 角 о, 在 边界 C 的 凸 角 附近 
总 有 一 部 分 弹性 区 (图 159). 其 实 , 如 果 分 布 在 薄膜 上 的 载荷 о 是 有 限 的 , 注 腊 就 不 
会 贴 在 盖子 的 凸 起 的 楼 上 


г--2--— 


$5. 理想 弹 塑 性 材料 柱 形 杆 的 扭转 问题 357 ， 


С б 


图 159， 具 有 凸 角 的 模 截面 图 160， 具 有 凹 角 的 横 截 而 
(阴影 部 分 是 弹性 区 ) (阴影 部 分 是 弹性 区 ) 


如 果 在 边界 C 上 有 四角 (图 160), 10486 а ( 扭 角 а) 有 多 小 , 薄膜 显然 者 
会 贴 在 曲面 > = 多 (z, у) 上 的 相应 的 楼 上 , 所 以 在 这 样 的 四 角 附近 瞬间 就 会 出 现 塑 
性 区 , 中 角 附 近 的 弹性 解 具有 无 限 大 应 力 , 塑性 区 的 出 现 保证 了 应 力 的 有 限 性 . 如 果 
扭 角 很 小 , 则 塑性 区 一 般 也 很 小 
现在 , 设 受 担 弹 塑性 杆 的 应 力 状态 已 经 用 上 述 方法 计算 出 来 ， 
让 基于 四 性 村 中 的 位 ”我们 来 研究 如 何 计算 杆 中 的 位 移 ， 为 了 计算 位 移 , 我 们 认为， 
杆 在 初始 的 无 变形 状态 下 不 受 应 力 的 作用 , 不 断 增长 的 外 部 
载荷 仅仅 归结 为 作用 于 杆 的 两 端的 扭矩 , 并 且 每 一 个 中 间 状态 都 是 平衡 状态 ， 从 而 
可 以 使 用 相应 扭转 问题 的 结果 来 计算 给 定 中 间 载荷 所 对 应 的 应 力 、 此 外 还 认为, 杆 
中 的 总 应 变 一 弹性 应 变 和 邮 性 应 变 一 很 小 . 
考虑 杆 的 横 截面 上 的 菜 一 个 任意 点 A 如 果 这 个 点 位 于 弹性 区 , 就 可 以 利用 胡 
克 定律 从 应 力 张 量 单 值 地 计算 出 点 4 的 应 变 张 量 : 
0 
г. = 28 — _ 199 (2, у) 
23 эр 21 0 “ 
显然 , sis 和 ezs 这 时 只 依赖 于 z 和 у, 但 不 依赖 于 2. 
这 时 , 可 以 用 圣 维 南 公 趟 计算 位 移 矢 量 的 分 量 : 


шу = -а2у, шу = агт, шз = Дт, у), (5.16) 


式 中 a 是 扭 角 . 其 实 , 容易 证 明 , 只 要 є, = eza = eaa = 612 = 0, 613 #0, e23 #0, № 
Я sis 和 єз 只 依赖 于 > Му, 我 们 就 总 是 可 以 用 圣 维 南 公式 来 计算 位 移 , 在 上 述 情 
况 下 , 位 移 应 当 是 以 下 方程 的 解 : 


ди 
= 92-0 = 92-0 = 92 =0, (5.17) 


-1 (= +52) (518) 


0 
eaa(z, 0) = = (= + ==) $ (5.19) 
) 


(5.20) 
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式 中 sis(z, у) 和 sza(z, у) 是 已 知 的 函数 . 从 (5.17) 直接 可 知 
шу = (у, 2), wa = Wal(z, 2), из = шз(т, У). 


进一步 , (5.18) 可 知 


дш _ дш, 
у. = =л@), 
式 中 А (2) 是 z 的 任意 函数 , 所 以 
wi = 一 户 (z)y + Л(2), ш = 万 (z)z+ 户 (2)， (5.21) 


式 中 户 和 方 是 z 的 任意 函数 . 
取 (5.19) 和 (5.20) 对 2 的 导数 , 利用 (5.21) 得 


-ЛУу+Л=0, Лај = 0. 
由 此 可 见 , ff, ЛУ, /应 当 等 于 零 , 即 
Һ=а +0, №=0С.2+С3, 3 = С + Сь, 
式 中 а, О, Сь, Сз, Са, Cs 是 任意 常量 . 对 于 位 移 矢量 的 分 量 , 可 以 得 到 以 下 公式 : 
шу = —а2у — Су + С22 + Сз, 
ш) = отг + Ст + Саг + Сь, (5.22) 
шз = Дт, у) – Сау – Сот + Со, 
其 中 C6 = const, 并 且 从 待 求 函数 f(z, у) 中 专门 提取 出 了 对 z 和 vy 的 线性 部 分 . 在 
公式 (5.22) Ф, з, у 和 z 的 线性 项 是 齐 次 函数 (5.17) 一 (5.20) 的 通 解 , 它们 代表 杆 的 
刚体 位 移 ( 见 第 九 章 $3)- 
因此 , 使 用 公式 (5.16) 可 以 计算 受 扭 弹性 杆 的 位 移 , 结果 精确 到 相差 杆 的 刚体 
位 移 . 
直接 求解 微分 方程 
92 =ауъ Рз, О. = ог + 28, (6.23) 
即 可 计算 出 弹性 区 中 的 扭转 函数 f(z, у). 
如 果 点 А 位 于 塑性 区 , 则 该 点 的 应 变 等 于 弹性 应 变 与 塑性 应 变 之 和 , 相应 的 应 
变 张 量 分 量 等 于 


че 
6 = 6 + є. 


如 果 弹 性 性 质 与 角 性 应 变 无 关 , 则 无 论 是 在 塑性 区 还 是 在 弹性 区 ， 弹 性 应 变 与 应 力 
之 间 的 关系 是 相同 的 , 并 且 
1 Ра (520) 
=23 Рз 
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塑性 应 变 在 一 般 情 况 下 与 加 载 路 径 有 关 . 如 上 所 述 , 在 单调 递增 的 扭矩 M 的 作 
用 下 , 杆 的 应 变 满足 条 件 


аер, = дер) = дез = дер, =0, ЧР; =2p13dX, дер; = 2p23 аА. 
消去 参量 d, 我 们 得 到 塑性 应 变 增 量 与 应 力 张 量 分 量 之 间 的 关系 式 : 
Че = 2а, 
在 杆 的 横 截 面 上 属于 塑性 区 的 每 一 点 , 因为 ms 和 роз 在 杆 扭转 过 程 中 保持 不 变 , 但 


应 变 可 以 很 小 , 所 以 我 们 有 


es — Різ 2р, = сопзі, 
Рз 


式 中 руз 和 рз 只 依赖 于 z 和 vy. 在 弹性 区 边界 正好 经 过 所 研究 的 点 4 的 那个 时 刻 ， 
塑性 应 变 єї 和 ер 同时 等 于 零 , 所 以 积分 常量 等 于 零 , 即 


ев — Рие =0. (5.25) 


з = Ры. (5.26) 


在 用 来 确定 位 移 的 方程 组 
1 (дш, ди, 
м3 (8+3) 


中 , 这 时 有 部 分 方程 与 弹性 位 移 的 方程 (5.17) 一 (5.18) 相同 : 


(5.27) 


但 其 余 方程 与 (5.19) 和 (5.20) 不 同 . 根据 (5.26), 这 些 方程 被 替换 为 一 个 方程 ; 
дш ды: 
92 Br _ 1з 
дш дш рз 
а ^ 
方程 (5.28) 的 右 侧 是 已 知 的 , 只 依赖 于 z 和 y. 

在 发 生 塑 性 变形 时 , 总 位 移 矢 量 w 的 分 量 应 当 是 方程 (5.27), (5.28) 的 解 . 这 时 
应 当 考 虑 到 , 总 应 变 张 量 的 分 量 是 连续 增长 的 , 并 且 对 给 定 的 物质 微 元 而 言 , 在 出 现 
最 大 切 向 应 力 的 时 刻 , 总 位 移 等 于 弹性 位 移 . 应 力 达 到 р, max = К 以 后 , 弹性 应 变 和 
弹性 位 移 被 固定 下 来 , 如 果 扭 矩 继续 增长 , 则 给 定点 的 塑性 应 变 张 量 的 分 量 将 随 之 


(5.28) 
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增长 , 据 此 就 可 以 确定 总 位 移 矢量 的 分 量 . 
因为 方程 (5.27) 与 方程 (5.17) 一 (5.18) 相同 , 它们 对 弹性 区 和 塑性 区 都 适用 , 所 
以 由 此 得 到 的 结果 (5.21) 在 这 里 仍然 成 立 , 于 是 


wi =-Л(у+ faz), wa= (о) + fs(z), ws = т, у). 


从 应 力 问题 的 解 可 知 , 在 每 一 个 横 截 面 上 , 对 于 任何 z 都 存在 弹性 区 , 并 且 在 z 
轴 固 定时 在 弹性 区 中 成 立 公式 


шу = 一 azy， ш) = а2т. 


在 一 般 情 况 下 , 无 论 是 在 塑性 区 中 还 是 在 弹性 区 中 , 函数 Л, 户 , fs 只 可 能 依赖 于 2, 
由 此 显然 可 知 , 当 塑性 位 移 从 零 开始 (塑性 区 与 弹性 区 分 界线 上 的 塑性 位 移 等 于 零 ) 
连续 增长 时 , 在 塑性 区 和 弹性 区 中 都 成 立 公式 


Л(2) = аз, f(z)= 3(z)=0. 


可 以 利用 方程 (5.28) 来 确定 函数 f(z, у). 根据 w,, шо, ws 的 公式 , 在 弹性 区 和 塑性 
区 中 都 可 以 把 方程 (5.28) 写 为 以 下 形式 : 


(51 = ау) Е (3 + 9) . (5.29) 
在 弹性 状态 下 , 分 量 ms 和 роз 在 给 定点 的 变化 正比 于 扭 角 а 或 扭矩 M, 而 在 出 现 
塑性 状态 之 后 , pls 和 ps 在 固定 点 的 值 保 
持 不 变 . 

很 容易 把 方程 (5.29) 变换 为 另外 一 种 
形式 , 以 便 给 出 该 方程 在 塑性 区 中 的 一 种 
简单 的 几何 解释 . 

用 у 表示 应 力 矢量 pr = рзі+рљј 
与 z 轴 之 间 的 夹 角 (图 161), 于 是 

Різ = Pr 60877, Роз = prsiny, 

图 161， 用 于 解释 方程 (5.29) соѕ у = cos(pr, т) = — сов(т, У), 
sin7 = сов(р,, у) = cos(n, 2). 


因此 , 可 以 把 方程 (5.29) 表示 为 以 下 形式 : 


SL cosln, т) 十 9 соз(т, у) = а[усоз(р,, у) + zcos(p,, т)] 
或 


31 а, (5.30) 


式 中 г, 是 给 定点 4 的 矢量 = zi+yj 在 方向 p, 上 的 投影 . 应 力 pr 指向 曲线 族 
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多 = const 的 切线 方向 , 投影 r* 对 于 塑性 区 中 曲线 族 多 = const #9 ЖОДНА О 
上 的 所 有 的 点 4 都 是 相同 的 . 所 以 , 沿 给 定 法 线 n 从 弹性 区 边界 2 上 的 点 ho 
到 所 研究 的 点 4 对 方程 (5.30) 进行 积分 , 我 们 得 到 


f=armt+f°, (5.31) 


КРМ f(z, у) 在 点 Ao 的 值 ,这 个 信 来 自 弹性 问题 的 解 , 并 且 只 要 知道 边界 С, 
就 知道 rr。 

因此 , 如 果 已 经 求 出 受到 扭转 的 杆 的 模 截 面 在 弹性 区 的 短 曲 和 弹性 区 的 边界 , 利 
用 (5.31) 就 可 以 计算 模 截 面 在 塑性 区 的 起 曲 f(z, у). 显然, 模 截 面 在 塑性 区 的 起 
沿 模 截面 边界 C 的 任何 法 线 方向 按 线性 规律 变化 ， 如 果 杆 的 模 截 面具 有 两 条 对 称 
轴 , 并 且 坐标 原点 О 固定 于 它们 的 交点 , 则 在 这 两 条 对 称 轴 上 有 

P=f°=0. 

其 实 , 对 于 对 称 轴 上 的 点 有 +; = 0, Je = Л. 此 外 , 如 果 让 = 和 坐标 轴 指 向 对 称 轴 
方向 , 则 从 (5.23) 直接 可 知 , /* 在 这 些 方向 上 的 变化 等 于 零 (因为 p, 垂直 于 这 两 条 
对 称 轴 ). 

随 着 扭矩 М ЗНЯВ a 的 增长, 弹性 区 边界 .2 会 发 生 复杂 的 变化 , 使 量 f ИН 
也 发 生 复杂 的 变化 , 所 以 模 截 面 在 塑性 区 中 的 细 曲 在 一 般 情况 下 不 与 握 角 а 成 正比 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 半径 为 a 的 加 形 截面 杆 的 扭转 . 若 

图 形 截面 村 的 扭转 лд w 足够 小 , 杆 的 材料 就 表现 为 弹性 材料 , 切 向 应 力 p, 与 a 
之 间 的 关系 满足 等 式 ( 见 278 页 ) 


pr = рат, 


ЗА т = ут +у?. 显然 , Чо 等 于 


时 , 切 向 应 力 在 杆 的 横 截面 的 边界 C 上 达到 极限 值 k, 而 在 a > a* 时 , 杆 的 部 分 材 
料 进入 塑性 状态 . 
根据 轴 对 称 性 , 弹性 区 与 塑性 区 的 交界 线 2 是 С 的 同心 圆 . 我 们 用 р 来 表示 
这 个 圆 的 半径 . 显然 , 对 于 某 个 给 定 的 a (a > а"), 弹性 区 半径 等 于 
大 
та 
3 我 们 指出 , 由 法 线 组 成 的 直线 族 是 方程 (5.29) 的 特征 线 族 , 因为 沿 法 线 有 
Яу _ coam у) _ _ Різ 
dz сов(њ =) раз’ 
并 且 仅 用 方程 (5.30) 无 法 在 п 的 左右 两 侧 单 值 地 确定 偏 导数 8f/8z 和 9//ду, 从 方程 (5.30) Я 
能 得 到 f 沿 n 的 增 量 


p= (5.32) 
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显然 , 半径 р 仅 在 а 一 со 时 才 可 能 等 于 零 , 所 以 对 于 任何 有 限 的 扭 角 о, 在 杆 中 都 
存在 弹性 区 . 

在 p<r<a 的 塑性 区 中 , 曲面 = .多 (z, у) 是 底面 边界 为 C 的 圆锥 面 的 一 部 
分 , 该 圆锥 母线 与 zy 平面 的 夹 角 的 正切 等 于 к. 所 以 , 塑性 区 中 的 应 力 函 数 为 


Fr(z, у) = Қат). 


ЖЕ О < г < р 的 弹性 区 中 , 应 力 函数 应 当 是 泊 松 方程 (5.13) 的 解 . 因此 , 根据 第 
九 章 87 中 的 公式 (7.20), (7.17) 和 (7.12), 应 力 函 数 应 当 具 有 以 下 形式 : 


92“(х, у) = Ра 士 const . 
应 力 函数 在 > = р 的 弹性 区 边界 2 上 连续 ， 
я? = 7°, 


所 以 
9% = ноб? — т?) + Ка р). 


给 定 扭 角 а 所 对 应 的 扭矩 值 可 按 公 式 (5.15) 计算 , 结果 是 


ў 
м= (Јна + јет) = лк (= Е 1”) А (5.33) 
0 р 
我 们 指出 , 在 计算 м 时 使 用 了 弹性 区 半径 公式 (5.32). 扭矩 在 p 一 0 时 趋 于 临界 值 
Mer = Frka, 
当 杆 的 外 表面 上 的 切 向 应 力 达到 极限 值 时 , 在 公式 (5.33) 中 令 р = а, 可 以 得 到 扭矩 


的 极限 值 
Mim = 到 ka 


容易 看 出 , ЗЕНА АТА ЕИН. 这 个 问题 的 解 之 所 以 变 得 非常 简单 ， 
是 因为 弹性 区 的 形状 根据 对 称 性 是 已 知 的 . 


第 十 一 章 ”弹性 力学 平面 问题 理论 和 裂纹 
理论 引 论 


$1. 弹性 力学 平面 问题 


现在 研究 弹性 力学 中 的 一 些 平面 问题 . 在 平面 问题 中 , 只 要 适当 选择 笛 卡 儿 坐 标 
Ж zyz, 待 求 函 数 的 重要 空间 自 变量 就 只 包括 z 和 y. 这 时 , 状态 和 运动 的 特征 量 或 
者 根本 与 坐标 z 无 关 , 或 者 对 坐标 > 只 有 很 简单 的 已 知 的 依赖 关系 . 平面 问题 理论 
包括 平面 应 变 问题 、 平 面 应 力 问题 和 广义 平面 应 力 问题 , 相应 定义 将 在 下 文中 给 出 . 

下 面 只 在 线性 、 小 变形 的 提 法 下 考虑 静 力学 问题 或 准 静 态 问题 . 在 准 静 态 问题 
的 解 中 , 时 间 只 能 以 参量 的 形式 出 现 . 

按照 定义 , 在 平面 问题 中 同时 成 立 两 组 等 式 : 应 力 张 量 的 分 量 满足 第 一 组 等 式 

Pi = pul(z, У), p22 = pza(z, У), P12 = P12(T, У), 


(1.1) 
Раз = Рзз(Т, у), Рз = Раз = 0, 


应 变 张 量 的 分 量 满足 第 二 组 等 式 
сп = еп 0, ев саба, 0), вв вы, 0), 
(1.2) 
ca 6 И), ев ев =0. 
我 们 仅 限于 研究 符合 这 些 条 件 的 平面 问题 . 
在 一 般 情况 下 , 平面 问题 的 这 个 定义 并 不 涉及 应 力 与 应 变 之 间 的 关系 式 和 介质 


平面 问题 的 这 个 足够 一 般 的 定义 还 可 以 推广 . 例如 , 可 以 参见 : Love А.Е.Н. А Treatise оп ће 
Mathematical Theory of Elasticity. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1927. § 145, 301, 302, 303. 
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的 性 质 . 然而 , 在 这 样 或 那样 的 条 件 下 是 否 能 够 实现 平面 问题 , 这 就 与 所 采用 的 连续 
介质 模型 有 泌 切 关系 了 . 
我 们 现在 考虑 , 在 平面 问题 中 能 够 对 基本 方程 进行 哪些 简化 
在 下 面 应 用 平面 问题 理论 时 ,我们 只 考虑 可 以 引入 相对 于 初 
生机 问题 中 的 位 移 分 始 状态 的 位 移 的 情况 .这 时 , 可 以 把 应 变 张 量 通过 位 移 表 示 
出 来, 还 可 以 使 用 应 变 协调 方程 ， 对 于 平面 问题 (1.2), 六 个 
圣 维 南 协调 方程 Ry = 0 ( 见 第 二 章 $5) 化 为 以 下 四 个 方程: 
和 + 
Tes ess бен _ 
62 = Әу Bo 
其 余 两 个 协调 方程 生成 立 . 从 (1.4) 可 知 , ess 只 可 能 是 = 和 у 的 线性 函数 


(1.3) 


(1.4) 


E33 = гы = Ах + Ву+ С, 
ЗАТ А, В, С 是 常量 . 所 以 , 位 移 沿 z 轴 的 分 量具 有 以 下 形式 : 
w= (Аз + By+C)z+ f(r, у), (1.5) 
式 中 f(z, у) 是 任意 函数 . 根据 平面 问题 的 定义 (1.2), 我 们 有 
(боон) о вы-1 (№ + 2%) о 
所 以 应 当 把 位 移 矢量 的 分 量 и 和 о 表示 为 


2 
а= -A fez, YW)z+ wlz, у), 


2 
v= -BS — Л, е + walz, у, 
式 中 wi(z, У) 和 wa(z, у) 是 任意 函数 . 
接 下 来 , 为 了 求 出 任意 函数 f(z, р), 因为 


д Du ди д 
др еб 0), бу або, 9), бу + бр = 2668, 0), 


所 以 有 
Е (т, у) = ЕД = р, у)г, 
сабо, 0) = 92 — аба, а, 
Ow , доз 


0 (5% 


ЭБА 
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由 此 直接 得 到 
лей, = аб, 

即 w 的 表达 式 (1.5) 中 的 任意 函数 f(z, у) 应 当 是 其 自 变量 的 线性 函数 
Да, 如一 az 十 加 二 


式 中 a, b,c 是 常量 . 容易 证 明 , 这 样 确定 下 来 的 函数 f(z, у) 对 应 物体 的 刚体 运动 ， 
所 以 在 研究 变形 时 可 以 认为 了 = 0. 
因此 , 在 平面 问题 的 一 般 情况 下 , 如 果 不 考虑 应 力 张 量 的 分 量 与 应 变 张 量 的 分 
量 之 间 的 关系 , 则 位 移 分 量 可 以 表示 为 以 下 形式 : 
2 
"= -А=- +4 (т, у), 
v= в? + (т, у), (1.6) 
ш = (Аз + Ву+С)г. 
可 以 把 函数 о (с, у), оо (т, у) 解释 为 平面 2 = 0 上 的 位 移 矢 最 的 分 量 ， 显然 
它们 与 应 变 张 量 的 分 量 ell, ео, e12 之 间 的 关系 为 


Bu до; 1 (дш auw: 
а= 98, еа 98, = (0ш). (1.7) 


线性 弹性 体 平面 问题 “在 平面 问题 (1.1)，(1.2) 中 可 以 把 胡 克 定律 写 为 以 下 形式 : 
фр, 与 e 的 关系 


Ри = Mi(€) +2pen, 

Ра = Mi(E) + ие, 

Рзз = A (€) + 2резз» 

Р12 = 2482, Раз = Роз = 0, 

El3 = €23 = 0, 

或 者 , 因为 cas 是 > 和 у 的 线性 函数 , 所 以 

рп = A(sil 十 czz) 十 2Hneil 十 X4z+ Ву +С), 

P22 = Же 十 czz) 十 2Hezz 十 X4z + By + CC), (18) 
Різ = 2412, 

Рзз = Me11 + 622) + (A+2p)(Az + Ву + С). 


如 果 用 应 力 张 量 的 分 量 表示 应 变 张 量 的 分 量 , 就 可 以 把 这 些 关系 式 写 为 男 外 一 种 
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形式 : 
1-0? (_ с 
_1-2/, о 
2 = | Ро 1_оРп]› (1.9) 
1+а 
212 = — Е Ра 
1 
Езз = Ат + Ву+С = 5 [зз 一 (pn +Р2), 
式 中 


Ри = Ри: - (Аз + Ву+С), Роз = ро — (Аз + Ву+ С), 
Е = A(3A+ 21) (А + и) 是 杨 氏 模 量 , o = А/2(А + и) 是 泊 松 比 . 
这 此 
贝尔 特 拉 米 一 米 切 尔 把 这 些 关系 式 代 人 协调 方程 (1.3), 得 


方程 pu бра _ Одера 
ду "022 ^ “дтду 


+ oAp, (1.10) 


式 中 

РЕРи + Р22- 
这 个 方程 是 线性 弹性 体 平面 问题 中 的 应 力 协调 方程 , 它 在 这 种 情况 下 可 以 代替 贝尔 
特 拉 米 一 米 切 尔 方程. 


字面 问 是 中 的 外 体积 并 中 的 平方 各 具有 以 下 形式 
力 和 外 面 力 所 应 满足 2020-0, аа русо, (11) 
的 条 件 


其 中 体积 力 在 z 轴 和 у 轴 上 的 投影 应 当 只 是 > 和 у 的 函数 . 
平面 问题 中 的 第 三 个 平衡 方程 仅 在 
у=0 
时 才 成 立 , 这 时 体积 力 在 z 轴 上 的 投影 应 当 等 于 零 . 
平面 问题 中 的 应 力 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 
Різ соз(т, =) + руз соѕ(т, у) = Ра, 
Pia с08(п, т) + раз соз(т, у) = Риз, (1.12) 
pas сов(т, 2) = Риз 
通常 (但 也 有 例外 ), 平面 问题 的 研究 对 象 是 母线 平行 于 z 轴 的 柱 形 物体 , 这 时 ， 
在 物体 侧面 上 соз(п, =) = 0, 所 以 在 侧面 上 应 当成 立 等 式 
Риз = 0. 


下 面 只 考虑 柱 形 物体 变形 的 平面 问题 , 并 且 物 体 侧面 上 的 给 定 外 力 分 布 总 是 满 
足 所 需 条 件 . 
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平面 问题 中 的 边界 条 件 也 能 够 通过 位 移 表述 出 来 
如 果 有 一 个 母线 平行 于 z 轴 的 柱 形 物体 , 其 横 截面 的 边界 为 
听 性 力学 平面 问题 的 侧面 上 的 应 力 put ры 是 > 和 的 给 定 函 数 , 而 po 一 0， 
那么 , 只 要 在 边界 为 C 的 区 域 中 求解 方程 (1.11) 和 (1.10)， 
使 这 三 个 方程 的 解 满足 边界 С 上 的 条 件 (1.12), 就 可 以 确定 物体 内 部 的 应 力 张 量 的 
分 量 p11, ріг, p22- 
然后 可 以 用 胡 克 定律 (1.9) 来 计算 应 变 张 量 的 分 量 е, сз cl, 并 且 分 量 1 是 
唯一 确定 的 , 而 分 量 =， 和 cx 只 能 确定 到 相差 z 和 у 的 一 个 任意 的 线性 函数 . 如 
果 按照 (1.9) 中 的 最 后 一 个 关系 式 给 出 pss 或 спа, 就 可 以 把 = 和 у 的 这 个 线性 函数 
ЕР. 
此 后 可 以 用 公式 (1.6) 来 计算 位 移 矢量 ww 的 分 量 , 其 中 的 函数 wz, у), (2, 0) 
可 以 根据 已 知 的 a1, ss, ci 通过 求解 方程 (1.7) 计算 出 来 , 但 结果 只 能 确定 到 相关 
平面 位 移 , 这 对 应 着 物体 在 zy 平面 上 的 平面 运动. 
我 们 再 一 次 强调 ,如 果 在 物体 侧面 上 仅仅 给 出 应 力 边界 条 件 , 则 (1.6) 和 (1.8) 
中 的 常量 А, B,C 仍然 是 不 确定 的 . 
二 而 应 变态 ， 在 平面 应 变 状态 下 (在 发 生平 面 变形 时 ) 按照 定义 可 以 认为 


ез=0, АЕВ=С=0 (1.13) 
胡 克 定律 (1.8) 的 形式 化 为 


Ри = Жп + Е22) + 2р1, 


P22 = МЕ + 222) + 20622, (1.14) 
Риз = 24612. 
分 量 pas 可 由 以 下 公式 计算 : 
pas 二 和 (e+e22) 或 раз = olpni + раз). (1.15) 


根据 (1.6) 和 (1.13), 平面 应 变 状态 下 的 位 移 具有 以 下 
形式 : 


4=w(z у), v= wr, у), w=0. 


设 一 个 柱 形 物体 所 受 质量 力 和 物体 外 侧面 所 受 面 
力 的 静 力学 合力 等 于 零 , 这 些 力 平行 于 zy 平面 并 且 与 
2 无 关 . 此 外 , 物体 两 端的 固定 方法 能 够 保证 物体 的 长 
度 固定 不 变 (ш = 0), 相应 端面 Z; 和 У 平行 于 zy 平 
面 并 且 能 够 无 摩擦 地 (pis= раз = 0) 在 平行 于 zy 平面 
的 方向 上 运动 (图 162). 在 这 种 情况 下 能 够 实现 平面 
应 变 状态 ， 此 外 , 如 果 认 为 物体 诸 点 的 位 移 都 平行 于 图 162. 平面 应 变 状态 
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zy 平面 并 且 与 z 无 关 , 则 在 没有 初始 应 力 时 可 以 让 所 有 方程 和 条 件 都 得 到 满足 . 
如 果 在 平面 变形 过 程 中 没有 体积 变化 (尽管 材料 本 身 是 可 压缩 的 , 72 оо), 则 
En + eaz = 0, 所 以 对 这 样 的 变形 有 
Ри = 2061, Роз = 21Heza， Риз = 20612, pas = 0. 
平面 应 力 状态 ”按照 定义 , 我 们 认为 在 平面 应 力 状态 下 


рзз = 0. 
那么 , 从 胡 克 定律 可 以 得 到 
Езз = а 十 cz2)， (1.16) 
而 胡 克 定律 的 其 余 关系 式 化 为 
Ри = А(є 十 ezz) + 2pen, 
роз = X"(eil 十 ezz) + 2pe22, (1.17) 
P12 = 2р6, 
式 中 
ER 
А+2и 


我 们 指出 , 如 果 把 这 些 关 系 式 中 的 A* АЖ А, 它们 就 与 平面 应 变 的 相应 关系 式 
(1.14) 完全 相同 . 在 平面 问题 中 , 因为 es 是 > 和 у 的 线性 函数 , 所 以 关系 式 (1.16) 
化 为 
Ме +22) + (А+ 2) (Ах + Ву+ С) = 0, 
或 者 , 根据 (1.7) 进一步 化 为 
^ (5+9) + (А +21) (Ах + Ву+С) = 0. (1.18) 

这 个 关系 式 就 是 为 了 在 线性 弹性 体 中 实现 平面 应 力 状态 而 对 w， 和 w 的 变化 特性 
提出 的 限制 条 件 . 只 有 在 平面 z = 0 上 的 位 移 满足 关系 式 (1.18) 的 情况 下 , 才能 够 实 
现 平面 应 力 状态 . 

在 平面 应 变 状态 下 , 对 相应 位 移 w， 和 wz 没有 这 样 的 限制 . 其 实 , 对 于 任何 给 定 
的 а 和 wz, 利用 (1.7) 即 可 计算 出 分 量 e11, e12, szz, 然后 利用 (1.14) 即 可 计算 出 
рі, Роз, P12. 这 样 求 出 的 分 量 p;; 满足 协调 方程 (1.10). 此 后 , 从 平衡 方程 (1.11) 可 
以 求 出 相应 的 体积 力 Е, Р, 从 边界 条 件 (1.12) 可 以 求 出 物体 侧面 上 的 相应 面 力 p. 

从 (1.18) 可 以 看 出 , 满足 条 件 (1.13) 的 平面 应 变 状态 在 变形 不 导致 体积 变化 时 
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也 是 平面 应 力 状 态 , 因为 这 时 


(材料 是 可 压缩 的 , 并 且 А 有 限 ) 显然 ,平面 应 变 状态 在 一般 情况 下 不 是 平面 应 力 状 
态 , 因为 在 平面 应 变 状 态 下 -- 般 раз 0 

在 平面 应 力 状态 下 ,根据 (1.6) 中 的 最 后 一 个 公式 , 平面 = const 上 的 点 沿 
办 的 位 移 相 对 于 > 和 у 是 线性 的 ， 因此， 在 平面 变形 过 程 中 ， 一 组 平行 平面 
2 = const = а 变 为 一 组 与 = 轴 斜 交 的 平面 = = a + (4z + By + C)a，( 在 线性 理论 
的 范围 内 , 在 小 量 Az = : - a 的 表达 式 中 可 以 用 初始 状态 的 相应 坐标 来 代替 坐标 
а, у =, 因为 由 位 移 wv 导致 的 增 量 是 在 上 述 线性 理论 中 应 当 和 忽略 的 二 阶 小 最 ) 

综 上 所 述 , 平面 应 力 状态 显然 仅 在 足够 特别 的 条 件 下 才能 实现 . 然而 , 在 广义 平 
面 应 力 状态 下 也 成 立 类 似 的 关系 式 , 这 种 状态 具有 巨大 的 应 用 价值 

| 考虑 一 块 平 的 注 板 (图 163), 其 厚度 为 24, 纵向 特征 长 度 为 4. 

广义 平面 应 力 状态 按照 翁 设 , h/d < 1 设 zy 平面 与 水 板 中 面 重合 . 我 们 假设 , 平 
板 受到 平行 于 中 面 的 外 力 的 作用 (包括 质量 力 ), 并 且 这 些 外 力 相 对 于 zy 平面 对 称 
青 假设 薄板 上 下 面 不 受 外 力作 用 , 即 


pss(T, у, +ћ) = раз(т, у, th) = роз(х, у, +h) = 0, (1.19) 


并 且 还 成 立 诸如 
Ораз(т, у, +h) _ apas(z, у, +h) -0 
дг ду 


的 关系 式 . 此 外 , 因为 体积 力 的 分 量 Е. 按照 假设 等 于 零 , 所 以 从 平衡 方程 在 z 轴 的 
投影 可 得 
Эрзз(т, у, 2) 


вы = 
于 是 , 在 注 板 上 下 面 , 不 仅 分 量 ps 本 身 等 “SS Е 7 
于 零 ,其 导数 也 等 于 零 , 因此 , 对 上 述 薄板 而 
言 ,分 量 pss 是 小 量 , 我 们 在 下 面 将 近似 地 


2 


图 163， 用 于 提出 广义 平面 应 力 状态 的 概念 . 


认为 注 板 内 部 处 处 都 有 раз — 0. 薄板 受到 平行 于 中 耐 的 力 的 拉 伸 和 压 
我 们 对 其 余 两 个 平衡 方程 чех 
ә 
б ба +з р, 0, Ф 4 + дра. Оз ру 0 


做 平均 化 运算 . 根据 等 式 (1.19) 和 


Op Е 
За. — 
去 /区 dz= 55 2 зба, у, 2) Ё 


: А 
= Opa 4, 1 = 
Я =0, wx/ 9: dz= эһ Рэз(т, у, z)| =0, 
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我 们 得 到 е е. 
+ бра бра ар =0, 


式 中 


А 1 更 
ру = Ei 4», Е = па 
一 有 


因为 pa = 0, 所 以 胡 克 定律 具有 (1.17) 的 形式 . 对 (1.17) 做 平均 化 运算 , 得 
Ри = N\ (eh +222) + 2и, 
раз = "(ЕЙ + 222) + 2652, 
Р12 = 202, 


式 中 


ur РИ Ou bu" 
= ё = оу" єї = $ (+ >), 
A 
А 1 дш 1 
6з = в: = эн (т, у, №) — шт, у, №), 


1] 
и “= ж) vdz. 


Я ру, и", о", еру 只 依赖 于 坐标 т, у. 

人 们 把 无 夸 曲 注 板 的 上 述 应 力 状 态 定义 为 广义 平面 应 力 状态 .因为 方程 和 边 
界 条 件 都 是 线性 的 , 所 以 平面 应 力 状 态 的 所 有 相应 关系 式 对 广义 平面 应 力 状态 的 平 
均 量 仍然 成 立 . 下 面 将 不 再 写 出 表示 平均 量 的 符号 , 认为 平面 应 变 状态 理论 中 的 所 
有 结果 也 适用 于 广义 平面 应 力 状态 . 
艾 里 应 力 函 数 如 果 考 虑 非 齐 次 平衡 方程 的 一 个 特 解 , 就 可 以 消去 该 方程 中 的 外 体 
积 力 . 所 以 , 在 求解 弹性 力学 平面 问题 时 , 我 们 将 以 齐 次 平衡 方程 

р; др; Әр; Әр; 
в: ә (1.20) 
为 初始 方程 . 这 些 方程 表明 , 表达 式 
Di2dr 一 pll у, pzzdz 一 Pl2 dy 


分 别 是 某 两 个 函数 4(z, у) 和 B(z, у) 的 全 微分 . 因此 , 从 平衡 方程 (1.20) 可 知 , 存 
在 这 样 两 个 函数 A(z, у) 和 B(z, у), 使 
_ _дА _ дв 
Ра = әу’ Рэ = ‘=? 

ОЕ ЕЕ. 


дА DB 
并 且 p= 到 = -可 
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根据 最 后 一 个 等 式 可 以 类 似 地 下 结论 说 , 存在 满足 以 下 条 件 的 函数 U(z, у): 
5-8 3 -А. 
因此 , 可 以 引入 这 样 的 函数 U(z, о), 使 平面 问题 中 的 应 力 张 量 分 量 pi, раз, ры 表 
示 为 以 下 形式 : 
OU Фи OU 

Ри = ‘бу?’ Рю = Bri' Ро = -Wy 
函数 U(z, у 称 为 区 里 应 力 函数 . 根据 (1.21), 任何 艾 里 应 力 函数 U(z, 都 给 出 满 
足 平衡 方程 (1.20) 的 应 力 分 布 . 显然 , 对 于 给 定 的 应 力 
分 布 , 区 里 应 力 函数 Utz, у) 只 能 确定 到 到 相差 z, у 
的 一 个 线性 函数 , 而 这 个 线性 函数 本 身 是 无 关 紧要 的 . 
公式 (1.21) 仅仅 是 普 适 的 平衡 方程 的 推 沦 ,所 以 这 些 
公式 对 于 具有 任意 性 质 (弹性 、 塑 性 等 性 质 ) 的 连续 介 
质 中 的 平面 问题 (1.2) 都 是 成 立 的 . 

不 难看 出 , 应 力 边界 条 件 也 可 以 通过 艾 里 应 力 函 
О С’ ии 
是 物体 横 截面 的 边界 , s 是 沿 C 计算 的 弧 长 (图 164), 164 # і 
则 С 上 的 应 力 边界 条 件 显然 可 以 改写 为 以 下 形式 ， 。 界 的 法 向 矢量 ”和 环 统 方向 
д бу, PU dr _ doU 
ду? ds +az6y ds ds ‘ду’ 

PU ау 62Udz ади 


Риз = Рп2(8) = pl2 608(п, 2) + p22 соз(т, у) = — Эебу аз ^ 9245 = `4в д: 


我 们 现在 证 明 , 如 果 边 界 C 所 包围 的 区 域 是 单 连通 区 域 , 并 且 外 面 力 的 静 力 学 
合力 等 于 零 , 则 艾 里 应 力 函 数 是 单 值 函 数 . 其 实 , 如 果 外 面 力 的 合力 等 于 零 , 则 显然 


有 
fo ds =0, Гаа =0, 
с ё 


因为 这 些 积分 是 单位 高 度 侧面 上 的 应 力 的 合力 在 z 轴 和 у 轴 上 的 投影 . 利用 (1.22) 
和 这 两 个 等 式 可 知 , 艾 里 应 力 函 数 的 偏 导数 90/92 和 8U/B8y 的 值 在 沿边 界 C 环绕 
一 周 后 保持 不 变 . 

我 们 再 使 用 外 面 力 对 z 轴 的 主力 矩 等 于 零 的 条 件 . 我 人 有 


о fo Е (б) (=) 
Ане бум) 


(1.21) 


Pn1 = Рп (8) = pu соз(т, 2) + руг с08(п, у) = 
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因为 曲线 С 是 封闭 的 , 9U/8z 和 6U/6y 是 单 值 函 数 , 所 以 由 此 可 知 , 艾 里 应 力 函数 
о ИЕ C 一 周 后 保持 不 变 
在 多 连通 区 域 的 情况 下 可 以 得 到 类 似 的 结果 ,这 时 物体 梭 堆 面 的 边界 由 若干 条 
封闭 曲线 组 成 .对 于 多 连通 区 域 , 函数 Оо, У) 在 环绕 能 够 把 所 有 边界 都 包括 在 内 
的 曲线 一 周 后 显然 保持 不 变 , 但 在 环绕 个 别 边界 时 一 般 不 一 定 具有 单 值 性 
р 对 于 服从 胡 克 定律 的 材料 , 现在 建立 女 里 应 力 函数 应 当 满足 
НИ 的 方程 .把 应 力 张 量 分 量 通 过 妆 里 应 力 玫 数 的 表达 式 (1.21) 
代入 协调 方程 (1.10), 得 


И aU +90 -0 


+252190 + ди 
或 
ёди PAU Әу ду 
B77 ар 0 А0 = + бу. 
因此 , 艾 里 应 力 函数 满足 方程 
АЛИ = 0. (1.23) 


方程 (1.23) 称 为 双 调 和 方程 ,于 是 , 弹性 力学 平面 问题 归结 为 在 艾 里 应 力 函 数 
U(z, у) 的 相应 边界 条 件 和 单 值 条 件 下 求解 双 调 和 方程 (1.23). 

如 果 在 侧面 上 给 出 pw, 利用 (1.22) 就 容易 得 到 艾 里 应 力 函 数 U(z, у) 在 边界 C 
上 应 当 满足 的 边界 条 件 . 其 实 , 只 要 沿 С 对 (1.22) 进行 积分 , 即 可 求 出 艾 里 应 力 函 
数 对 坐标 z 和 у 的 偏 导数 在 С 上 任何 点 的 值 : 


0 Ж (=) - [2 (80) а. а-и, 
0 
[еж 


式 中 s 是 从 任意 某 一 点 О 算 起 的 沿 曲线 С ЖК, (00/02), 和 (90 /ду), 是 相应 
偏 导数 在 点 О 的 值 , X(s) 和 Y(s) 是 物体 侧面 相应 区 域 上 的 面 力 的 合力 , 该 区 域 是 
曲线 С 上 以 点 О 为 起 点 、 以 з 为 弧 长 的 一 段 曲线 沿 z 轴 方 向 平移 单位 长 度 时 扫 过 
的 那 一 部 分 侧面 . 下 面 将 把 Х(5) 和 У(5) 称 为 曲线 C 上 始 自 点 O 的 相应 曲线 段 上 
的 作用 力 的 分 量 . 
知道 了 曲线 С 上 每 一 点 的 偏 导数 8U/8z 和 д0/ду, 就 可 以 计算 U 在 C 的 切 

线 方向 和 法 线 方向 的 导数 : 

40 _ 004 OUdy @0_ 904 OUdy 

ів — ӧт аз бу аз’ Әп = Әгап * дуал' 


(1.24) 
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积分 后 就 可 以 确定 艾 里 应 力 函 数 本 身 在 曲线 С 上 任意 一 点 的 值 : 


ов -00) = | (== + 2) а 
Ч 


Е (9), (=. 0) + (2) -ш) + | [X(s) dy – Y(s) 8а), (1.25) 


式 中 zo, yo 和 rs у, 是 曲线 C 上 的 点 O 和 任意 一 点 s 所 对 应 的 坐标 x, y МИН. 就 
像 我 们 预料 的 那样 , 通过 作用 于 边界 C 上 的 应 力 р, 计算 出 来 的 艾 里 应 力 函 数 在 С 
上 的 值 只 能 确定 到 相差 z 和 у 的 一 个 线性 函数 , 这 个 线性 函数 对 于 应 力 分 布 是 无 关 
紧要 的 ， 如 果 曲 线 С 是 单 连通 区 域 的 边界 ,就 可 以 令 该 线性 函数 的 系数 等 于 零 . 如 
果 平面 问题 中 的 相应 区 域 是 多 连通 的 , 就 可 以 认为 这 些 系数 仅 在 封闭 边界 线 之 一 Ck 
上 等 于 零 , 而 在 其 余 封闭 边界 线 上 则 应 当 利用 位 移 的 单 值 条 件 来 确定 它们 2， 
因此 , 如 果 在 一 个 区 域 的 边界 С 上 给 出 应 力 矢量 pw, 则 求解 平面 问题 可 以 归结 
为 求 该 区 域 中 的 双 调 和 函数 U(z, и), 使 该 函数 本 身 在 边界 С 上 具有 给 定 值 , 该 函数 
在 边界 С 上 的 法 向 导数 也 具有 给 定 值 . 
为 了 给 出 艾 里 应 力 函数 的 物理 意义 , 我 们 对 (1.25) 中 的 积分 
区 村 应 力 本 娄 的 物理 进行 如 下 变换 ; 


Јову уб) = [x(a - и) - Уве - =.) 
0 0 


=1Х(8) (и =) – Ү(8)(= – =, – [№ — 9.) 4Х(8) - (2 - 2.) dY (s)). 
о 
但 是 , 因为 dX(s) = pni ds，dY(s) = pn2ds, Х(0) = У(0) = 0, 所 以 从 (1.25) 得 到 


оа) 00) (55) вв) (9) е-и) = ] рав) рабе 2,148, 
即 女 里 应 力 函 数 在 边界 C 上 任意 一 点 。 的 值 在 相差 2 和 1 АН ИВЕТ 
曲线 C 上 从 某 一 点 О 到 所 研究 的 点 。 的 曲线 段 上 的 外 部 作用 力 对 点 s 的 合力 和 
зала ВЧИВ С аот ЗРНА 
艾 里 应 力 函数 可 以 完全 由 这 些 条 件 确定 下 来 (例如 , 当 边界 С ЯНСА 
是 音 连 通 区 域 时 , 区 里 应 力 丽 数 就 可 以 完全 玖 定 下 来 ) 则 从 问 是 的 提 法 可 知 , 在 弹性 
力学 线性 理论 的 范围 内 , 应 力 分 布 与 材料 的 性 质 无 关 , 即 与 杨 氏 模 量 和 泊 松 比 无 关 . 
弹性 力学 平面 问题 的 解 的 这 个 重要 性 质 就 是 攻 维 定理 举例 来 说 , 为 了 研究 多 
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属 零件 中 的 应 力 , 我 们 可 以 根据 莱 维 定理 转 而 研究 用 专门 的 各 向 同性 透明 材料 制 成 
的 零件 模型 中 的 应 力 , 后 者 的 光学 性 质 对 其 中 的 变形 非常 敏感 . 这 就 是 在 实验 中 用 
光学 方法 研究 弹性 体 的 原理 . 显然, 相应 位 移 对 表征 材料 弹性 性 质 的 那些 物理 量 有 
显著 的 依赖 关系 . 
十 尔 萨 公式 ”现在 我 们 来 详细 研究 , 如 何 利用 复 变 函 数 表示 弹性 力学 平面 问题 的 解 . 

> 引入 复 变 量 z = z +iy, z =z iy. 如 果 从 т, у 转换 到 复 变量 >, z, 则 
双 调 和 方程 (1.23) 变换 为 以 下 形式 : 

OU 
ДАО = 16522977 = 0). 


因此 , 双 调 和 函数 的 通 解 可 以 表示 为 
Ul(z, 2) = Zp1(2) + zp2(2) + Xx1(z) + х2(2). 
对 于 实 函数 U(z, у), 必须 令 
42) = $1(2), Xa(z) = Xi(2), 


ЗА $: (2), Хи (2) 是 wa(z) 和 xa(z) ВЗР, 即 把 其 中 的 > 和 所 有 常 复 系数 分 
ЗН НИИ НИ АЖ. 
忽略 下 标 1, 我 们 把 双 调 和 方程 的 实数 解 写 为 古 尔 萨 形式 ; 


Ul у) = веба) + 0 + (8) + (90). (126) 
2 


求 艾 里 应 力 函 数 的 问题 和 相应 平面 问题 的 解 归结 为 求 这 样 两 个 复 变 函数 yp(z) 
和 x(z), 它们 是 弹性 体 所 占 区 域 2 中 的 正则 函数 , 并 且 满 足 一 定 的 边界 条 件 . 
а 为 了 得 到 应 力 张 量 的 分 量 通过 函数 (2) 和 х(2) 的 表达 式 ， 
用 复 变 西数 表示 应 力 我 们 注意 到 
张 量 和 位 移 矢 量 的 分 с 
а ви _ aU ви ви _ /80 әр 
Эг — 9: + 51’ Әу =: (> р 5). 


我 们 还 将 使 用 弹性 力学 中 的 以 下 常用 记号 : 


е0) = 40 8), (8) = че, 0) = 908) = 48). 


利用 (1.21), 直接 从 (1.26) 得 到 


pu = 20-3900) - #9) +25) + BE)] – (2) – 907), 


po = 20290) +202) + 2[®(z2) +$(2)] + Vz) + 90) }. (1.27) 


ра = 09908) — 9700) +408) — TH} 
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由 此 容易 得 到 р, paz, раз 的 以 下 组 合 的 表达 式 : 
ри + Раз = 2[Ф(2) +$(2)] = 4Re®(z) = 4Rey'(z)， 


(1.28) 
P22 — Ри + різ = 2[2Ф/(2) + 4(2)]. 
下 面 需要 这 些 公式 . 
我 们 把 平面 应 变 状态 下 的 胡 克 定律 表示 为 以 下 形式 : 
2pen = реа 2р2 = ре - Ри, 2pe12 = рз, 
式 中 p= р + роо. 如 果 引入 位 移 矢 量 的 分 量 和 艾 里 应 力 函数 , 由 此 就 得 到 
оид“ — 和 +2 ,PU 
Роз (А+ ш)? д’ 
до А+2ш Әу 
у = Ан)? бу, (1.29) 
ди әү әу 
„(= +=) а. 


因为 p= ДО, ДАИ = 0, 所 以 р 是 调和 函数 . 设 4 НЗ. 容易 看 
出 ( 见 (1.28))， 
f(z2)=p+ig = 4p'(z), 


其 中 函数 w(z) 是 由 古 尔 萨 公式 (1.26) 定义 的 . 设 
(2) = P+iQ, 


则 
ЭР _ 420 = 48Р _ 489 
р=4—— = 4—7, а=-4— = 4—7, 


所 以 , (1.29) 中 的 前 两 个 关系 式 可 以 改写 为 
820 , А+?) ЭР 
ох 12 ли Әг’ 
до Әу А+) 09 


00у др Аи и 


(1.30) 


еы OU (А+ 2и) 
+24 

ар -лфр РЕЛ 

90 2(А+ 2и) 

ау Аж 9+1, 


式 中 f(y) 和 户 (z) 是 任意 函数 . 把 (1.31) 代入 (1.29) 中 的 最 后 一 个 关系 式 , 注意 到 


дР 6@ _ 
37 +320 


Зри = — (у), 
(1.31) 


20 = 一 
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我 们 得 到 
ли) + fz(z) =0. 


由 此 可 知 , Л = yy 十 a, 所 = 一 YZ+B, 式 中 ,8,7 是 常量 . 8, РАЖ Л (0) 和 /fo(z) 
对 应 刚体 位 移 , 所 以 在 下 文中 可 以 忽略 这 两 项 . 


从 (1.31) 组 成 

2p(u+ iv) = + $) - (= +19). (1.32) 
根据 古 尔 萨 公式 (1.26), 我 们 有 

80 +98 = 2206 2) _ ба) + 5002) +9, (1.33) 
所 以 可 以 把 等 式 (1.32) 的 形式 改写 为 

2и(и + іо) = Ap(z) – zp (2) - $), (1.34) 
式 中 
АЗ 34. 
入 十 及 


在 平面 应 力 状态 下 应 当 把 上 述 表达 式 中 的 和 替换 为 *, 把 u,v 替换 为 wl, wz 
(这 时 A = (3-0)/(1+0)). 公式 (1.28) 和 (1.34) ЖЕН Г. В. 科 洛 索 夫 得 到 的 . 
确定 艾 时 应 力 函 数 边 上 面 已 经 指出 , 把 位 移 通 过 艾 里 应 力 函 数 U 表示 出 来 的 公式 
界 条 件 中 的 积分 常量 在 弹性 体 所 占 区 域 是 多 连通 区 域 时 是 必须 的 . иж dU/dn 在 
的 条 件 柱 形 物体 横 截 面 的 每 一 个 封闭 边界 Cx 上 的 条 件 都 包含 三 个 
任意 常量 , 并 且 仅 在 其 中 一 个 边界 Ck Е, 例如 把 所 有 其 余 边 
界 都 包含 在 内 的 那个 边界 С 上 (图 165), 才能 够 任意 选取 这 些 常量 . 在 其 余 边 界 上 ， 
只 要 让 位 移 分 量 wu 和 wv (1.31) 是 z 和 的 单 值 函 数 , 换言之 , 只 要 让 函数 
А+ 2и) р 90 0+2) о д0 
Ath 0’ Mh “ ду 
的 值 在 环绕 任何 内 部 边界 Ci 一 周 后 保持 不 变 , 即 可 确定 这 
7 ки 
在 按照 图 165 指示 的 方向 环绕 某 一 条 边界 Ck 时 , 偏 导 
图 165. 柱 形 物体 横 截 ” 数 9U/8y 和 -8U/8z ( 见 (1.24)) 分 别 获得 增 量 х, 和 次 , 它 
面 是 多 连通 区 域 们 分 别 是 作用 在 该 边界 上 的 合 外 力 在 z 轴 和 у 轴 上 的 投影 . 
因此 , 函数 
2(^-+2и) А+2и 2(^+2и) „_ A+2p 
р ры /wer-ady) 和 220 а= Ди [фарчааа) 


( 见 (1.30)) 在 环绕 边界 С 的 过 程 中 所 获得 的 增 量 应 当 同 8U/8z 和 —90/ду 所 获得 


S 
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的 增 量 相同 , 即 应 当成 立 条 件 


入 十 21 А 
зони 4-49 = зони] /ten = х. (135) 


此 外 , 函数 р = ры + роз ЗЕНА 9 显然 满足 公式 


9ч-%= ] (2-е), 
о 
并 且 利用 (1.31) 容易 确定 函数 4 的 运动 学 意义 . 其 实 , 根据 (1.31), 我们 有 
_1 _ 1 (9 диў A+2 [99 ӘР 入 十 21 
ыы, е (5%) - зб (5 - re 
即 函数 4 与 可 变形 介质 微 元 应 变 张 量 主轴 的 微小 施 转角 仅仅 相差 一 个 常 因子 . 
当 位 移 是 单 值 函 数 时 ,应 当成 立 等 式 


веы- =) - ета (1.36) 


4855 (1.35) 和 (1.36) 用 于 确定 V 和 8U/Bn 在 内 部 边界 Ck 上 的 边界 条 件 中 的 
积分 常量 . 与 单 连通 区 域 的 情况 不 同 的 是 , 函数 О 和 它 的 偏 导数 这 时 一 般 已 经 不 再 
是 单 值 函 数 . 


py 如 果 在 物体 横 截面 的 边界 上 给 出 分 量 pi, ро, 则 利用 (1.24) 

容易 得 到 8U/8z +i8U/8y 在 这 个 边界 上 的 条 件 . 其 实 , 从 
和 相应 边 值 问题 的 分 (1.24) 可 知 , 这 时 在 边界 Ce 上 有 

Ра + = -Ү(8) +1Х (8) + ть, 
式 中 s 是 从 某 一 点 O 算 起 的 沿边 界 的 弧 长 , X(s) 和 Y(s) 是 边界 С. 上 始 自 点 O 的 
相应 曲线 段 上 的 作用 力 的 分 量 , mx 是 一 个 复 常量 . 如 果 物 体 横 截 面 所 占 区 域 是 单 连 
通 的 , 就 可 以 认为 mk = 0; 对 于 多 连通 区 域 的 情况 , 仅 在 一 条 边界 上 可 以 任意 选取 常 
量 mx = 0, 但 在 其 余 边界 上 需要 在 解 题 过 程 中 才能 确定 这 个 常量 . 
所 以 , 我 们 利用 (1.33) 得 到 复 变 函数 (2) 和 x(z) 在 边界 С, 上 的 以 下 条 件 : 


9(z) + zp (2) + Xz) = -У(8) +1Х(8) 十 mk- (1.37) 
ЯЫ (1.34) (2и = Е/(1+0)), 如 果 在 гу 平面 上 给 出 了 物体 在 横 截 面 边界 上 的 
位 移 
= и (5), о = vo(s), 


则 复 变 函数 p(z) 和 x(z) 的 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 


Моб) - 7-9 = Те (о) + 8). (148) 
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于 是 , 求解 基本 的 弹性 力学 平面 问题 归结 为 求 两 个 复 变 函数 p(z) 和 x(z), 使 它们 满 
足 (1.37) 或 (1.38) 这 两 种 类 型 的 边界 条 件 . 

如 果 在 物体 边界 上 给 出 应 力 , 并 且 w(z) 和 x(z) 的 边界 条 件 具有 (1.37) 的 形式 ， 
我 们 就 有 第 一 类 边 值 问题 . 如 果 边界 条 件 具 有 (1.38) 的 形式 (在 物体 边界 上 给 出 位 
移 ), 我 们 就 有 第 二 类 边 值 问题 . 如 果 在 部 分 边界 上 给 出 条 件 (137), 在 其 余 边界 上 给 
出 条 件 (1.38), 我 们 就 有 混合 边 值 问题 . 

上 面 对 复 平面 > = z + iy 上 边界 为 C 的 某 个 已 知 区 域 9 提 
АЛАИН: 出 了 一 些 边 值 问题 .为 了 求解 复 变 函数 论 中 的 这 些 边 值 问题 ， 
利用 保 形 映 射 进行 坐标 变换 有 时 是 一 种 很 方便 的 手段 这 时 ， 

区 域 通过 保 形 映射 < = f(z) 变换 为 平面 = 5 十 训 上 的 某 个 简单 的 辅助 区 域 9 
然后 借助 于 变量 ¢ 就 可 以 得 到 参量 形式 的 解 

如 果 区 域 9 的 边界 只 包括 一 条 封闭 曲线 С, 就 可 以 选取 单位 加 的 内 部 或 外 部 作 
为 区 域 9 然后 在 5 平面 上 用 新 变量 提出 边 值 问题 并 求解 在 《 平面 上 可 以 使 用 
极 坐标 系 , 在 z 平面 上 可 以 使 用 正 交 曲 线 坐标 系 , 这 两 个 坐标 系 的 坐标 线 通 过 所 用 
保 形 映射 联系 起 来 

因此 , 我 们 要 考虑 下 述 三 个 问题 一、 研究 应 力 张 量 和 位 移 矢 量 的 分 量 在 从 = ЗЕ 
面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 系 zx, у 变换 为 上 述 正 交 曲线 坐标 系 时 如 何 变换 ; 二 、 在 这 个 正 交 
曲线 坐标 系 中 建立 应 力 张 量 和 位 移 矢量 的 分 量 对 轴 助 变量 С 的 依赖 关系 ; 三 、 提 出 
待 求 复 变 函数 p(z) 和 x(z) 在 < 平面 上 的 单位 圆周 上 的 边界 条 件 , 该 圆周 与 = 平面 
上 的 边界 С 相对 应 . 

我 们 指出 , 与 流体 力学 平面 问题 中 的 保 形 映射 方法 相 比 , 在 弹性 力学 平面 问题 中 
应 用 保 形 映射 6 еу = (2), = = О 在 含义 上 和 结果 上 都 有 所 不 同 . 这 是 因为 ， 
与 调和 函数 不 同 的 是 , 双 调和 函数 U(z, y) 在 经 过 从 =, у 到 6, п 的 保 形变 换 之 后 
一 般 不 再 满足 变量 5， п 下 的 双 调和 方程 . 然而 , 古 尔 萨 公 趟 (1.26) 能 够 简单 地 确定 
z 平面 上 的 双 调和 函数 经 过 保 形变 换 2 = x(C) 之 后 的 形式 ， 


О, п) = 000) + «О +х@ + х0), 


其 中 仍然 分 别 用 p(C) 和 (С) 表示 解析 函数 p(z) 和 x(z) 在 进行 了 保 形 变换 > = (С) 
之 后 的 函数 形式 . 显然 , 尽管 > 平面 上 的 区 域 9 经 过 保 形 映 射 之 后 变换 为 《 平面 上 
的 区 域 27, 但 不 能 把 函数 (Е, п) 看 做 区 域 9' 中 的 艾 里 应 力 函 数 . 
设 复 变 函数 
z=x(0), 2=7z+iy, C=€+in 
建立 起 z 平面 上 的 区 域 9 与 《平面 上 的 单位 圆 27 的 外 部 或 内 部 之 间 的 单 值 保 形 


ОН, 当 应 力 状 态 或 位 移 给 定时 , 根据 (1.27) 或 (1.34), 函数 p(z) 和 x(z) 具有 某 种 任意 
性 . 为 了 消除 这 样 的 任意 性 , 在 不 同 边 值 问题 中 可 以 采用 不 同 的 方法 , 例如 , 可 以 让 函数 本 身 或 其 
虚 部 在 一 些 确定 的 点 具有 固定 的 值 . 
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映射 , 现在 详细 考虑 这 个 情况 .让 坐标 原点 位 于 圆心 如果 9 是 z 平面 上 的 有 界 
单 连通 区 域 , 其 边界 为 封闭 曲线 С, 则 建立 变换 到 平面 上 的 单位 圆 内 部 的 保 形 映 
射 比较 方便 , 并 且 可 以 认为 , 被 选 为 坐标 原点 的 某 一 个 内 点 = = 0 对 应 着 点 4 = 0. 
《平面 上 的 圆周 p = const 对 应 z 平 面 上 的 曲线 p(z, у) = const, 它们 是 环绕 点 z = 0 
的 封闭 曲线 . 平面 上 的 射线 9 = const 对 应 2 平面 上 的 曲线 9(z, у) = const, 它们 
的 起 点 位 于 z = 0, 终点 位 于 边界 С. 边界 С ХИМИЯ Г (р=1). 如 果 9 是 无 界 
区 域 , 其 边界 只 包括 一 条 封闭 曲线 С, 就 可 以 把 它 变换 到 〈 平面 上 的 单位 圆 的 外 部 ， 
并 且 认 为 点 = оо 对 应 点 《= оо. 这 时 , 曲线 p(z, у) = const 环绕 边界 С, 而 曲线 
9(z, у) = const 始 自 边界 С 并 延伸 到 无 穷 远 处 . 
在 z 平面 上 , 经 过 区 域 9 中 的 每 一 点 А 都 有 两 条 正 交 曲 线 


р(т, у) = const, 6(т, у) = const; 


我 们 认为 这 两 条 曲线 分 别 是 坐标 线 9(z, у) 和 рт, у). 坐标 线 plz, у) 和 bg(z, у) 的 
方向 分 别 指向 p(z, у) 和 b(z, у) 
增加 的 方向 (图 166). 在 z 平 面 м 


上 引入 基 矢量 
Дот ос 
а= др’ = 99: 


在 某 一 点 4 (z = x(C) = x(peie))， 
设 基 矢量 e 与 z 轴 的 夹 角 为 a 
如 果 把 笛 卡 儿 坐标 系 =, y 的 单位 
矢量 让 了 旋转 о 角 , 则 它们 的 方 
向 将 与 点 4 的 基 矢 量 e1， ез 的 。 图 166， 保 形 映射 和 曲线 坐标 系 p(z, 0), 9(z, 0) 
方向 相同 . 

只 要 让 2 平面 上 的 给 定 复数 乘 以 一 个 合适 的 因子 с, 就 可 以 得 到 由 点 4 的 基 
矢量 e 和 es 定义 的 复 平面 上 的 相应 复数 . 我 们 来 计算 这 样 的 因子 . 在 = 平面 上 考 
Ж ро, у) 坐标 线 上 的 微小 线段 dz. 显然 ， 

_ dz _ #04 

ia еа" 

但 是 , 因为 线段 dz 对 应 © 平面 上 的 线段 ас, 而 线段 ас 位 于 射线 9 = const 上 , 所 以 
d _с 


а с 


因此 , 对 于 量 а, 我 们 有 


ена 9 _ жж © _ 
с 


892 е 4 
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应 力 张 量 和 位 移 矢 量 我 们 用 Po, ps, р 表示 应 力 张 量 在 > 平面 上 的 正 交 曲 线 坐 标 
在 曲线 坐标 系 中 的 物 系 p, 9 中 的 物理 分 量 . 如 果 在 平面 上 的 每 一 点 4 把 笛 卡 
理 分 量 ЛАЖ з, у 旋转 a(z, у) 角 , 则 根据 张 量 分 量 的 变换 公式 ， 
在 旋转 后 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 

Do = P11 Cos? a + p22 sin? a + 2p12 cos Qa sin a, 

pe = p22 соѕ?а + руу sin2a — 2p12 cos Qsin а, 

Ppe = (p22 一 Pii) cosasina + руз с052а. 
由 此 直接 可 以 计算 应 力 张 量 在 上 述 曲线 坐标 系 中 的 物理 分 量 的 以 下 组 合 : 

Pp + Pe = руу + p22; 
— рр + ро = 619 (p22 一 Pil + 2ip12). 
用 и, uy 表示 位 移 矢量 在 曲线 坐标 系 p(z, у), 0(z, у) 中 的 物理 分 量 . 显然, 从 
wv 到 up, шо 的 变换 公式 为 
Up=ucosat+vsina, це = —usina+vcosa, 


更 方便 的 一 种 写法 是 


(1.39) 


up 十 iue =е (и). (1.40) 
我 们 把 应 力 张 量 和 位 移 矢量 在 坐标 系 p(z，y), 9(z，y) 中 的 物理 分 量 的 组 合 
(1.39) 和 (1.40) 通过 复 变量 5 表示 出 来 . 为 了 得 到 这 样 的 表达 式 , 我 们 把 > = x(C) 
代入 复 变 量 z 的 所 有 函数 中 , 但 是 为 了 书写 简洁 , 我 们 仍然 使 用 原来 的 记号 来 表示 
新 的 函数 : 
Ф(2) = ф(ж(©)) = +(©), ч(г) = 4(=(О)) = 4 (6), 
Ф(2) = B(x(0)) = (©, $(г) = V(x(0)) = ФС). 
这 时 显然 应 当 有 
(0) 


НОЯ 00), v0= 0 = 


利用 (1.39) 和 (1.28) 容易 得 到 
pp + pe = 2[©(4) а 4ВеФ(<), 


+2 [ZO) + ожо By 
а -20 са 
Ро ~ Pp + 2ippe = 2 а (<)%()]. 
类 似 地 , 利用 (1.34) 可 以 把 (1.40) 表示 为 
42 A «© а. 
p 十 A 一 一 一 
помо 6 гс, 0-29 70-90] 
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复 变 函 数 在 C 平面 上 z 平面 上 的 曲线 C 对 应 〈 平面 上 的 曲线 一 一 圆周 p = 1, 
的 边界 条 件 曲线 С 上 的 边界 条 件 (1.37) 归结 为 上 的 以 下 边界 条 件 : 


00+ 29 +80 = НЫ, 
зр уд Г БЕЛА, H(Y) 是 通过 坐标 变换 把 2 = x(C) 代入 (1.37) 的 右 侧 后 得 到 
的 结果 , 并 且 如 果 在 边界 C 上 给 出 了 外 面 力 , 就 可 以 认为 万 (7) 是 已 知 的 . 
类 似 地 , 曲线 C 上 的 位 移 边界 条 件 (1.38) 归结 为 上 的 以 下 边界 条 件 
0 - 20 70 - © = 60), 
式 中 G(Y) 是 通过 坐标 变换 把 = = x(C) 代入 (1.38) 的 右 侧 后 得 到 的 结果 , 并 且 可 以 
认为 它 是 已 知 的 
НА. тиси то ВЕБЕ стиска 
(2) = $9, х(2) = (2) = (С) 和 2 = «© 的 问题 . 


$2. 应 力 集中 


从 不 同 问题 的 解析 解 和 实验 结果 可 以 知道 , 在 物体 表面 形状 有 突变 的 部 位 能 够 
出 现 巨大 的 局 部 应 力 , 这 种 应 力 在 离开 物体 表面 时 迅速 碱 小 应力 集 中 间 题 涉及 两 
方面 内 容 , 一 是 确定 物体 表面 形状 有 突变 的 部 位 附近 的 局 部 应 力 ， 二 是 确定 具有 很 
大 梯度 的 外 力 的 作用 区 域 附近 的 局 部 应 力 

考虑 一 块 无 限 大 的 弹性 平板 , 它 因 为 受到 无 穷 远 处 的 常 应 力 
ЯАНА 的 作用 而 发 生 各 向 均匀 拉 伸 ， 这 时 ,平板 处 于 广义 平面 应 

力 状 态 . 设 zy 平面 位 于 平板 中 面 , 则 应 力 分 量 在 zy 平面 上 
ВИН, 

Ри = Р = ро. Рё = 0, рзз = 0, 
或 者 , 如 果 使 用 圆柱 坐标 系 p, 6, =, 则 

Ро = рә = р р = 0, Р.: = 0. 


假想 在 平板 上 切 掉 一 个 半径 为 a 的 圆 , 圆心 位 于 坐标 原点 . 被 切 掉 的 部 分 对 其 余部 
分 的 作用 可 以 替换 为 圆周 上 的 面 力 : 


在 p=a 时 ps=po， ppe =0. 


我 们 现在 假设 , 圆周 上 的 外 部 应 力 缓慢 地 ( 准 静态 地 ) 降低 到 零 . 这 时 , 平板 中 
的 应 力 将 重新 分 布 . 我 们 来 计算 这 样 的 无 限 大 平板 中 的 应 力 分 布 , 要 求 无 穷 远 处 的 各 
向 均匀 拉 伸 应 力 ро = const, 半径 为 а 的 圆 孔 边界 上 没有 外 力 . 
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在 极 坐标 下 , 用 来 确定 艾 里 应 力 函数 的 双 调 和 方程 具有 以 下 形式 : 
Ф 10. 18\/8U 1800, 190\_ 
9 н) (57 Фра * заи) = 
公式 (1.21) 给 出 应 力 张 量 的 分 量 通过 艾 里 应 力 函 数 U 的 表达 式 , 它们 在 极 坐标 系 下 


_ 100 ,10U _ 90 __ д (180 
Тр = р др 02 90? ` Ро = ‘бра, Ро = Эр р 96 /` 


显然 , 带 圆 孔 的 平板 受到 各 向 均匀 拉 伸 时 的 应 力 状态 与 角 9 无 关 . 这 时 , 双 调和 方程 
化 为 

1df а[іауасу _ 

пае eA Gd) 


И = Ашр+ Вр? шр+ Ср? + О, 
ЖФА, В, С, D 是 任意 常量 . 利用 这 个 公式 , 我 们 得 到 


в, = 5 +2Вшр+ В+2С, 


м = -5 +2Вшр+38 +20, 


Рро = 0. 
从 圆 孔 边界 上 的 条 件 和 无 穷 远 条 件 


在 p=a 时 mm=0， 在 p=oo 时 mp=mo 


其 通 解 U(p) 的 形式 为 


求 出 
А = -роа?, В=0, 2С=р, 


所 以 上 述 应 力 问题 的 解 可 以 表示 为 以 下 公式 : 


2 2 
= (1-), м-в (1+), ре = Ра: = 0. 

图 167 给 出 了 应 力 张 量 的 分 量 pw, ро 沿 射线 9 = const 的 分 布 曲线 . 

有 代表 性 的 是 , 应 力 张 量 的 分 量 ps 在 接近 圆 孔 边界 时 不 断 增 长 , 并 在 圆 孔 边界 
上 达到 最 大 值 ， 

在 p=a 时 pemax = 2po = 2(pe)w: 

因为 ppo = 0, 所 以 pw, р, pzz 是 应 力 张 量 的 主 分 量 . 在 p =a 时 pe > pp 二 Pzs = 0, 
圆 孔 边界 上 每 一 点 的 最 大 切 向 应 力 т 等 于 ( 见 第 十 章 84) 


Ре — Р; 
"5 az — ро. 


т= 
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Жа<р<оо В ро >р, >р., = 0, ро < 2рь, 
所 以 


-Ze 一 Pzz 
ТР 2 <р. 


最 后 , 在 无 穷 远 处 成 立 pg = pp = ро, р.. = 0， 
并 且 


Po— Pzz _ Ро 
2 2 

因此 , 最 大 切 向 应 力 mow = po 出 现 于 圆 孔 边 
界 , 并 且 在 圆 孔 边界 上 每 一 点 使 切 向 应 力 达到 ИИ 
ЕЕ ПАШЕ иран, АВА 
一 个 以 0 НИЕ, ЗЕ а Нано сну 
位 于 所 研究 的 点 , УВ 90°. 

前 面 给 出 了 广义 平面 应 力 状态 下 的 一 个 应 力 问题 的 全 部 的 解 . 在 平面 应 变 状态 
下 , 应 力 分 量 的 解 对 于 Po, pe 和 р 是 相同 的 , 但 是 р„, 不 再 等 于 零 . 这 时 , 因为 对 
于 通常 的 材料 有 0 < о < 1/2, 所 以 在 圆 孔 边 界 上 成 立 不 等 式 p > р, > p=0 ( 见 
(1.15). 于 是 , 圆 孔 边界 上 的 最 大 切 向 应 力 这 时 等 于 


т= 


pe 二 pp 
2 
在 无 穷 远 处 ps = р, = po > Ps, 并 且 
т Ро(1- 20) 
一 
因此 , 最 大 切 向 应 力 rmax = po 这 时 也 出 现 于 圆 孔 边界 , 但 是 在 贺 孔 边界 上 每 一 点 使 
切 向 应 力 达 到 最 大 值 的 平面 通过 = 轴 , 并 且 与 半径 的 夹 角 等 于 士 45". 
通过 应 力 表述 的 上 述 两 个 弹性 力学 问题 的 解 与 实验 符合 良好 , 只 要 在 平板 中 不 
出 现 塑性 变形 . 我 们 假设 出 现 塑性 变形 的 条 件 是 最 大 切 向 应 力 在 前 切 状态 下 达到 届 
服 极限 к, 即 


т= = ро. 


Tmax = К. 


在 上 述 情况 下 , та = ро 是 在 圆 孔 边 界 上 达到 的 . 因此 , 如 果 po < 则 在 平板 中 处 

处 都 是 弹性 应 力 状态 ， 当 无 穷 远 处 的 拉 伸 应 力 po 达到 大 时 (在 po = 大 时 ), ЖЕН. 
边界 上 首先 出 现 塑性 变形 . 

不 难 把 上 述 问题 的 解 推广 到 单 轴 拉 伸 的 情况 , 这 时 带 有 贺 孔 

НЯ о 的 无 穷 大 平板 在 单 轴 拉 伸 下 处 于 平面 应 力 状态 ， 在 备 

卡 儿 坐 标 系 下 , 设 沿 y 轴 进 行 的 拉 伸 满足 以 下 无 穷 远 条 件 : 

Ри = раз = Рэз = 0, Роз = ро. 那么 , 利用 zy 平面 上 的 极 坐标 p, 9 (> = pe9), 可 以 
把 这 些 条 件 写 为 以 下 形式 : 

在 p=oo 时 р, =posin?0， pg = русов 6, р, = 二 


508120, р,. =0. 
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在 圆 孔 边界 上 没有 外 力 , 这 个 条 件 具 有 以 下 形式 : 
在 p=a 时 mp=ppe=0. 

在 前 一 节 中 , 为 了 求解 艾 里 应 力 函数 所 满足 的 双 调 和 方程 , 我 们 引入 了 复 变 量 
z=z 十 这 的 函数 (2) 和 W(z) = X'(z). 只 要 适当 选择 这 样 的 复 变 函 数 , 就 容易 得 到 
上 述 问题 的 解 . 令 z = 5 = ре, 再 利用 前 面 引入 的 记号 

BO) = (2) = #16), (2) = 070) = (0), 
我 们 把 公式 (1.41) 改写 为 以 下 形式 : 


pp +pe = 21704) +20], (2.1) 
| 
пит, руа = [© +. (2.2) 
容易 直接 验算 , 如 果 令 
2 3 
5 = т (6-27), 9 =зь[-«(++3)], ea 


则 在 5 = oo 时 的 无 穷 远 条 件 和 在 圆 孔 边界 [| = р=а 上 的 条 件 都 成 立 ， 如 果 用 无 
穷 远 点 5 = оо 的 洛 朗 级 数 的 形式 预先 给 出 函数 p(C) 和 (С), 就 容易 建立 这 些 公 式 . 
级 数 中 的 系数 取决 于 р = а 时 的 边界 条 件 和 无 穷 远 边界 条 件 . 

在 圆 孔 边界 p=a 上 p, =0, 从 公式 
(2.1) 和 (2.3) 立即 得 到 


Ро = ро(1 + 2cos20). 
分 量 pe 在 点 9=0 和 9 = т 达到 最 大 值 


Pe max = ЗРо- 
从 公式 (2.1), (2.2) 和 (2.3) 容易 求 出 应 力 
张 量 的 分 量 p, ро 和 ps 在 平板 的 所 有 点 
的 值 . 例如 , 在 2 轴 上 满足 |z| > a 的 地 方 
pe 成 立 公式 


m= = Зъ (5) - (5) 


图 168， 带 有 贺 孔 的 平板 ( 沿 у 轴 ) 受到 单 轴 et ау a 
拉 人 时 的 应 力图 ветра зы (5) +3(a) | 


Ppe = ро = 0. 
图 168 给 出 了 应 力 张 量 的 分 量 p,， 和 р, 沿 zx 轴 的 分 布 曲线 和 pe 沿 圆 孔 边界 的 分 
布 曲线 . 
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带 有 椭圆 孔 的 平板 的 ”考虑 一 块 带 有 椭圆 孔 的 弹性 平板 , 它 在 无 穷 远 处 受到 各 向 均 
各 向 均匀 拉 伸 色拉 伸 , 那里 的 应 力 ро = сопзі. 我 们 分 别 用 a 和。b 表示 椭 
圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 (a > 5), 并 且 这 样 选取 z 轴 和 yy 轴 , 使 
z 轴 指 向 椭圆 的 长 轴 . 
公式 


z =z+ 过 =x(() = (са т). 


Е; 
= ре? = ї О<т= 227 <1 
С = рей =Е+Ш, т= 216 < 


给 出 了 把 z 平面 上 的 椭圆 外 部 区 域 变换 为 〈 平面 上 的 单位 贺 外 部 区 域 的 保 形 映射 
因此 , = 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 x, у 与 曲线 坐标 р, 9 之 间 的 关系 可 以 由 以 下 公式 确定 : 


a+b m а+ь т\. 
в) наам) а 


这 些 曲 线 坐 标 称 为 椭圆 坐标 . 在 z 平面 上 , 曲线 p = const 对 应 椭圆 


ry Me 


p+ 二 
曲线 9 = const 对 应 双 曲 线 
22 Ра а+5\* 
тб - нло (95 ) 
椭圆 孔 的 边界 在 曲线 坐标 系 p, 9 下 对 应 椭圆 p = 1. 因为 在 椭圆 孔 边界 上 没有 外 应 
力 , 所 以 我 们 有 以 下 边界 条 件 : 
在 p=1 时 p,=0，ppe =0. 
容易 检验 , 函数 p(C) 和 (С) 这 时 满足 公式 


5838) т _ ро(а+ 501 + т2) с 
(7). w= аага 


+(9 = 
根据 (1.41), 这 时 我 们 有 


620 — т? р — т? 
= т) Wo pr этр? сов59 тї 


Рр + Ро = 202 


р? 9 
р, + 21рр = Р йа 下 + т2)(т 十 (2) — 2ст ( + =) а 


由 此 不 难 求 出 应 力 张 量 的 各 个 分 量 并 把 它们 表示 为 曲线 坐标 m 9 或 笛 卡 儿 坐 
标 т, у 的 函数 . 例如 , 在 椭圆 孔 边 界 (p = 1) 上 有 
20 — т?) 


Pe 01 —2т 0520 + т? 
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了 区 


Нл 
Spo HH 四 a 


图 169， 带 有 椭圆 孔 的 无 限 大 平板 受到 各 向 均匀 拉 伸 时 的 应 力图 (a/b = 3, т = 1/2) 


显然, 椭 贺 孔 边界 上 的 应 力 分 量 ро 在 椭圆 长 轴 的 两 个 端点 (p = 1, 9 = 0, п; т = ta， 
y = 0) 达到 最 大 值 , 并 且 
Pomax = 2 = 2р5. (2.4) 


我 们 再 给 出 г 轴 正 半 轴 上 的 应 力 分 布 公式 : 
2 _ a2 
рр =Ри = кине 
2-а? +20 
ро = різ = 0. 


在 图 169 上 画 出 了 а/ь = 3, m 1/2 时 应 力 分 量 pus, ро 沿 z 轴 的 分 布 曲线 , 以 及 
po 沿 椭 贺 孔 边界 的 分 布 曲 线 . 对 于 给 定 的 р, 只 要 它 不 是 非常 大 , 所 得 应 力 分 布 在 
Маз е 时 很 好 地 符合 实验 结果 , 这 里 的 с 是 菜 个 正 数 .在 6 0 时 , 椭 贺 孔 退化 为 
点 z = +, у 0 МИАН, руны 的 值 等 于 无 穷 大 . 
考虑 一 块 带 有 梢 贺 孔 的 弹性 平板 , 它 在 无 穷 远 处 受到 拉 伸 , 拉 
ВЫ олары НЕ бо (图 170) 不 难 检验 , 这 个 问题 的 
解 可 由 以 下 函数 给 出 : 


роба +) [., 2(2% – т) 
= Ek + | 


20 =- 


4 < т @-т| 


就 像 前 面 那样 , 利用 一 般 公式 (1.41) 可 以 求 出 应 力 张 量 的 分 量 . 在 椭圆 孔 边 界 
р=1 Е, 我 们 有 


Ро(а +5) (+ Я — _ @+ т?) (е2% —т) С | 


1—m?+2mcos200 — 2с052(0 + 00) 
1— 2mcos20+m? А 


Р, = рро = 0, рө = ро 
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口 ИНН 
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4 га 
4 |Р Е 
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图 170， 带 有 椭圆 孔 的 图 171， 带 有 椭圆 孔 的 无 限 大 平板 受 的 单 轴 拉 伸 应 力图 (a/b = 3, 
无 限 大 平板 的 单 轴 拉 伸 т= 1/2) 


由 此 可 见 ,在 mm = 1 时 , 即 在 直 裂 纹 的 情况 下 , 对 于 任何 bo 7 0 8% бо 7 т, 在 点 p= 1, 
9 =0 和 6 = (在 裂纹 两 端 ) 有 p = оо. 假设 拉 伸 是 在 у 轴 方向 进行 的 (bo = +т/2), 
则 
1-т? — 2т + 260820 

І 2тсов20 + т? “ 
应 力 张 量 的 分 量 ро 在 椭圆 孔 边界 上 的 点 p= 1, 9 = 0, п; z = а, у = 0 达到 最 大 
180, 并且 


Ро = ро 


3+т 2а 
ох п = (14) 25) 


在 图 171 中 夯 出 了 a/b = 3, m = 1/2 时 应 力 张 量 的 分 量 ры, ро 沿 = 轴 的 分 布 曲线 ， 
以 及 po 沿 椭 加 孔 边界 的 分 布 曲 线 . 
| 在 带 有 燃 圆 孔 的 平板 的 上 述 拉 伸 问 题 中 , 当 5 六 0 时 ,如果 po 
ВЕНН. О) 不 是非 党 大, 即 如 果 可 以 把 整个 平板 看 做 弹性 体 , 则 应 力 处 外 
有 限 并 且 与 实验 相符 . 

假设 po 和 a 固定 不 变 而 Ь 逐渐 减 小 , 则 从 (2.4) 和 (2.5) 可 以 看 出 , 这 时 pos 
增加 , 并且 在 5 一 0 时 рн — оо. 因此 , 在 上 述 解 中 , 对 于 无 穷 远 处 的 任何 有 限 的 
拉 伸 应 力 ро 在 直 裂纹 (ВИНЕ Ь — О 时 退化 为 裂纹 ) 两 端 都 会 出 现 无 穷 大 的 应 力 
pe ( 见 图 172). А 

真实 材料 中 的 应 力 不 可 能 超过 完全 确定 的 极限 值 ,所 以 需要 对 弹性 力学 线性 理 
论 的 类 似 结果 进行 额外 的 讨论 . 在 应 力 很 大 的 地 方 和 应 力 高 度 集中 的 地 方 一 般 不 能 


3 因为 应 力 张 量 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 所 有 分 量 都 是 双 调和 函数 , 所 以 , 根据 双 调和 函数 的 基本 
性 质 , 这 些 分 量 在 区 域 边界 上 达到 最 大 值 ; 在 流体 力学 中 能 够 遇 到 类 似 的 状况 ( 见 113 页 ) 
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使 用 线性 理论 . 为 了 更 精确 地 描述 这 些 区 域 中 的 真实 现象 必须 考虑 非 线性 弹 闻 性 理 

论 和 电 变 理论 中 的 各 种 效应 . 此 外 , 除了 应 变 本 身 , 应 变 的 梯度 也 能 够 对 内 能 等 热力 
学 函数 的 值 和 材料 在 这 些 区 域 中 的 力学 
行为 产生 重要 影响 , 但 是 在 通常 的 理论 
中 一 般 使 用 胡 克 定律 来 确定 应 力 , 并 不 

| а 考虑 应 变 的 梯度 

Ш Пе 对 于 某 些 材料 , 裂纹 尖端 附近 的 应 

= 0000 力 分 布 与 非 线性 弹性 力学 范围 内 的 一 些 

图 172， 根 据 弹性 力学 线性 理论 的 解 得 到 的 裂纹 


效应 有 密切 的 关系 ,如 果 使 用 几何 意 
te 义 上 和 动力 学 意义 上 的 非 线性 弹性 力学 
方程 , 在 裂纹 尖端 附近 就 可 以 得 到 有 限 
的 应 力 值 . 甚至 在 使 用 胡 克 定律 的 线性 弹性 力学 的 范围 内 , 如果 使 非 线性 问题 的 角 
满足 已 变形 边界 面 上 的 边界 条 件 (而 不 是 像 线性 问题 中 的 做 法 那样 在 裂纹 所 在 位 置 
满足 边界 条 件 ), 则 在 裂纹 尖端 附近 也 可 以 得 到 处 处 有 限 但 一 般 非常 大 的 应 力 值 . 因 


т 


应 还 与 一 种 很 强 的 理想 化 假设 有 关 , 因为 真实 裂纹 的 两 端 其 实 具 有 非 零 的 曲率 半径 . 
与 此 同时 , 计算 与 实验 结果 都 表明 , 在 真实 材料 中 出 现 上 述 复杂 物理 特性 的 区 
域 在 许多 情况 下 一 般 是 非常 小 的 . 实验 表明 , 即使 在 相当 接近 裂纹 尖端 的 地 方 , 弹性 
力学 线性 理论 和 上 面 列 出 的 解 仍然 能 够 正确 地 描述 应 力 分 布 . 以 钢 为 例 , 在 裂纹 尖 
端 附近 , 状态 的 真实 特征 量 与 按照 弹性 力学 线性 理论 计算 出 的 结果 有 巨大 差异 的 区 
域 的 特征 尺寸 在 量 级 上 只 有 半 毫 米 而 已 2 . 
尽管 应 力 张 量 的 分 量 在 裂纹 尖端 附近 等 于 无 穷 大 , 但 是 我 们 不 应 当 把 这 个 效应 
看 做 弹性 力学 线性 理论 在 这 个 问题 上 给 出 的 结果 与 实验 的 根本 矛盾 . 恰恰 相反 , 在 
线性 理论 和 非常 理想 化 的 简化 提 法 下 , 问题 的 这 个 结果 反而 很 好 地 反映 了 真实 情况 . 
就 像 在 许多 其 他 情况 下 广泛 使 用 的 理想 化 假设 那样 (刚体 、 强 间断 面 、 碰撞 现 象 等 )， 
在 这 个 问题 中 使 用 的 线性 弹性 体 模型 也 会 给 出 某 些 效应 , 它们 在 这 样 或 那样 的 程度 
上 与 实验 结果 矛盾 . 然而 , 在 求解 所 提问 题 的 过 程 中 , 重要 的 是 让 这 样 的 矛盾 在 计算 
待 求 量 在 弹性 体 主要 部 位 的 分 布 并 得 到 所 需 结论 时 没有 重要 的 意义 3). 
现在 , 设 裂纹 面 两 侧 受 到 合力 与 合力 都 等 于 零 的 任意 面 力 的 作用 , 我 们 来 详细 
研究 裂纹 两 端 附近 的 应 力 应 变 状态 . 
2 在 图 172 和 此 后 的 一 系列 图 形 中 , 已 经 变形 的 边界 在 端点 附近 的 形状 (虚线 ) 对 应 弹性 解 外 推 
到 端点 的 情况 ; 端点 附近 的 真实 边界 形状 与 材料 在 这 个 区 域 中 表现 出 来 的 复杂 流 变 学 性 质 有 关 . 
2) 参见 : Нейбер Г. Концентрация напряжений. Москва: ОГИЗ, 1947. 第 193 页 (H.Z. # 
埃 伯 . 应 力 集中 . 赵 旭 生 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1958). 


З) 在 弹性 力学 理想 化 问题 的 计算 结果 中 出 现 很 大 的 甚至 无 穷 大 的 应 力 不 一 定 真正 导致 材料 的 全 
部 或 部 分 破坏 , 强调 这 一 点 是 不 无 神 益 的 . 
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图 173， 裂 纹 面 两 侧 的 四 类 “对 称 "载荷 : I 对 称 法 向 载荷 , II 反对 称 切 向 载荷 , II 反对 称 法 向 
载荷 , IV. 对 称 切 向 载荷 


关于 带 裂 纹 物体 应 力 “在 弹性 力学 线性 理论 中 , 关于 带 有 裂纹 的 物体 在 给 定 外 载荷 
应 变 状态 的 一 般 静 力 ”作用 下 的 应 力 应 变 状态 的 静 力学 问题 (我 们 称 之 为 问题 %) 
学 是 可 以 分 解 为 车 的 解 可 以 分 解 为 以 下 两 个 吏 力 学 问题 的 解 之 和 一 是 关于 没 

有 裂纹 的 连续 介质 在 不 计 型 纹 边界 上 的 外 力 的 给 定 外 载荷 作 
用 下 的 应 力 应 变 状态 的 问题 罗 , 二 是 关于 带 有 裂纹 的 物体 在 仅 在 裂纹 边界 上 存在 外 
面 力作 用 时 的 应 力 应 变 状态 的 问题 &. 问题 © 中 的 外 力 不 但 包括 初始 问题 % 中 作用 


在 错 纹 边界 上 的 外 载荷 ,而且 包 
ш 
|" 
! РА 


括 与 问题 3 中 出 现在 裂纹 边界 
Pi4 


tp 
| 

上 的 应 力 大 小 相同 但 方向 相反 的 
-组 载荷 . 


П 
PR 
| РА РА 
显然 , 问题 В 的 解 在 裂纹 尖 та Ею + 
рі Pd4 
та mm А 


端 没有 奇异 性 , 所 以 初始 问题 9 
和 问题 © 中 的 应 力 分 布 具 有 相同 
ВЛЕ. 图 174， 分 解 问题 с 的 具体 例子 
任何 裂纹 面 微 元 上 的 任意 载 | 

荷 都 可 以 表示 为 如 图 173 所 示 的 四 类 “对 称 " 载荷 之 和 , 每 一 类 载荷 都 作用 在 裂纹 
面 两 侧 的 相对 位 置 上 , 这 样 一 来 , 对 于 |z| <а, у = 0 的 直 裂纹 , 上 述 问题 (АСИ 
两 侧 分 布 有 静 力学 合力 为 零 的 任意 外 载荷 的 一 般 情况 ) 的 解 可 以 表示 为 革 些 个 别 情 
况 下 的 问题 © 的 解 之 和 , 在 这 些 个 别 情况 下 , 裂纹 面 两 侧 相对 位 置 的 法 向 或 切 向 载 
荷 具有 相同 的 大 小 , 根据 这 样 的 分 解 方法 , 问题 © 化 为 四 个 互 不 相同 的 问题 &1, CI 
«Ш, «ту, 在 裂纹 面 两 侧 相对 位 置 上 的 载荷 分 别 属于 四 种 类 型 之 一 , 见 图 173. 显然， 
如 果 问 题 e 中 的 裂纹 面 受到 静 力 学 合力 为 零 的 载荷 , 则 上 述 四 个 问题 中 的 裂纹 面 也 
受到 静 力 学 合力 为 堆 的 载荷 . 图 174 是 这 种 分 解 方法 的 一 个 具体 的 例子 ,如 果 初始 
问题 % 中 的 裂纹 不 受 应 力作 用 , 则 为 了 求解 相应 的 一 般 问题 c, 只 要 考虑 ет, ell 这 


两 个 问题 即 可 . 

为 了 研究 解 在 裂纹 尖端 附近 的 特性 , 考虑 在 zl < a, у =0 的 
无 限 大 平板 上 的 裂纹 ”位置 有 直 裂 纹 的 无 限 大 平板 , 并 假设 裂纹 面 两 侧 不 受 外 应 力 
的 作用 ， 为 了 描述 应 力 的 性 质 , 这 时 只 要 详细 研究 eI 和 еп 这 两 个 问题 即 可 , 并 且 
在 提出 问题 时 要 求 无 穷 远 处 的 应 力 等 于 零 (在 二 oo 时 psy 0). 
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受到 对 称 法 向 应 力作 “考虑 问题 ст. 假设 在 裂纹 面 |z| < a, у = 0 的 两 侧 相 对 于 г 


用 的 裂纹 轴 对 称 地 分 布 着 某 种 法 向 载荷 (图 175). 裂纹 面 两 侧 的 边界 
р 条 件 这 时 具有 以 下 形式 : 
在 lz <а у=08 р =р = —9(2), р =р = 0, (2.6) 


式 中 g(z) 是 已 知 的 有 限 函 数 . 
因为 在 |z| < a, у= 0 时 ma = 0, 所 以 在 求解 时 假设 


90)= 9200, М0) 5:20. 8 2, 
式 中 2102) 是 未 知 的 函数 . 那么 , 从 (1.27) 得 
ри = Re Z1 —yIm 21, 
p22 = Re Z1 + yIm 21, (2.7) 
ра = -уВе 21. 
根据 平面 应 变 状态 的 一 般 公式 (1.34), 在 所 研究 的 情况 下 对 位 移 可 以 得 到 以 下 简单 
АЖ»: 


Зри = (1 – 20) Ве 2? – ут 21, 
20 = 2(1 — о) [т 20 — уВе 21, 


式 中 70 是 满足 条 件 2, = 920/аг 的 函数 . 根据 (2.7), 30 
纹 面 两 侧 的 边界 条 件 (2.6) 的 形式 变 为 


在 |z|<a,y=0 时 Вей, = -9(2). 


(2.8) 


图 175， 在 裂纹 丁 两 侧 对 称 分 
поини 型 纹 上 表面 的 ”为 了 得 到 上 述 问题 的 解 ， 只 要 求 出 裂纹 以 外 区 域 中 的 一 


相关 量 用 上 标 (2) 表示 , 下 表 ”个 正则 复 变 函数 Z1(z) 即 可 , 但 要 让 它 在 无 穷 远 处 趋 于 

而 的 相关 量 用 上 标 (1) 表示 。 零 , 还 要 让 它 的 实 部 在 裂纹 面 两 侧 等 于 z 的 给 定 函数 . 
如 果 认 为 从 公式 (2.8) 计算 出 的 位 移 在 无 穷 远 处 等 

32, 则 由 (2.8) 可 知 , 函数 Z1(z) 在 无 穷 远 处 的 量 级 至 少 应 当 是 1/22. 因此 , 公式 2) 


ее < а 
-a 人 9 


0 在 广义 平面 应 力 状 态 的 情况 下 , 对 中 面 上 的 位 移 可 以 得 到 同样 形式 的 公式 , 但 要 把 1 — 20 和 
1-о 分 别 改 为 (1 一 o)/(1+o) #1 1/а +0) 

2 л. И. 谢 多 夫 在 1934 年 给 出 了 构造 函数 (2.9) 的 一 种 有 效 方法 . 例如 , 可 以 参见 : Седов Л.И. 
Плоские задачи гидродинамики и аэродинамики. Москва: Гостехиздат, 1950; 3-е изд. 
Москва: Наука, 1980 ( 俄 文 第 一 版 的 英 译本 : Sedov 1.1. Two-Dimensional Problems in Hydrody- 
namics апі Aerodynamics. New York: Wiley 1965). 该 专著 第 二 章 81 的 公式 (1.9) 与 这 里 的 公式 
(2.9) 只 相差 一 个 因子 i, 因为 这 里 给 出 的 是 待 求 函 数 的 实 部 , 而 不 是 虚 部 


$2. 应力 集中 391 - 


给 出 关于 根据 裂纹 上 给 定 的 实 部 求 函 数 (2) 的 上 述 问题 的 解 . 根据 上 述 问题 的 解 
的 唯一 性 , 这 个 公式 给 出 了 待 求 的 解 . 利用 (2.9) 和 (2.7) 容易 计算 平面 上 任意 点 
的 应 力 张 量 分 量 . 

根据 公式 (2.9) 容易 确定 解 在 裂纹 两 端 附近 的 性 质 ， 在 裂纹 
应 力 张 量 和 位 移 矢 量 右 端 附近 , 令 > - a =re?, 式 中 r 是 小 量 , 则 从 (2.9) 可 知 


ОЕ ды, 二 |: -al 成立 浙 近 公式 


и _ 1 То, ае 
а0 = пу, ые 99 229 (2.10) 


Ще 一 般 不 等 于 零 , 它 仅 在 函数 g(z) 具有 专门 形式 的 个 别 情况 下 才 等 于 零 . 
我 们 从 (2.10) 和 (2.7) 求 出 应 力 张 量 分 量 的 渐 近 表达 式 


= 
Ра = 万 3 sin Tsin 
Я 9 


9. 39 
1 + зіп — вір — 


ња оо ( 5 У). (2.11) 
ов 00 998 

Ра = трет «оў зіп созт. 

平面 应 变 状态 下 的 位 移 分 量 的 相应 渐 近 表达 式 具有 以 下 形式 : 
二 312 9. 

и= г оз (1 20 + sin 2). а 
м г. 9 29 ; 

т 1-85 (2-20-02 5). 


显然 , ЛУМЕНА ЗСА ОВЧЕ К, 
的 值 . 可 以 证 明 , 在 有 限 大 小 的 平板 上 的 型 纹 尖 端 附近 , 解 也 具有 这 样 的 性 质 ， 对 于 
带 有 虱 纹 的 有 限 大 小 的 平板 , 如 果 裂 纹 面 两 侧 受到 对 称 法 向 载荷 的 作用 , 则 裂纹 每 
一 个 尖端 附近 的 渐 近 公式 中 的 相应 参量 乒 取决 于 边界 条 件 和 裂纹 的 位 置 . 量 К, 称 
为 应 力 强度 系数 .从 问题 的 线性 性 质 可 知 , 如 果 载 荷 与 某 个 参量 成 正比 , 则 应 力 强 
度 系数 也 与 这 个 参量 成 正比 . 在 一 般 情况 下 , 无 论 外 部 载荷 有 多 小 , 对 于 给 定 的 裂纹 
都 有 20 并 且 小 载荷 作用 下 的 应 力 集中 与 实际 情况 符合 良好 , 这 样 的 应 力 集中 一 
般 不 会 引起 材料 的 破坏 . 

就 像 前 面 已 经 指出 的 那样 ( 见 388 页 ), 按照 公式 (2.11) 计算 出 来 的 应 力 张 量 分 
量 在 裂纹 尖端 > = 0 等 于 无 穷 大 , 这 是 线性 化 和 使 用 胡 克 定律 的 结果 . 在 线性 化 这 种 
数学 近似 下 ,边界 条 件 是 在 未 变形 的 裂纹 面 y = 0, |z| < а 上 提出 的 , 其 中 也 包括 强 
纹 尖端 |z| = a 本 身 . 众所周知 , 在 裂纹 两 端的 邻 域 中 存在 强烈 的 应 力 集中 现象 ， 材 
料 的 内 应 力 很 大 , 这 时 并 不 成 立 胡 克 定律 . 鉴于 这 些 原因 , 渐 近 公式 (2.11) 对 于 很 小 


习 欧 文 详细 分 析 了 参量 к, 的 物理 意义 并 把 这 个 量 当做 其 裂纹 理论 (1957 年 ) 的 基础 . 
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的 + < mm 不 再 符合 实际 情况 . 尽管 如 此 , 实验 和 更 详细 的 分 析 都 表明 , 对 于 足够 小 的 
7 > ro, 这 些 公式 毕竟 还 是 能 够 用 来 对 裂纹 两 端 邻 域内 的 应 力 场 性 质 进行 渐 近 估计 
利用 渐 近 公式 (2.11) 为 了 解 秋 在 材料 中 可 能 出 现 的 塑性 和 内 部 损伤 等 效应 , 利用 
计算 裂纹 尖端 邻 域 中 渐 近 公式 (2.11) 更 详细 地 研究 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 , 这 显 
的 应 力 张 量 主 分 量 和 。” 然 能 够 带 来 好 处 . 此 外 , 根据 (2.11), 应 力 张 量 的 分 量 相对 于 
主轴 с 轴 对 称 分 布 , 所 以 只 要 在 9 从 零 变化 到 т 时 考虑 问题 即 可 . 
对 于 平面 应 力 状态 , 主 应 力 mi, ps 是 特征 方程 

Ру — Р1,2 Р12 
Р12 Р22 – Р1,2 
的 根 ps ( 见 第 一 卷 第 三 章 $4). 根据 这 个 方程 和 (2.11), 我 们 有 


1 (ри рз)? к 9 ИС 
раз = ўи + Ро) + 二 рӯз = а оов (18) (р> Ра). 


把 应 力 张 量 的 分 量变 换 到 主轴 , 可 以 得 到 主 方向 对 z 轴 的 倾角 a 的 以 下 公式 : 
Sa 32 

p11 — p22 2 

再 利用 р, (р > ра) 通过 应 力 张 量 分 量 的 表达 式 , 由 此 直接 可 得 , р, 的 主 方向 所 对 应 

的 角 a 满足 等 式 


=0 


tan2a = 


39 т 
а= = +=. 


平面 应 力 状态 下 的 应 ”在 平面 应 力 状态 下 , 在 裂纹 尖端 邻 域内 的 每 一 点 , 最 大 切 向 
力 场 的 性 质 应 力 pr max 满足 公式 ( 见 第 十 章 $4 的 公式 (4.8)) 


Р; 
Prmax = 到 


最 大 切 向 应 力 的 作用 面 与 zy 平面 的 夹 角 等 于 45°, 它 通过 应 力主 分 量 p。 所 对 应 的 
主轴 . 

图 176 给 出 了 两 个 无 量 纲 量 

HO) = 2027, зо) = 

的 函数 图 像 . 有 趣 的 是 , 当 r 固定 不 变 时 , 拉 伸 应 力 р, 的 最 大 值 不 是 对 应 = 0, 而 
是 对 应 9 = 60°. 在 г = сопзі 时 , 最 大 切 向 应 力 值 也 对 应 9 = 60°. 因此 , 回忆 特 雷 
斯 卡 的 一 个 观点 颇 有 益处 . 他 认为 , 在 最 大 切 向 应 力 达到 给 定 的 临界 值 时 就 会 出 现 
剪 切 残余 应 变 , 材料 于 是 表现 出 塑性 . 

如 果 遵 循 米 塞 斯 届 服 准则 ( 见 第 十 章 的 公式 (4.10) 和 (4.11)), 就 必须 考虑 八 面 
体 切 向 应 力 pw _iyvs) = Poet 的 最 大 值 .在 平面 应 力 状态 下 , 量 р, 满足 等 式 


роУ27т 
7 


22,9 9 
ооо 28 29. 29 
9р2, = (р: — ро)? + Pf +02 = 521 сов 2 (+з >). 
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& д; 05 РУ са 05 Рунах 
Гн 
0.5 0.25 
о № №9 00—180 9" 
0 60 120 180 他 (а) {b) 
图 176， 主 应 力 值 在 裂纹 尖端 9 177. ру, 和 p' max 在 裂纹 尖端 附近 的 渐 近 分 布 . (а) 平面 应 
附近 的 渐 近 分 布 力 状态 , (b) 平面 应 变 状态 (о = 0.25) 


图 177 (a) 给 出 了 以 下 两 个 无 量 纲 量 的 函数 图 像 , 以 便 比较 : 
Prmax(9)Vamr _ рат 
к 


26, 


р (в) = Реутт _ У оа у запа? 
т, а Д 


显然 , psee(8) 的 最 大 值 对 应 = 70°. 

图 178 给 出 了 利用 渐 近 规律 (2.11) 计算 的 裂纹 尖端 附近 一 些 特征 点 的 应 力主 轴 
方向 和 主 应 力 值 . 

对 全 部 这 些 结果 的 研究 表明 , 如 果 外 部 载荷 
导致 裂纹 宽度 增 大 并 达到 极限 状态 , 则 在 裂纹 尖 
端 邻 域内 , 首先 在 不 同 于 裂纹 方向 的 方向 上 能 够 
出 现 一 些 复杂 的 效应 , 它们 与 材料 的 一 些 非 弹性 
性 质 有 关 . 
平面 应 变 状态 下 的 应 应 力 张 量 各 种 分 量 Pi， 


场 Раз, Роз, Р 和 pa 的 上 
я 述 公式 不 仅 在 平面 应 力 


Pr шах(9) = 


图 178， 利 用 渐 近 规 律 (2.11) 计算 的 裂 
状态 下 (pas = ps = 0) 成 立 , 在 平面 应 变 状态 下。 纹 尖 端 附近 圆周 > = const 上 一 些 特征 


(eas = ea = 0) 也 成 立 . 点 的 应 力主 轴 方 向 和 主 应 力 什 
根据 (1.15) 和 (2.11), 在 平面 应 变 状态 下 有 


Рзз = рз = 0(ри: + p22) = op р) о0ону >0, 
А о 是 泊 松 比 , 它 一 般 满足 不 等 式 0 < o < 0.5. 对 于 这 样 的 o, 显然 ps < pi. 在 
所 研究 的 情况 下 , 从 (2.11) 可 以 确定 p,max(9,o, г). 如 果 用 до (180° > go > 0) 表 
示 方 程 sin(90/2) = 1 一 20 КИ, 则 在 180° > 9 > 90 时 有 ps < рз, 所 以 


р 2 К 


Раа = нр 


sin 9; 
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Е 9% >9>018 р > pas, 所 以 


>: 9 зіш9 29 9 siny 
Рунах = РСР = zl + 加 "|- (за рну і =") 
在 第 一 种 情况 下 , 达到 р, wax 的 切 向 应 力 的 作用 面 垂直 于 zy 平面 , 它 与 p 的 相应 
主轴 之 间 的 夹 角 等 于 45°; 在 第 二 种 情况 下 , 相应 作用 面 与 平面 应 力 状态 下 的 作用 面 
相同 . 

例如 , 在 a = 0.25 时 90 = 60°, 所 以 在 0<? < 60° 时 


有 sing |, 
тах (5 5 cos + "5 ў 


因此 , 在 平面 应 变 状态 下 ,裂纹 尖端 附近 圆周 > = const 上 的 最 大 值 pv „ах 对 应 着 
9 = 90° 和 (р — р2)/2. 
在 平面 应 变 状态 下 , 计算 р, 并 不 复杂 , 结果 是 


poct = 5 sin? ЕД +33? >. 
为 了 进行 比较 , 图 177 (а), (b) 分 别 给 出 了 平面 应 力 状态 和 平面 应 变 状态 (о = 0.25) 
下 的 pmax() 和 ро (9) 的 图 像 
平面 应 力 状态 和 平面 应 变 状态 的 上 述 公 式 表明 , 当 рул, руз, роз 分 别 相 同时 , 例 
如 当 к, 相同 时 , 应 力 场 基本 特征 量 在 这 两 类 问题 中 具有 不 同 的 性 质 . 应 力 场 的 这 些 
基本 特征 量 之 所 以 重要 , 是 因为 它们 关系 到 材料 何 时 表现 出 非 弹 性 性 质 ， 从 前 面 的 
分 析 可 以 看 出 , 按照 基于 弹性 力学 线性 理论 和 自然 的 届 服 准则 对 裂纹 断 点 附近 应 力 
场 进行 的 计算 , 材料 发 生 断 裂 的 方向 应 当 不 同 于 裂纹 方向 . 然而 , 断裂 实际 上 是 沿 裂 
纹 进行 的 . 这 说 明 , 前 面 的 分 析 还 忽略 了 一 些 实际 存在 的 非 线性 效应 和 非 弹性 效应 . 
现在 考虑 问题 СП, 这 时 在 位 于 |z| < a, у = 0 的 直 裂 纹 两 侧 


党 到 局 对 称 切 向 数 和 分 布 着 反对 称 切 向 载 和 [图 179), 相应 边界 条 件 的 形式 为 
在 lzl<awy=0 时 ра=0, pa=-ha)， (213) 
如 果 令 
4 42 


ө) 19), м0) = 02 +2240), 21 20, 

山 | 出 式 中 Zr(z) 是 待 求 函数 , 它 在 裂纹 以 外 是 正则 函数 , 在 无 

а] ПШ" т 穷 远 处 等 于 零 , 则 条 件 (2.13) 将 部 分 满足 . 从 (1.27) 得 
ри = 2 Zu +уВе 2, 


图 пто. ВВ Ра = Ве, (2.14) 


分 布 的 切 向 载荷 Pi2 = Re Zr – у 21. 
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在 平面 应 变 状态 下 , 对 于 位 移 矢量 的 分 量 , 我 们 有 
2ри = 2(1 — с) ш 20 +yRe Zi, 
2р0 = —(1 — с) Ве24 — уа 21, 
2 2и = 425/42. 根据 (2.14), 裂纹 的 边界 条 件 (2.13) 化 为 以 下 形式 : 
Т |2] <а, у=0 81 ReZr = 一 hz). 


显然, 待 求 函数 2, (2) 在 无 穷 远 处 具有 量 级 1/z?; 也 可 以 用 公式 (2.9) 计算 这 个 函 
数 , 但 是 应 当 用 h(z) 替换 g(z). 


2102) 在 点 2 = a 附近 的 渐 近 公式 具有 以 下 形式 : 
应 力 张 量 和 位 移 矢 量 


的 分 量 在 裂纹 尖端 附 20) = м, 
近 的 渐 近 表达 式 0 = -TEL 


(2.15) 
к= Аа че: ае. 


利用 (2.15) 和 (2.14), 我 们 得 到 应 力 张 量 的 分 量 的 渐 近 公式 


к 9 
三 一 эт = [2+ соѕ — соѕ —— |, 
Ри = Ут 2 ( 2 2) 


ааа 06656, (2.16) 


сз (1-90 73) 
Ра = Ут 9 3 i 


(2.17) 

v= Н т 人 -+ 号) 
当 外 载荷 具有 某 些 特殊 的 分 布 时 , 或 者 当 给 定 载荷 下 的 物体 具有 特别 的 尺寸 时 ， 
或 者 当 裂纹 具有 合适 的 长 度 时 , 我 们 能 够 得 到 к, 或 к, 等 于 零 的 解 . 然而 , 在 许多 实 
际 情况 下 , 对 于 处 于 平衡 态 的 物体 , 在 裂纹 两 端 附近 存在 应 力 集中 的 现象 , 并 且 常量 

i К 都 不 等 于 零 . 

类 似 地 , 利用 复 变 函数 和 形 如 (2.9) 的 公式 容易 求解 问题 СШ 和 «ТУ. 这 时 , 裂 

纹 尖 端 附近 的 应 力 分 布 也 具有 像 问题 CI 和 СП 那样 的 奇异 性 . 
显然 , 如 果 存 在 诸如 重力 或 惯性 力 的 质量 力 , 则 在 求解 弹性 力学 中 相应 的 动力 
学 问题 时 可 以 得 到 这 样 的 应 力 分 布 , 它 在 裂纹 尖端 附近 满足 带 有 所 , ki 的 渐 近 公式 ， 
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ны 和 后 一 般 不 等 于 零 . 在 动力 学 问题 中 , 有 和 kl 依赖 
于 给 定 的 随时 间 变化 的 外 面 力 和 外 质量 力 . 考虑 热效应 一 般 不 
会 改变 应 力 在 裂纹 尖端 附近 的 性 质 . 
我 们 研究 了 直 裂 纹 的 情况 . 在 一 般 情况 下 , 裂纹 可 能 是 弯曲 
的 (图 180). 可 以 证 明 , 对 于 平面 应 变 状 态 下 的 弯曲 裂纹 , 应 力 
№ 180. Эн 。” 张 量 和 位 移 矢 量 的 分 量 的 渐 近 公式 (2.11), (2.16), (2.12), (2.17) 
的 形式 在 如 图 180 所 示 的 局 部 坐标 系 ", 9 下 保持 不 变 , 其 中 的 
角 从 裂纹 在 尖端 的 切线 方向 算 起 . 
作为 一 些 例子 , 我 们 来 研究 某 些 简单 问题 的 解 . 
设 一 块 带 有 直 有 裂纹 的 平板 在 无 穷 远 处 受到 各 向 均匀 拉 伸 , 无 
芝 有 址 用 纹 的 ? 板 的 ” 穷 远 处 的 拉 伸 应 力 po = eonst， 弄 纹 的 长 度 为 2a, НОСЫ 
上 没有 外 应 力 . 利用 辅助 复 变量 4, 可 以 把 这 个 问题 的 解 通过 
前 面 研究 过 的 带 有 椭圆 孔 的 平板 的 类 似 问题 的 解 表示 出 来 , 只 要 让 椭圆 孔 的 半 短 轴 
ИТ. 
还 可 以 利用 上 述 公式 直接 在 > 平面 上 求解 问题 . 其 实 , 问题 8 的 解 这 时 显然 具 
有 以 下 形式 : 
Ри = Ра = Р. Pi2=0, 


所 以 考虑 问题 cl 即 可 , 这 时 在 裂纹 面 两 侧 对 称 地 分 布 着 法 向 应 力 ро. 把 9(5) = ро 
(在 y=0, |z| < a 时 ро = -po) 代入 公式 (2.9), 利用 留 数 定理 可 得 


a 

р ро уа? 一半 poz 

А=- а = = р. 
1 ту ад 2-4 Ы Уа № 


与 此 相应 的 问题 98 的 解 这 时 具有 以 下 形式 : 


Za(z) = ро. 
因此 , 对 于 上 面 提出 的 问题 ， 
20) = Bs (2.18) 


应 力 张 量 的 分 量 可 以 按照 公式 (2.7) 和 (2.18) 计算 . 根据 (2.10), 这 时 的 应 力 强度 系 
数 可 由 以 下 公式 计算 : 


_ _po 7 +: _ Ро 7 к. 
= [ аас ры | аас = Рута. (2.19) 


ТРЕВЕЛ ВЕЯНИЯ к, 的 公式 的 形式 . 其 实 , 在 提出 关于 无 限 大 平板 的 上 述 问 
题 时 , 只 出 现 ро 和 а 这 两 个 有 量 纲 的 常量 (根据 373 页 上 的 莱 维 定理 , 杨 氏 模 量 是 
一 个 无 关 紧要 的 量 ). 因为 常量 К 5 роуа 具有 同样 的 量 纲 , 所 以 显然 有 有 = сроуа, 
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ЗВ с 是 无 量 纲 常数 . 从 (2.19) 44 с= ут. 
现在 考虑 带 有 直 裂 纹 的 弹性 平板 
芝 请 二 入 的 板 的 的 单 轴 拉 伸 ， 设 无 穷 远 处 与 了 办 
的 夹 角 为 bo 的 方向 上 作用 着 大 
小 为 常量 po 的 拉 伸 应 力 , 裂纹 位 于 |z| < a, у = 0, 其 表 
面 不 受 应 力作 用 (图 181). 
为 了 得 到 这 个 问题 的 解 , 可 以 借助 于 辅助 复 变量 С, 
使 用 前 面 给 出 的 带 有 椭 贺 孔 的 平板 的 类 似 问题 的 解 在 ны Я 
5 一 0 (т 一 1) 时 的 极限 . 也 可 以 使 用 上 面 介绍 的 方法 ”图 18L ЧЕН Са у-0 
在 :平面 上 直接 求解 这 个 问题 er et 
我 们 来 计算 这 时 的 应 力 强度 系数 . 为 此 我 们 指出 , 在 拉 伸 应 力 po 的 作用 
求解 相应 的 问题 98 时 可 以 得 到 , 在 z 轴 上 作用 着 常 应 力 
різ = po созбо sin 00，pz2 = po sin? 00. 所 以 , 根据 (2.10) 和 (2.15), 我 们 得 到 类 似 于 
(2.19) 的 结果 : 


К = роута sin? 00, Ки = роута sin bo cosOo. (2.20) 
带 有 裂纹 的 平板 在 裂 。、 我 们 再 来 研究 如 图 182 所 示 的 问 
纹 两 侧 中 央 分 别 受到 ш. 在 带 有 裂纹 的 平板 上 作用 着 р 
集中 力 的 拉 伸 作用 大 小 均 为 P 的 两 个 集中 力 , 作用 А 
点 分 别 位 于 裂纹 两 侧 的 中 央 , 裂纹 位 于 |z| < a, y=0， 一 一 十 一- 
把 1р 
90) = 280) 


图 182， 集中 力 分 别 作用 于 
代入 (2.9), 式 中 5(0) 是 5 函数 , 则 根据 5 函数 的 定义 ， 裂纹 两 侧 中 央 
我 们 有 
Pa 


205 утта 


(2.21) 


于 是 , М (2.10) 得 到 
к= 2. (2.22) 


如 果 除 了 作用 在 裂纹 中 央 的 上 述 集中 力 , 弹性 平板 还 在 无 穷 远 处 受到 各 向 均匀 
压缩 应 力 ро = const 的 作用 , 则 函数 2, 等 于 公式 (2.21) 和 (2.18) 中 的 函数 之 差 ， 
Ра роғ 
ягу a үа. 
根据 (2.22) 和 (2.19), 应 力 强度 系数 可 以 表示 为 以 下 公式 : 


2(г) = 


Р 
= = — роута. (2.23) 
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在 应 力 р 作用 下 互 ， 现 在 考虑 这 样 的 平面 问题 : 两 块 半 无 限 大 弹性 平板 具有 绝对 
相 挤 压 在 一 起 的 两 块 ”光滑 的 边界 , 在 无 穷 远 处 垂直 于 z 轴 的 方向 上 , 应 力 po 把 这 
И = 两 块 平板 撞 压 在 一 起 , 其 接触 面 位 于 = 轴 ; 另 有 一 对 大 小 为 
яя. р 的 集中 力 分 别 作用 在 每 一 块 平板 上 , 作用 点 位 于 两 块 板 接 
触 面 上 的 菜 一 点 (图 183). 在 这 样 的 集中 力作 用 下 , 如 果 在 两 

块 平板 之 问 没有 黏着 力 , 在 两 块 平板 之 间 就 会 形成 一 

ВЕРЕ ай, 需要 确定 颖 随 的 长 度 за, 在 提出 问题 时 还 认 


Р 为 , 在 平板 的 接触 面 上 只 可 能 有 压缩 应 力 , 但 不 可 能 有 
-一 一 上 = 一。 м. 
“ 这 时 , 应 力 强度 系数 如 显然 等 于 在 00 = 7/2 时 


ЕС 由 公式 (2.22) 和 (2.20) 计算 的 应 力 强度 系数 之 差 . 如 
ПЕРЕТЕ 果 平 板 之 间 完 全 没有 条 着 力 , 则 在 缝隙 端点 附近 不 可 
图 пыз, 在 无 穷 近 处 的 应 力作 能 出 现 应 力 集中 . 所 以 = 0, 从 (2.23) 就 可 以 得 到 
用 下 互相 挤 压 在 一 起 的 两 块 半 无 РЕ: 
限 大 平板 因为 一 对 集中 力 Р 的 а= тру 
НИ: 如 果 在 平板 接触 面 上 存在 黏着 力 (例如 把 两 志平 板 粘 
在 一 起 ), 在 缝隙 端 点 附近 就 可 能 出 现 应 力 集中 , 从 而 石 天 0. 
想象 一 个 刚体 一 压 模 一 挤 压 一 块 半 无 限 大 弹性 平板 . М 
刚性 压 模 挤 压 半 无 限 “ 先 假 设 压 模 下 表面 完全 压 在 平板 上 ， 压 膜 的 宽度 24 是 已 知 
大 弹性 平板 的 问题 的 
提 法 $ (图 184). 
首先 提出 边界 条 件 . 在 半 无 限 大 平板 的 自由 面 上 
раз = ро = 0. 
在 半 无 限 大 平板 与 压 模 的 接触 面 上 可 以 提出 各 种 边界 条 件 , 我 们 考虑 其 中 的 部 分 条 
件 . 压 模 表面 绝对 光滑 是 最 简单 的 情况 , 这 时 弹性 平板 的 竖 直 位 移 取决 于 压 模 整 体 


下 移 的 深度 和 压 模 的 外 形 . 因此 , 在 压 模 
与 平板 的 接触 面 上 


v=V(z), pnr =0, 


式 中 V(z) 表示 压 模 的 竖 直 位 移 , v 表示 
弹性 平板 微 元 的 竖 直 位 移 , pw， 表示 弹性 
平板 与 压 模 的 接触 而 上 的 切 向 应 力 . 

图 184， 具 有 均匀 宽度 2а 的 刚性 压 模 挤 压 半 无 在 弹性 力学 线性 理论 中 通常 只 研究 
е 小 位 移 V(z) 和 平缓 的 压 模 , 所 以 可 以 候 
设 р, = Piz(z, 0). 边界 条 件 的 形式 化 为 : 


在 lz| <a,y=0 时 v=V(z)，pi2=0; 在 |z|>a,y=0 时 ро = p12=0. 


§2， 应 力 集中 = 399 . 


还 可 以 研究 的 一 种 情况 是 , 受到 任意 载荷 的 压 模 表 面 与 弹性 平板 牢固 地 连接 ( 焊 
接 ) 在 一 起 . 这 时 可 以 把 边界 条 件 写 为 


在 jz|<a,y=0 时 w=U(z),，v=V(z) (pz 大 0)， 
式 中 U(z) 和 V(z) 是 压 模 诸 点 的 水 平 位 移 和 竖 直 位 移 . 


在 压 模 挤 压 弹性 平板 的 问题 中 ,如果 在 压 模 和 平板 的 接触 面 上 有 摩擦 力 , 则 边 
界 条 件 的 形式 变 为 


在 lzlsoay=0 时 "=V(z)，Paz< 士 1lpzz|， 


式 中 f 是 摩擦 因子 . 
如 果 事 先 不 知道 压 模 与 弹性 平板 接触 区 域 
的 宽度 (例如 压 模 边缘 圆滑 的 情况 (图 185)), 


图 具有 圆滑 边缘 的 刚性 压 模 挤 压 半 
就 必须 有 一 些 附加 条 件 才能 确定 接触 区 域 的 无限 大 弹性 平板 


边界 . 例如, 如 果 在 一 块 光 滑 压 模 与 弹性 平板 

的 接触 面 上 完全 没有 黏着 力 ， 就 可 以 采用 这 样 的 条 件 : 在 接触 区 域 两 端 附近 不 出 现 
应 力 集中 . 这 样 一 来 , 我 们 就 能 够 使 用 图 183 所 代表 的 问题 中 计算 缝隙 宽度 的 方法 
来 确定 接触 区 域 的 宽度 21. 如 果 在 压 模 材料 与 弹性 平板 之 间 存在 黏着 力 , 在 接触 区 
域 两 端 附近 就 会 出 现 应 力 集中 9 . 


< / |? 2. 
~ х / БҸ их 
в) 7 © 


图 186， 带 有 共 线 无 限 直 裂 纹 的 弹性 平板 受到 拉 伸 的 问题 与 和 矩形 压 模 挤 压 半 无 限 大 平板 的 问题 之 
间 的 比拟 


带 有 共 线 直 裂 纹 的 弹 ”考虑 一 块 带 有 两 条 无 限 裂纹 的 弹性 平板 , 两 条 裂纹 都 位 于 z 


性 平板 的 问题 与 矩形 “ 轴 (图 186(a)) 设 平板 受到 相对 于 о 轴 对 称 分 布 的 拉 伸 力 
压 模 挤 压 半 无 限 大 平 ja a (а) 受 了 轴 对 称 分 布 的 拉 伸 力 的 


板 的 问题 之 间 的 比拟 。。 从 问题 的 对 称 性 可 知 , 在 | < a 的 一 段 z 轴线 上 
0=0, piz 一 0. 


所 以 , 如 果 假 想 去 掉 上 面 一 半 平 板 , 则 这 部 分 平板 对 下 面 一 半 平 板 的 作用 可 以 替换 
为 具有 绝对 光滑 边界 的 矩形 压 模 对 它 的 作用 , 并 且 接 触 面 位 于 z 轴 上 |z| < a 的 区 


1 如 果 存在 应 力 集中 的 现象 , 就 必须 利用 关于 应 力 集中 的 性 质 的 一 些 附加 条 件 来 确定 接触 区 域 
的 宽度 ( 见 53). 
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域 . 压 模 这 时 受到 力 Р 的 作用 , 以 便 在 с 轴 上 |=] < a 的 区 域 上 形成 它 对 下 面 一 半 

平板 的 拉 伸 作用 力 (图 186 (b)). 只 要 让 所 有 作用 力 都 变 为 相反 方向 , 就 可 以 得 到 和 矩 

形 刚性 压 模 在 力 -PP 的 作用 下 在 = НЕ |z| < a 的 区 域 上 挤 压 半 无 限 大 平板 的 问题 
(图 186 (с). 


ми 如 果 带 有 一 条 或 多 条 共 线 有 限 裂纹 
zp 的 平板 受到 相对 于 裂纹 所 在 的 z 轴 对 称 
ты», 2 分 布 的 拉 伟力 的 作用 , 则 这 时 也 可 以 进行 


类 似 的 讨论 . 在 这 种 情况 下 , 压 模 与 下 面 
/1 AN ИХ 一 半 平 板 的 接触 面 应 当 是 z 轴 上 裂纹 以 
(а) 5) 外 的 所 有 区 域 (图 187). 
因此 , 对 于 带 有 一 条 直 裂 纹 (或 一 组 
纹 的 平板 受到 拉 伸 的 问题 与 矩 
Е 的 平板 受到 相对 于 虱 纹 所 在 
直线 对 称 分 布 的 载荷 作用 的 问题 , 其 任何 
解 都 可 以 解释 为 一 块 光滑 矩形 压 模 (或 一 组 压 模 ) 挤 压 半 无 限 大 平板 的 问题 的 解 . 
对 裂纹 问题 的 以 上 分 析 表 明 , 光滑 和 矩形 压 模 与 平板 接触 区 域 端点 附近 的 应 力 分 
布 具有 公式 (2.10) 所 描述 的 奇异 性 . 
设 一 块 绝对 光滑 的 矩形 刚性 压 模 在 力 -PP 的 作用 下 挤 压 半 
НЯ 无限 大 弹性 平板 , 压 模 的 宽度 等 于 2a, 它 只 能 在 平行 于 y 办 
的 方向 上 移动 . 我 们 来 证 明 , 函数 
14 
к туа? — 22 
给 出 这 个 问题 的 解 . 其 实 , 根据 (2.24) 和 (2.7), 沿 z 轴 有 以 下 结果 : 对 于 任何 z 都 
Ж ра = 0, М |а| >а ўр = 0, № |=] <ай 
Рг = 2 4 
从 (2.24) 和 (2.8) 容易 得 到 , 当 |z| <а, у= 08 
= т v = сопзі. 
图 188。 ВЕЛЕ р, 在 绝 图 188 给 出 应 力 张 量 的 分 量 pz 在 压 模 下 的 分 
对 光滑 的 矩形 刚性 压 模 下 的 分 布 ” 布 , pzz 在 压 模 边缘 等 于 无 穷 大 . 
从 роз 在 压 模 下 的 分 布 相对 于 y 轴 的 对 称 性 显 
然 可 知 , 压 模 所 受 相 应 作用 力 的 合力 的 作用 线 平行 于 у 轴 并 且 通 过 压 模 的 中 央 . 这 
个 力 的 大 小 等 于 P: 


21 


(2.24) 


а а 
Р dz 
райт = — |< ЕР 
] ы ая 


按照 (2.24), (2.8) 和 (2.9) 可 以 计算 半 无 限 大 弹性 平板 上 任意 一 点 的 应 力 和 位 移 . 
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ЕН О ЗАНИЕННИНАНАЯНЮЗЕ 2а 和 绝对 光滑 的 表面 , 表 
刚性 压 模 挤 压 半 无 限 “ 面 形 状 在 zy 平面 上 具有 略微 弯曲 的 给 定 外 形 V(z) — сопзь, 
大 弹性 平板 的 问题 并 且 压 模 只 能 沿 у 轴 平 动 . 我 们 现在 考虑 这 样 的 压 模 挤 压 半 
无 限 大 弹性 平板 的 问题 

只 要 适当 选取 函数 Z1(z), 就 可 以 得 到 这 个 问题 的 解 . 如 果 使 用 Ps 的 公式 (2.7), 
则 在 y=0 时 pi =0 的 边界 条 件 将 自动 成 立 . 根据 问题 的 边界 条 件 , 压 模 下 的 位 移 
V(z) 是 给 定 的 , 所 以 从 (2.8) 得 到 


在 |z|<a,y=0 时 Im2?= TV) 


式 中 V(z) 是 г 的 已 知 函 数 . 把 这 个 表达 式 对 z 求 导 , 我 们 得 到 用 来 确定 函数 21(z) 
的 以 下 条 件 : 


在 lz|<a,y=0 时 Im21(z)=Im 220)= 一 一 Fv (7). (2.25) 


根据 条 件 (2.25) 求 函数 Zi(z) 的 问题 的 解 可 由 公式 (2.9) 给 出 (还 可 以 参考 390 
页 的 脚注 ), 即 


fv /2-&# 
22) = A отта / = Е а (2.26) 


显然 , 这 样 构造 出 来 的 函数 2Z1(z) 还 满足 边界 条 件 : 在 |z| > а, у= 0 时 р. = 0, М 
为 根据 (2.7) 和 (2.26), 在 |z| > а, y = 0 时 pza = Re Zi = 0. 因此 , 由 公式 (2.26) Е 
义 的 函数 2,02) 满足 半 无 限 大 平板 边界 y = 0 上 的 所 有 边界 条 件 . 然而 , 还 不 能 直接 
把 这 个 函数 当做 上 述 压 模 问题 的 解 . 其 实 , 由 此 定义 的 应 力 分 布 能 够 让 作用 在 无 穷 
远 处 的 合力 等 于 零 , 与 此 同时 , 这 个 合力 还 应 当 与 作用 在 压 模 上 的 非 零 的 合力 平衡 . 

此 外 , 当 V'(z) = 0 时 , 从 曲面 外 形 压 模 问题 的 解 应 当 能 够 得 到 前 面 研究 过 的 矩 
形 压 模 问题 的 解 . 所 以 , 为 了 求解 外 形 略 微 弯曲 的 等 宽 刚性 压 模 挤 压 半 无 限 大 弹性 
平板 的 问题 , 我 们 选取 以 下 形式 的 函数 2, (2): 


200) = 


YY- C 
ааба] г М. 
式 中 2 是 压 模 的 给 定 宽度 , vtz) 是 表征 压 模 外 形 的 组 变 函数 ,C 是 待定 常量 显然， 
函数 (2.27) 满足 半 无 限 大 平板 边界 у = 0 上 的 所 有 边界 条 件 . 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 ， 
对 于 由 公式 (2.27) 定义 的 函数 Z1(2), 我 们 有 以 下 展开 式 : 
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令 z=z+iy = pe, 我们 利用 (2.7) 在 无 穷 远 点 邻 域内 得 到 应 力 张 量 的 以 下 分 量 : 


pu= 200 + cos20), 
р» = С миа 一 cos20)， 


pi2 = Е 


结果 精确 到 相差 高 阶 小 量 . 
利用 这 些 公式 容易 计算 无 穷 远 点 邻 域内 的 应 力 分 布 所 对 应 的 合力 Е 以 及 合力 
Ж М. 沿 半径 很 大 的 半圆 周 2 的 积分 


B= Гра, B= pad, M= | рах pn) a 
2 ва 要 


给 出 
ъ=0, М=0, &=С. 


从 无 限 大 平板 和 刚性 压 模 的 平衡 条 件 可 知 С = Р, 式 中 Р 是 作用 于 压 模 的 力 . 
因此 , 利用 函数 
д и Г ие) уа е2 Р 
20) = maa/ 2-6 ия туа? - 2? (2.28) 
可 以 满足 问题 的 所 有 方程 和 边界 条 件 ; 这 个 函数 给 出 具有 给 定 外 形 У (с) 和 宽度 2а 
的 等 宽 刚性 光滑 压 模 在 力 忆 的 作用 下 挤 压 半 无 限 大 弹性 平板 的 问题 的 完整 的 解 
我 们 指出 , 公式 (2.28) 中 的 第 二 项 对 应 矩形 压 模 问题 的 解 , 这 一 项 起 主要 的 “ 支 
НЕ” 作用 , 而 第 一 项 对 应 由 压 模 的 弯曲 外 形 引 起 的 扰动. 


ГРИН ВЕ — ВЕТОК ВЕ ЖЕНЕ 2а, 相应 半径 R 足够 大 , 则 


限 大 弹性 平板 的 问题 У) = = 


应 当 区 别 两 种 情况 : 一 是 压 模 与 平板 的 接触 面 宽度 21 小 于 压 模 宽度 2a (1 < а) 
的 情况 (图 189 (а)), 二 是 接触 面 宽度 等 于 压 模 宽度 (1 = а) 的 情况 (图 189 (b)). 
根据 (2.28), 第 一 种 情况 的 解 具 有 以 下 形式 : 


УЕ. 


Е ыт a Pp 
а а биз + ри. С 
利用 留 数 定理 计算 第 一 个 积分 , 我 们 有 
22 щі – 222) іг Рас (2.90) 


21-0) 1-0) "+В 


=з. НН 5 403 - 


я 


中 
Р Р | 
TT --5 ат 

(b) 


(а) 


图 189， 外 形 为 V(z) = 22/28 的 圆 弧 形 刚性 压 模 挤 压 半 无 限 大 弹性 平板 , (a) 接触 面 宽度 小 于 压 
模 宽度 ，(b) 接触 面 宽度 等 于 压 模 宽度 


利用 这 个 公式 和 (2.7) 容易 求 出 应 力 张 量 的 分 量 poo 在 压 模 下 的 分 布 : 
__a-aam ,PP 
Ра = ар) ri 
为 了 确定 压 模 与 弹性 平板 边界 的 接触 面 宽度 24 可 以 使 用 在 接触 面 两 端 附近 不 出 现 
应 力 集中 的 条 件 : 


(2.31) 


在 y=0, =т= + р» =0. 


于 是 , 从 (2.31) 可 得 
_ 2ВРА- в) 
р ^ 


р 


图 189 (а) 还 给 出 了 这 种 情况 的 应 力图 . 
在 第 二 种 情况 下 , 压 模 与 弹性 平板 的 接触 面 宽度 等 于 压 模 宽度 . 这 种 情况 成 立 
的 条 件 是 , 平板 对 压 模 的 作用 力 满足 不 等 式 


这 时 应 当 把 公式 (2.29) 一 (2.31) 中 的 1 替换 为 a. 在 压 模 边缘 附近 出 现 应 力 集中 的 现 
象 (图 189 (b)). 


§ 3， 裂 纹理 论 


所 有 固体 在 相应 条 件 下 都 会 断裂 为 若干 块 . 断裂 具有 不 同 的 特性 , 这 取决 于 固 
体 的 力学 性 质 、 结 构 、 载 荷 类 型 、 加 载 速率 、 温 度 、 环 境 介质 的 类 型 和 性 质 ) ,以 及 
其 他 一 些 因素 . 

与 断裂 有 关 的 名 称 包 括 脆性 断裂 、 准 脆性 断裂 、 韧 性 断裂 、 弹 塑性 断裂 等 等 , 这 
取决 于 哪些 性 质 在 该 断裂 过 程 中 起 决定 性 作用 . 


例如 , 玻璃 在 水 中 、 空气 中 和 真空 中 具有 不 同 的 断裂 方 式 . 再 如 , 我 们 知道 , 裂纹 面 上 的 少量 
水 银 能 够 大 幅 降低 金属 馈 抵 抗 裂纹 扩展 的 能 力 . 
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图 190， 裂 纹 扩展 . 虚线 表示 时 刻 t 的 物体 边界 , 实 线 表示 时 刻 е, 的 物体 边界 (ta > 41) 


脆性 断裂 和 准 脆性 断 ”脆性 断裂 是 指 这 样 的 断裂 形式 , 物体 断裂 后 形成 的 碎 块 可 以 
я 再 次 拼接 成 物体 原来 的 形状 . 因为 不 会 明显 出 现 由 塑性 或 万 
性 性 质 引 起 的 的 残余 应 变 , 所 以 可 以 把 发 生 脆性 断裂 的 器 具 
再 粘 起 来 . 
发 生 脆 性 断裂 时 , 在 固体 中 会 出 现 大 量 宏 观 裂纹 并 发 生 扩展 . 裂 开 或 破碎 的 玻 
璃 是 脆性 断裂 的 一 个 例子 . 
许多 金属 结构 在 出 现 宏观 裂纹 并 发 生 扩展 后 会 以 准 脆性 断裂 的 形式 破坏 . 发 生 
准 脆性 断裂 时 , 在 接近 表面 很 薄 的 一 层 中 , 在 裂纹 面 两 侧 会 发 生 塑性 变形 . 
这 里 的 脆性 和 准 脆性 断裂 理论 是 在 经 典 弹性 力学 小 变形 理论 的 一 些 结果 的 基础 
上 提出 的 . 为 了 研究 导致 脆性 和 准 脆性 断裂 的 裂纹 扩展 , 本 章 前 两 节 已 经 阐述 了 相 
关 理 论 中 的 数学 工具 
我 们 在 下 面 仅仅 研究 在 物体 初始 状态 下 已 经 存在 的 裂纹 的 平衡 和 扩展 , 而 不 打 
算 考 虑 裂纹 最 初 如 何 产生 的 问题 . 裂纹 的 产生 与 物体 内 部 的 位 错 2 有 密切 的 关系 . 
一 般 能 量 方程 为 了 对 有 限 大 小 可 变形 固体 的 强度 问题 和 位 移 的 强 间 断面 问题 进行 
理论 分 析 , 可 以 使 用 一 个 普 适 的 表述 能 量 守 便 定律 的 热力 学 方程 , 在 
一 般 情况 下 , 这 个 方程 具有 以 下 形式 ( 见 第 一 卷 第 五 章 50): 


ЗЕ +40 = аА + 400 +dQ™, (3.1) 


式 中 已 是 物体 的 动能 , U 是 总 的 内 能 , аА) 是 因为 宏观 体积 力 和 面 力 做 功 而 从 外 部 
进入 物体 的 总 能 量 流 , dQ(e) 是 外 部 总 热流 , dQ” 是 由 一 些 特殊 微观 机 理 (例如 物体 
表面 的 化 学 作用 、 电 磁场 相互 作用 等 ) 导致 的 外 部 宏观 能 量 流 .在 此 前 考虑 的 弹 塑 
性 模型 中 认为 d9" = 0. 我 们 在 这 里 之 所 以 引入 dQ* 3 0, 是 为 了 能 够 考虑 与 外 部 
介质 发 生 相 互 作用 时 出 现 的 一 些 表面 现象 , 这 些 现象 不 仅 发 生 在 最 初 的 物体 边界 上 ， 
而 且 发 生 在 因为 弄 纹 扩展 而 出 现 间断 时 形成 的 新 的 边界 上 (图 190). 


后 面 将 给 出 面 位 错 的 概念 . 
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物体 断裂 时 形成 新 的 ”图 190 (b) 是 裂纹 一 端 附近 的 边界 在 不 同时 刻 t 和 t 的 示意 
边界 图 . 原来 连续 的 物体 内 部 区 域 AZ 在 时 刻 1, 对 应 图 190 (Ы) 
中 的 点 虚线 线段 АВ, 经 过 ь, ф 1, 时 间 , 沿 该 区 域 发 生 间断 ， 
从 而 形成 新 的 边界 DBC. 
方程 (3.1) 既 可 以 用 于 作为 一 个 整体 的 全 部 物体 , 也 可 以 用 于 物体 的 任何 有 限 区 
域 , 并 且 其 中 可 以 带 有 在 任何 时 间 间 隔 At = ts — 2, 内 发 生 扩 展 的 裂纹 . 在 以 下 讨论 
中 , 我 们 认为 物体 中 与 时 刻 t, 和 ts。 相对 应 的 点 的 位 置 非常 接近 . 
在 经 典 热 弹性 力学 (考虑 热效应 的 弹性 力学 ) 中 , 总 的 内 能 表 
ПИН 示 为 以 下 形式 : 


Оль, = Је з)рат + Оо = И: + Оо, (3.2) 
у 


式 中 U(eij，s) 是 某 个 确定 的 函数 , РОВА РЕСЕЙ 。 和 应 力 张 量 的 分 量 eij, 而 Uo 
是 可 加 常量 . 在 “ 纯 ”弹性 力学 中 , 可 加 常量 Uo 无 关 紧 要 , 所 以 在 方程 (3.1) 中 总 是 
认为 dUo =0. 

裂纹 扩展 是 位 移 的 强 间断 面 在 物体 中 扩张 的 过 程 , 在 这 一 过 程 中 形成 新 的 边界 
面 . 在 研究 裂纹 扩展 时 , 除了 与 弹性 和 温度 有 关 的 那 一 部 分 内 能 , 即 等 式 (3.2) 中 用 
0, 表示 的 那 一 项 , 还 必须 考虑 与 一 些 表面 效应 有 关 的 其 他 形式 的 能 量 , 这 些 效应 是 
在 物体 的 完整 性 遭 到 破坏 时 出 现 的 . 为 了 考虑 这 些 效应 , 一 种 最 简单 的 方式 是 利用 
可 加 常量 Uo, ИЧТЕ Я НАЯ s 和 应 变 张 量 的 分 量 sy 变化 时 保持 不 变 , 但 如 果 在 
物体 内 部 形成 间断 面 , 或 者 物体 通过 能 量 流 dQ 与 外 部 介质 发 生 相 互 作 用 , 这 个 量 


о, 是 内 到 能 考虑 一 个 连续 体 , 它 的 所 有 微 元 都 处 于 某 种 相同 的 状态 , 并 认为 在 这 
种 状态 下 U = 0, 于 是 U1 = 0. 现在 , 假想 用 某 一 个 曲面 把 该 连续 
体 分 为 I 和 п 这 两 部 分 . 根据 函数 Ui 的 定义 , 这 时 有 


(1+) = 0010) = (I =0. 


如 果真 的 把 物体 分 为 1 和 П 这 两 部 分 , 并 且 所 有 内 部 微 元 的 状态 在 这 个 过 程 中 
保持 不 变 (例如 炉 和 应 变 值 保持 不 变 ), 则 这 个 等 式 仍然 成 立 . 
在 这 种 情况 下 , 对 于 常量 Uo 显然 有 


UolT + 1) < 00(1) + (оп). 


这 个 不 等 式 的 先决 条 件 是 , Т т Ш 这 一 个 物体 形成 I 和 П 这 两 个 物体 , 应 当 
消耗 功 来 克服 广义 的 内 部 微观 内 聚 力 2) 在 分 界面 上 的 作用 , 所 消耗 的 能 量 与 间断 面 
0 众所周知, 可 以 通过 无 穷 小 能 量 交换 的 表达 式 来 定义 广义 力 , 这 些 力 一 般 不 同 于 通过 宏观 相 


互 作 用 的 牛顿 动量 方程 定义 的 力 . 微观 相互 作用 和 相应 的 微观 能 量 交换 以 及 宏观 能 量 交换 能 够 具 
有 复杂 的 量子 本 质 . 
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附近 薄 层 中 的 物理 结构 的 变化 有 关 . 这 些 广义 内 部 相互 作用 力 的 功 在 物体 分 为 若干 
部 分 时 必定 不 等 于 零 , 并 且 必 定 是 负 的 . 

在 问题 的 上 述 提 法 下 , 量 Vo 所 代表 的 那 一 部 分 能 量 表征 全 部 内 聚 能 . 这 部 分 能 
量 类 似 于 互相 吸引 的 质量 所 具有 的 引力 能 . 然而 , 与 引力 能 不 同 的 是 , 真实 物体 的 内 
聚 能 Uo 一 般 对 物体 的 整体 几何 形状 只 有 很 微弱 的 依赖 关系 . 这 是 因为 , 内 部 的 内 聚 
力 具 有 电磁 本 质 , 基本 上 只 在 中 性 原子 和 分 子 之 间 起 作用 , 所 以 这 些 力 是 短程 力 , 即 
它们 只 在 非常 小 的 距离 上 (在 原子 间距 离 的 量 级 上 ) 才 在 发 生 相 互 作用 的 粒子 之 间 


明显 表现 出 来 

然而 , 正 是 这 种 内 到 能 Uo 保证 了 材料 的 强度 (物体 各 部 分 牢 
材料 的 强度 和 内 聚 能 ” 半 连 接 在 一 起 的 能 力 ), 强调 这 一 点 非常 重要 . 由 此 显然 可 知 ， 
应 当 在 考虑 狗 似 无 关 紧 要 的 常量 U6 的 条 件 下 研究 并 解决 强度 问题 和 在 固体 中 形成 
间断 的 问题 . 在 形成 间断 时 必须 考虑 能 量 Uo 的 变化 . 尽管 下 面 将 把 Un 解释 为 与 表 


在 弹性 力学 中 ， 通常 认为 位 移 矢 量 的 分 重 及 其 变 分 бы, 是 连续 的 .真实 物体 因 
为 相信 粒子 的 内 部 相互 作用 而 具有 保持 其 完整 性 的 村 本 物理 性 质 , 变 分 бы, 的 连续 
性 与 此 有 关 ， 在 出 现 问 斯 时 ， 变 分 6U6 应 当 达 到 多 大 的 值 ,这 就 保证 了 变 分 iu 的 连 
НЕ. 在 没有 间断 时 , 500 = 0 

在 某 些 情况 下 , 例如 在 颗粒 材料 中 (例如 二 沙子 ) 一 般 不 存在 
在 没 这 由 村 因 的 本 炉 。 了 码 形成 问 断 的 内 于 力 ， 所 以 在 这 样 的 材料 中 能 够 在 bb 不 
变 的 条 件 下 形成 内 部 间断 

如 果 在 金属、 木材、 好 料 或 者 沿革 些 表 面 粘 接 起 来 的 物体 中 形成 和 级 之 类 的 内 
部 间断 ,或 者 如 果 物 体 让 的 断 儿 为 儿 块 ,pn 就 会 发 生变 化 ， 因 此, 在 研究 间断 现象 时 ， 
在 包含 问 断 的 物质 微 元 中 必须 考 虐 量 Un 
вани, 利用 实验 和 某 些 一 般 的 物理 方法 ,我 们 能 外 假设 


7 (83) 


I 
式 中 ау, 是 物体 内 部 各 处 裂纹 面 的 面积 变化 , 3 是 形成 裂纹 面 dz; 的 位 置 的 相应 函 
数 (断裂 能 的 面 密度 ). 对 于 发 生 脆 性 断裂 的 物体 , 在 很 多 情况 下 可 以 认为 , 7 就 是 表 
面 能 密度 , 这 类 似 于 液体 表面 张力 的 表面 能 密度 , 但 有 时 也 不 能 把 Y 当做 固体 表面 
能 密度 . 实验 表明 , 断裂 能 密度 
= lim А 

ао А5 
在 许多 情况 下 远大 于 表面 能 密度 7 . 下面 在 必要 时 可 以 把 у 理解 为 Yr. 

О, 在 裂纹 附近 发 生 塑性 变形 时 需要 额外 提供 能 量 , 因为 在 裂纹 面 附近 很 薄 的 一 层 中 形成 
的 残余 应 变 会 吸收 能 量 


"оғ 
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一 般 而 言 , y 的 值 与 下 述 因素 有 关 : 形成 间断 的 位 置 的 应 变 状态 的 特性 , 温度 和 

其 他 一 些 热力 学 状态 特征 量 以 及 它们 随时 间 的 变化 , 外 部 介质 物理 化 学 性 质 的 影响 

(如 果 假 设 dQ = 0), 在 物体 中 存在 缺陷 和 位 错 , 等 等 . 在 最 简单 的 情况 下 , 作为 一 

种 近似 , 可 以 认为 Y = const, 并 且 该 常量 值 是 表征 材料 强度 的 一 个 重要 特征 量 .在 
研究 强度 问题 时 , 对 у 的 实验 研究 以 及 理论 研究 应 当 是 主要 任务 . 

因此 , 在 物体 发 生 脆性 断裂 时 , 如 果 采 用 内 能 ? 的 定义 (3.2)， 


在 弹性 体 模型 下 用 来 уя 
描述 裂纹 扩展 的 能 量 则 用 来 描述 内 部 间断 扩展 的 基本 能 量 方程 可 以 写 为 


方程 аЕ + ай, +40 = 4А® +409 + 40" (3.4) 


现在 , 我 们 把 图 190 (b) 中 的 点 虚线 线段 АВ 所 对 应 的 部 分 裂纹 面 d2 的 两 侧 
ау, 和 ауз 列 人 物体 边界 , 把 分 别 作用 于 这 部 分 裂纹 面 两 侧 的 内 应 力 列 人 外 面 力 . 
在 此 之 后 , 我 们 就 可 以 在 通常 的 弹性 体 模型 下 研究 在 脆性 物体 中 因为 裂纹 扩展 而 出 
现 的 位 移 (变形 ), 这 时 认为 dUo = dQ… = 0. 然而 , 这 时 必须 在 能 量 方程 中 考虑 组 成 
物体 边界 的 最 新 形成 的 表面 ах 和 ах, 上 的 新 的 外 力 的 功 2. 

于 是 , 在 弹性 力学 模型 的 范围 内 , 物体 整体 的 能 量 方程 具有 以 下 形式 : 


dB+dUi = 4А® +dQ + аА. (3.5) 


о бя идо 
беа КАРАСЬ) 出 现 的 某 种 能 量 流 . НЕ 
ВАНА В зенит, 如 果 改 纹 发 生 扩展 (可 以 把 用 纹 看 做 
аамин), 该 能 县 流 较 丰 等于零 为 了 使 用 弹 
性 力学 理论 来 描述 我 级 扩展 ,就 要 对 包含 裂 尖 问 的 任何 区 域 写 出 能 量 流 d4 名 ,并 
把 它 列 人 能 量 方程 (3.5). 下 面 将 利用 弹性 问题 的 已 知 解 给 出 d4 名 的 一 些 计算 公式 . 
服从 胡 克 定律 的 小 变形 弹性 体 模型 和 下 面 给 出 的 近似 的 数学 提 法 无 法 措 述 及 
物体 中 紧邻 用 纹 尖端 的 区 域 中 的 真实 现象 尽管 如 此 ,对 于 物体 整体 的 弹性 问题 ,只 
要 正确 地 求 出 能 重 流 d4 人 的 值 即 可 . 在 更 组 至 的 模型 下 和 更 准确 的 数学 提 法 下 ,该 
能 重 流 可 能 取决 于 各 种 各 样 的 物理 机 制 . 
对 于 弹 昌 性 体 中 的 “型 纹 ”在 裂 人 尖端 附近 的 有 限 区 域内 能 够 表现 出 闻 性 并 发 
生 婴 性 变形 。 当 外 部 载荷 具有 不 同 特性 时 , 塑性 区 的 形式 也 多 种 多 样 .实验 表明 在 
某 些 个 别 的 例子 中 , 这 些 塑性 区 是 一 些 具 有 有 限 长 度 а НФ, 我 们 可 以 把 它们 看 
做 在 物体 内 部 发 生 位 移 间 其 时 形成 的 锋 隐 的 延伸 ， 从 弹性 解 的 观点 看 , 可 以 把 裂纹 
尖端 随 近 发 生 塑性 变形 的 薄 层 看 做 弹性 位 移 的 附加 间断 值 4 并且 可 以 通过 研究 该 


1 在 一 般 情 况 下 , 内 能 还 依赖 于 塑性 应 变 和 材料 的 其 他 一 些 状态 特征 量 

2 根据 圣 维 南 原理 , 在 下 面 的 脆性 物体 裂纹 理论 中 , 为 了 正确 地 求解 弹性 问题 (利用 弹性 体 整 体 
状态 的 动量 方程 和 协调 方程 ), 不 必 引 入 已 有 裂纹 面 (d5 以 外 边界 )“ 微 元 ”上 的 真实 的 或 假想 的 
“恰当 的 ” РЕ, 从 而 不 必 把 这 样 的 “内 聚 力 ”当做 宏观 外 应 力 并 把 它 列 人 边界 条 件 . 
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清 层 中 的 塑性 状态 近似 地 计算 出 或 给 出 其 中 的 应 力 . 长 度 d УЗЕНА, ЈАК, 
型 纹 在 物体 中 的 位 置 以 及 外 部 载荷 的 形式 有 关 ， 下面 将 叙述 脆性 物体 的 裂纹 理论 并 
然而 , d = 0 的 理论 在 许多 重要 问题 中 与 实验 相符 , 这 时 仅 在 裂纹 尖端 附近 的 
一 些微 小 区 城 (4/1 = 0, 1 是 裂纹 长 度 ) 中 表现 出 塑性 
р 根据 准 脆性 断 虱 的 定义 , 下 面 假设 ,与 弹性 问题 的 解 相对 应 
裂纹 理论 的 基本 方程 的 量 ag, ар, адо 和 dQ 在 物体 的 主要 区 域 中 给 出 真实 
状态 的 良好 近似 , 所 以 可 以 认为, 这 些 量 在 复杂 模型 (3.4) 和 弹性 体 模型 (3.5) 的 相 
应 方程 中 具有 同样 的 值 那么 , 从 (3.4) 和 (3.5) 可 以 得 到 型 纹 理论 的 基本 方程 


dUo = -9А® +а0*", (3.6) 


这 个 方程 是 对 弹性 力学 方程 的 补充 . 

裂纹 能 否 扩展 与 关系 式 (3.6) 是 否 成 立 有 关 . КЕН ЗЕТЕ 1922 年 建立 了 平衡 独 
纹理 论 , 其 基础 就 是 方程 (3.6), 假设 4Q* = 0 以 及 (3.3). 

如 果 假 想 , 在 裂纹 面 增加 бу: 时 可 以 得 到 


600 > -6А® + 6Q™, 


则 裂纹 其 实 不 会 扩展 (“外 部 ”能量 流 不 足以 给 出 附加 的 表面 能 50o), 这 时 可 以 得 到 
带 有 裂纹 的 物体 的 一 个 弹性 力学 问题 , 裂纹 边界 由 同样 一 些 物质 点 组 成 . 这 时 , 在 任 
何 可 能 的 变形 过 程 中 ， 

5Uo =6A = 659… = 0. 


只 要 等 式 (3.6) 成 立 , 裂纹 就 会 扩展 . 
裂纹 扩展 问题 的 上 述 一 般 提 法 和 所 有 上 述 方法 属于 动力 学 问题 中 最 一 般 的 情 
况 , 这 时 一 般 存 在 任意 的 外 部 热流 和 能 量 流 dQ" 通常 只 考虑 静态 绝热 过 程 , 这 时 
dQ™ = 0. 
我 们 指出 , 如 果 对 可 能 的 裂纹 扩展 过 程 应 用 能 量 方程 (3.4)， 


ПЕНИЯ 则 在 静 力学 条 件 下 (在 5 有 = 0 时 ), 当 变 分 满足 以 下 专门 条 
НН: 
бА) = 09 =0, 60" =0, (3.7) 
对 平衡 型 纹 可 以 得 到 关系 式 


60: +60 =0, 8 60: = -600. 


如 果 物 体 中 最 初 的 间断 能 够 以 裂纹 的 形式 发 生 扩展 , 则 按照 这 个 理论 , 我 们 能 够 根据 给 定 的 
外 部 载荷 来 计算 各 种 形状 的 物体 中 的 应 变 和 应 力 . 对 于 一 组 给 定 的 载荷 , 这 些 计算 能 够 给 出 确定 
裂纹 扩展 的 临界 载荷 值 . 此 外 , 还 可 以 计算 裂纹 在 给 定 外 部 条 件 下 的 扩展 过 程 , 从 而 解决 临界 状态 
的 稳定 性 问题 . 在 下 文中 将 举例 说 明 某 些 应 用 - 

习 这 里 假设 没有 外 质量 力 - 
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从 这 个 结果 和 (3.6) 可 知 , ару а О 
ФШ, = -5Uo = 6А®. 
因此 , 对 于 以 上 形式 的 变 分 和 静态 平衡 裂纹 , 如 果 5Uo > 0, 即 如 果 6АФ < 0, 则 
бл < 0. 


容易 理解, 无 论 广义 聚合 力 具 有 何 种 具体 的 物理 本 质 , 能 量 流 6 ЧЕ 65 > 0 
时 永远 是 负 的 , 因为 在 通常 条 件 下 物体 总 是 抵抗 分 裂 . 由 此 可 知 , 当 裂 纹 在 条 件 (3.7) 
下 发 生 扩展 时 , 对 于 任何 物理 上 可 能 的 聚合 力 都 成 立 不 等 式 00, # 0. 
然而 , 如 果 裂 纹 固定 不 动 , 并 且 在 所 有 可 能 位 移 中 只 考虑 满足 条 件 бу: = 0 的 位 
移 , 则 在 条 件 (3.7) 下 有 
60 = 0. 


这 时 , 我 们 得 到 已 经 在 前 面 研究 并 证 明 的 弹性 能 (弹性 势 ) 极 值 条 件 ( 见 第 九 章 89). 
为 了 求解 裂纹 在 物体 如 果 有 关于 4А®, або (或 3%, 如 果 使 用 假设 (3.3)) 和 dQ@** 
中 扩展 的 问题 必须 知 ”的 结果 , 就 可 以 使 用 方程 (3.6) 来 求解 一 些 具体 问题 . 下 面 将 
道 能 量 流 Ао 的 计 认为 


算 公 式 dUo = (8; + 452), 
并 且 在 通过 实验 确定 у 时 已 经 考虑 了 给 定 物体 与 外 部 介质 的 相互 作用 , 所 以 还 认为 
dQ = 0. 


现在 , 我 们 将 把 d4 信 通过 裂纹 尖端 状态 特征 量 表示 出 来 , 从 而 建立 能 量 流 公 
式 .下 面 得 到 的 公式 不 仅 适用 于 裂纹 扩展 的 情况 , 而 且 适 用 于 面 位 错 类 型 的 间断 发 
生 扩展 的 情况 . 所 以 , 我 们 先 来 解释 沿 某 个 孤立 曲面 连续 分 布 的 位 错 的 概念 . 
在 曲面 的 邻 域内 , 如 果 在 曲面 两 侧 都 存在 从 某 个 初始 位 置 
ЖТА арр НАЙ чо, 并 且 矢量 шо ТЕЙИ > ЕНА 

分 量具 有 间断 3 , 则 曲面 表示 沿 孤 立 曲面 连续 分 布 的 位 错 . 

一 D 在 格 里 菲 轧 理论 中 , 在 没有 外 部 能 量 流 的 情况 下 , 对 于 具有 各 种 宽度 名 隙 的 给 定 物体 , 可 以 
根据 一 些 具体 的 静 力学 问题 的 解 来 计算 物体 整体 的 胡 克 弹性 能 变化 (dUi/d2) ах. 车 у 由 等 式 
400 = Y(dZi + 452) 定义 , 则 利用 у 的 值 和 方程 dUi/dz = –у 可 以 确定 临界 载荷 和 使 缝隙 扩展 
为 独 纹 的 应 变 状态 

我 们 强调 , 关于 弹性 区 能 量变 化 的 格 里 菲 思 公 式 

5U1 = бА() 
对 于 具有 有 限 塑性 区 的 弹 塑 性 体 中 的 “裂纹 " 也 成 立 ; 这 时 , 量 А 包括 塑性 区 与 弹性 区 交界 面 
上 的 内 应 力 的 元 功 
这 里 和 下 面 都 认为 位 移 很 小 . 如 果 变 形 过 程 是 连续 的 , 位 移 w 有 限 , 则 在 2 上 有 条 件 
(аш), = (а). 

式 中 (аво), Я (daoz)。 是 位 移 矢量 增 量 在 曲面 不 同 侧面 上 的 法 向 分 量 . 
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图 191， 孤 立 裂纹 和 孤立 面 位 错 示意 图 . A. 889, 位 移 在 间断 而 区 两 侧 不 同 , wy 关 wa, wy ат 
В. 面 位 错 , ш = ши wr №2 


如 果 在 史上 只 有 (或 者 还 有 ) 位 移 ww 的 法 向 分 量 发 生 间断 , 那么 , 在 间断 面 > 固定 
不 动 时 可 以 把 它 看 做 从 某 个 时 刻 就 存在 的 缝 耽 , 在 间断 面 呈 扩 展 时 可 以 把 它 看 做 用 
纹 (图 191). 
因此 , 无 论 是 裂纹 还 是 位 错 , 在 物体 中 都 存在 位 移 间断 面 , 只 不 过 在 存在 位 错时 ， 
则 体 在 内 部 有 相应 缺陷 的 同时 仍 保持 完整 .而 位 错 让 我 们 想起 流体 势 流 中 的 涡 片 或 
者 有 势 电磁 场 中 的 面 电流 - 
нана РАЙХ ЕО, ЗОО НЕО 
定律, 那么, 尽管 位 移 在 曲面 > 上 发 生 间断 , 应 变 张 量 的 分 量 在 曲面 史上 
显然 可 以 是 连续 的 .在 这 种 情况 下 , 应 变 张 量 的 分 量 可 以 仅 在 曲面 的 边界 和 上 
具有 奇异 性 
类 似 地 , 在 流体 力学 中 , 速度 势 在 涡 片 所 在 曲面 的 两 侧 发 生 间断 , 并 且 间断 值 沿 
该 曲面 是 变化 的 , 但 是 在 张 于 孤立 涡 丝 2 的 曲面 2 上 , 速度 势 间断 值 处 处 相同 , 或 
者 , 对 于 电动 力学 中 的 而 电流 与 沿 曲线 2 的 线 电流 , 我 们 有 类 似 的 表述， 
因此 , 可 以 引入 孤立 曲线 乡 并 把 它 当做 相应 缺陷 一 位 错 一 的 特征 线 位 
错 具 有 不 同 的 类 型 , 这 取决 于 位 移 间 断 在 张 于 曲线 -2 的 曲面 区 上 的 形式 . 
位 错 面 区 是 位 移 的 切 向 间断 面 .在 静 力学 条 件 下 以 及 动力 学 
位 错 面 上 的 应 力 条 件 条 件 的 许多 情况 下 , 在 切 向 间断 面 允 上 应 当成 立 等 式 


Pn, = 


一 pn 
即 

Рт = риз, 或 ”pnnl = pnn2， Pnrl 一 Prz2; 
式 中 р, 是 曲面 上 的 应 力 矢量 , 下 标 1 和 2 对 应 的 不 同 侧面 , n, 和 п, 是 曲面 


马上 方向 相反 的 法 向 矢量 , n 和 7 是 > 不 同 侧面 上 指向 同样 方向 的 法 向 矢量 和 切 向 
矢量 . 
2 除了 线 位 错 和 面 位 错 , 还 可 以 引入 体位 错 一 一 在 空间 区 域 中 连续 分 布 的 位 错 , 并 建立 相应 理 


论 . 这 时 可 以 引入 “初始 状态 ”, 但 不 能 引入 从 相应 “初始 状态 ”的 位 移 . 体位 错 理论 的 内 容 超出 了 
本 书 的 范围 . 


5415 


图 102. 25 4 和 位 错 而 B 发 生 扩展 的 示意 图 . 实 线 对 应 时 刻 : 的 物体 边界 , 虚线 对 应 时 刻 上 + At 
的 物体 边界 . 在 时 刻 4, 物体 所 占 区 域 V 的 边界 是 三 ; 经 过 At 时 间 , 部 分 间断 面 获得 增 量 AZ 


在 一 般 情况 下 , 对 于 其 他 面 微 元 上 的 应 力 , 例如 垂直 于 У 的 面 微 元 上 的 应 力 , 其 
分 量 在 上 有 间断 . 
在 裂纹 面 上 一 般 成 立 不 等 式 


Рп # Pn2: 


形成 间断 面 时 (有 裂纹。 我 们 将 在 几何 线性 理论 的 提 法 下 推导 ААС) 的 公式 下面 候 
和 位 错 扩 展 时 ) 的 能 设 物体 是 弹性 体 , 但 不 一 定 服从 胡 克 定律 , 它 可 以 由 应 力 与 应 
量 流 公式 变 之 间 的 非 线性 关系 式 描述 . 我们 将 考虑 与 物质 点 加 速 运动 
有 关 的 一 些 可 能 的 动力 学 效应 , 还 将 考虑 存在 热流 的 情况 . 

我 们 来 研究 带 有 裂纹 和 (或 ) 面 位 错 的 给 定 物体 在 时 刻 和 ! + At 的 两 个 应 变 
状态 (图 192). 采用 求 和 的 方法 容易 考虑 多 个 裂纹 或 位 错 的 情况 . 按照 线性 化 的 提 
法 , 可 以 在 曲面 了 + AZ 上 提出 边界 条 件 (图 192). 

我 们 用 w 表示 从 某 个 初始 状态 到 时 刻 + 的 状态 的 位 移 矢 量 , 用 w' 表示 从 同样 
的 初始 状态 到 时 刻 t+ At 的 状态 的 位 移 矢 量 , 相应 分 量 分 别 为 w 和 ых. 在 新 形成 
的 边界 AP Е, 位 移 矢量 w 连续 , 但 位 移 矢量 и’ 发 生 间 断 . 引入 介质 微 元 在 At 时 
间 内 的 位 移 矢 量 Aw = и’ - о, 其 分 量 为 Aw; = ш ш. 根据 模型 的 定义 , 对 于 质 
量 内 能 0, 我 们 有 

U=U(es, 3), 0 = 01061, 的 ， 
式 中 
у= и, + ри), ©, = ий +3), 
з 和 s' ХНЛ АОЛ ВЕ. 

根据 弹性 力学 定律 , 在 物体 所 占 区 域内 部 , 应 力 张 量 的 分 量 在 上 述 两 种 状态 下 分 

别 由 以 下 公式 定义 : 

90 ий — 

Е PY = ра. 

式 中 р р 是 相应 的 密度 . 在 线性 理论 的 范围 内 , 在 这 些 公式 中 可 以 认为 p= р. 根 


р = р. 
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据 时 刻 t 和 t+ At 的 弹性 体 运动 方程 , 对 区 域 V 中 的 点 可 以 写 出 等 式 
万 (上 二 下) 十 用 十 多 一 0 (3.8) 
式 中 Я" = Е - ра’, 其 中 а 是 加 速度 矢量 的 分 量 ，F' 是 外 体积 力 的 分 量 , 用 
1 т. 
ЗА = TW ш) 


乘 方程 (3.8) 后 再 求 和 , 把 结果 对 物体 所 占 区 域 积分 , 然后 利用 问题 的 线性 提 法 进行 
明显 的 变换 , 最 终 得 到 


到 ] (pF +) — шоп; do + 2 Је" + Fi)(w — wi)dr 
3+Ах 
е U 
ЕСЕ Баг г) дарв (3.9) 


式 中 nj № У + Ах 上 的 外 法 向 矢量 的 分 量 (相对 于 物体 所 占 区 域 )， 
如 果 内 能 是 应 变 张 量 分 量 的 二 次 型 , 则 在 线性 理论 的 范围 内 可 以 写 出 


90 ,| 90 ди А 
(96+ AC мо = оні - у 07-0), 


所 以 等 式 (3.9) 的 右 侧 等 于 


ооа Госа = 4л. 
У А 


现在 , 我 们 在 更 一 般 的 情况 下 研究 (3.9) 的 右 侧 在 At 一 0 时 的 意义 , 这 时 质量 
内 能 U ВЫ з 和 分 量 sy 的 某 个 函数 . 
在 下 面 的 计算 中 , 我 们 注意 到 , 在 At 一 0 时 , 新 出 现 的 间断 面 AZ 的 面积 值 具 
有 At 的 量 级 , 差 ш - ш; НИ У, (ш, - ш) 在 区 域 V 内 部 的 固定 点 是 At 的 一 阶 小 
量 , 但 是 对 于 间断 面 AZ 上 的 点 , 22 и — ш, 具有 位 移 几 和 w, 本 身 的 量 级 . 我 们 认 
为 , НИЗ 57 一 в 在 区 域 V 内 部 和 边界 AZ 上 也 具有 像 vw: – ао, 那样 的 性 质 . 精确 
到 二 阶 小 量 可 以 写 出 
АС 


ЈС 


1 920 OU 90 160U 
= бе, ДЕ, + Ия ДЕр + Bo der а) ДЕ, + (5. 十 2 592 ^) As， 


ИЕ. 3) _ sa Әр sz ди 
ан дв = Адо = бед mt dso” 


зз. збш - 413 - 


由 此 可 知 
AU = 2 (25 +92) 二 TeAs (3.10) 
式 中 . 
т" = 50 80до 


是 温度 在 时 刻 t+ At 的 更 精确 的 值 . 
显然 , (3.10) 中 方 括号 以 内 的 表达 式 等 于 (3.9) 右 侧 积分 中 方 括号 以 内 的 表达 式 . 
关系 式 (3.10) 其 实 是 微分 关系 式 


9 
ар = д0 ас + И ав = Р? а, +49, 409 = Таз (8.1) 
ае, Әз Р 


的 一 种 更 精确 的 写法 , 其 中 考虑 了 二 阶 小 量 . 在 区 域 V 的 内 部 点 , 等 式 (3.10) 在 忽 
略 掉 (At)? 阶 小 量 后 化 为 等 式 (3.11). 在 接近 新 形成 的 间断 面 AF 时 , 包括 在 间断 面 
AZ Е, 表达 式 8U/aeu 和 A(aU/aei) 的 量 级 是 相同 的 . 所 以 , 在 计算 (3.9) 中 的 相 
应 积分 时 可 以 使 用 等 式 (3.10). 

根据 弹性 体 的 定义 , 我 们 有 


м = Јова. 
у 


/Taspar = зара = 490°), 
у у 


式 中 а9® 是 总 的 外 部 热流 . 根据 这 些 定义 和 等 式 (3.10), 我 们 得 到 公式 
3/ [(5=+ х. (ш -四 jwar=ami= 49°. 


所 以 ,方程 (3.9) 可 以 化 为 以 下 形式 : 
dE+dUi = дА + 10 + 去 ъч + 5 ПЕС = ш) 40. (3.19) 
45 4 


这 里 还 考虑 到 


Јао =0, 
4х 


因为 位 移 矢 量 w 和 分 量 ро 在 AZ 上 连续 . 此 外 , 在 (3.12) 中 还 使 用 了 明显 的 记号 


аЕ= / pai dwi йт, аА) = / pn -dwdo + ААК), аА), = / Fi dw; йт, 
у А у 
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式 中 已 是 物体 在 区 域 V 中 的 总 动能 , аА® 是 外 质量 力 的 功 与 外 面 力 在 形成 新 的 间 
断面 d2 之 前 的 物体 表面 2 区 上 的 功 之 和 . 
对 比 (3.12) 和 (3.5), 我 们 得 到 所 需 公 式 


1 1 
ЧАВО | раш do t+ | p(w — м) л. (3.13) 
/| 2] 
例如 , 如 果 裂 纹 两 侧 不 受 应 力作 用 , 即 如 果 在 ау 上 р, = 0, 则 公式 (3.13) 给 出 
ад -Т pwidrtl /pwido ш # шў, (3.14) 
г / г / 


式 中 dz жау 是 新 形成 的 间断 面 dz 的 两 侧 . 我 们 注意 到 , ах, 和 ах, 上 的 法 向 
矢量 的 方向 正好 相反 , 都 指向 裂纹 内 部 , 即 区 域 V 的 外 部 . 
在 面 位 错 的 情况 下 , 在 ау: 上 有 


Pn, = 一 pr， ph = -Ph Wi = Ш, 
并 且 


шу — wh = ш, ш; #0, 
所 以 公式 (3.13) 给 出 


аА = р /os ру wao = а 
dz dP 

这 里 用 下 标 + 表示 相应 矢量 在 d5 的 切 平面 内 的 分 失 量 . 

在 具有 内 能 Ui 的 弹性 体 模型 的 范围 内 , 必须 把 d4 介 看 做 外 部 能 量 流 . 在 完整 
的 更 复杂 的 弹性 体 模型 中 , 内 能 的 表达 式 在 改进 后 变 得 更 加 复杂 (例如 Ui +05), 这 
时 应 当 利用 内 能 的 变化 来 获得 能 量 流 а АС), Я, 在 脆性 物体 裂纹 更 论 中 可 以 利用 
90» = (ах, + ах), 在 位 错 理论 中 可 以 利用 内 能 对 位 错 缺陷 特征 量 的 依赖 关系 . 此 
外 , 在 位 错 理论 中 , 在 d4tw 中 包括 的 间断 面 上 的 面 力 的 一 部 分 非 堆 的 功 ; 我 们 必 
须 考 虑 这 部 分 功 并 把 它 列 和 内 能 的 变化 , 因为 这 部 分 能 量 流 不 是 由 外 力 做 功 引起 的 ， 
而 是 由 切 向 位 移 间断 而 上 的 内 应 力 做 功 引起 的 , 这 时 在 的 间断 面 上 


шю 20, ЖН аш, #аш,. 


如 果 物 体 中 的 裂纹 发 生 扩 展 , 则 在 弹性 力学 模型 的 范围 内 ， 对 包含 裂纹 尖端 的 
部 分 物体 写 出 的 能 量 方程 含有 集中 分 布 的 外 部 能 量 流 4АФ, 这 在 其 含义 和 本 质 上 类 
似 于 作用 在 按照 给 定 运 动 学 规律 在 流体 中 运动 的 附着 涡 丝 上 的 集中 分 布 的 外 力 . 在 
228—229 页 阐述 了 关于 作用 在 附着 涡 上 的 力 的 广义 茹 科 夫 斯 基 定 理 . 


这 里 认为 , 位 错 面 两 侧 属于 物体 表面 忆 
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ак РЕТИ ТОА, 现在 计算 аад. 为 此 , 我 们 使 用 公式 (3.14) 

С 以 及 在 求解 带 有 裂纹 的 弹性 平板 问题 时 得 到 的 渐 近 公式 (2.11), (2.12), 
(2.16) 和 (2.17). 其 实 , 在 准 脆性 断裂 过 程 中 , 弹性 力学 线性 理论 的 定律 无 法 描述 材 
料 在 裂纹 尖端 附近 区 域 中 的 真实 性 质 (由 于 非 线 性 效应 、 塑 性 等 ) 尽管 如 此 , 对 于 
准 脆性 材料 , 如 果 注意 到 以 下 情况 , 我 们 还 是 可 以 用 这 种 方法 计算 «А. 

虽然 同 аА® 直接 相关 的 一 些 效应 仅仅 出 现在 裂纹 尖端 附近 很 小 的 区 域 中 , 但 
是 从 方程 (3.5) 可 知 , 对 于 作为 一 个 整体 的 全 部 物体 来 讲 , 量 аА 与 该 方程 中 其 余 
各 量 的 增 量 平衡 . 因此 , 为 了 正确 地 计算 «АО, 只 要 对 物体 的 主要 区 域 正确 计算 这 
个 方程 中 的 其 余 各 项 即 可 . 由 于 裂纹 尖端 附近 表现 出 复杂 性 质 的 特殊 区 域 很 小 , 所 
以 可 以 认为 , 这 个 区 域 对 主要 区 域 的 影响 相当 于 全 部 区 域 都 是 弹性 区 时 该 区 域 对 主 
要 区 域 的 影响 . 因此 , 我 们 能 够 使 用 弹性 力学 定律 来 计算 ало), 并且 不 必 担 心 这 些 
定律 无 法 描述 裂纹 尖端 附近 区 域 中 的 真实 现象 . 此 外 , 我 们 知道 , 无 论 是 在 弹性 模型 
的 范围 内 计算 аа, 还 是 在 复杂 模型 中 描述 裂纹 尖端 附近 区 域 中 的 细节 现象 , 所 有 
守恒 定律 都 是 相同 的 . 

弹性 力学 定律 在 主要 区 域 良 好 地 符合 实际 情况 , 这 表明 , 在 裂纹 尖端 附近 的 实际 
消耗 的 能 量 与 按照 弹性 模型 计算 出 来 的 能 量 消耗 是 一 样 的 . 对 于 脆性 和 准 脆性 物体 ， 
可 以 使 用 弹性 力学 理论 来 计算 裂纹 尖端 附近 区 域 之 外 的 应 力 和 应 变 , 结果 也 令 人 满 
意 , 这 就 保证 了 上 述 计算 结果 的 精度 . 

把 9= 0r = z 代 入 公式 (2.11) 和 (2.16) 后 得 到 pz 和 pyz, 把 9=7,r=61-z 
代入 公式 (2.12) 和 (2.17) 后 得 到 и 和 о, 再 利用 公式 (3.14), 我 们 就 得 到 2 单位 厚 
度 平板 上 的 бАФ: 


я 
1-с 


7 


вл = - Гошо + рамах = ТАНЯ. (3.15) 


і 
可 以 看 出 , 我 们 在 推导 欧文 公式 (3.15) 时 提出 一 系列 重要 假设 . 然而 , 尽管 欧文 
公式 是 上 述 假设 的 推论 , 它 仍然 被 许多 研究 裂纹 理论 的 科研 人 员 采 用 .这 个 理论 在 
许多 情况 下 很 好 地 符合 实验 结果 . 
利用 (3.15) 和 条 件 6Uo = 762 = 294, 5Q… = 0, 再 利用 变 
决定 裂纹 扩展 的 条 件 “分 il 在 弄 纹 发 生 扩展 时 的 任意 性 , 从 基本 方程 (3.6) 可 以 得 
到 一 个 重要 等 式 
六 + 和 = = 了 (3.16) 
这 个 等 式 控制 着 带 有 扩展 裂纹 的 弹性 问题 的 解 . 这 里 的 好 和 局 与 外 载荷 分 布 加 
速度 场 (名 性 力 )、 裂 纹 的 尺寸 和 形状 以 及 热流 定律 有 泛 函 依赖 关系 . 等 式 是 对 所 有 
裂纹 的 尖端 写 出 的 , 是 弹性 力学 问题 中 用 来 确定 裂纹 扩展 规律 的 附加 条 件 . 


四 如 果 裂 纹 面 上 的 应 力 不 等 于 零 , 就 需要 考虑 公式 (3.13) 中 的 第 二 个 积分 . 然而 , 如 果 ps, 是 有 
限 的 , 就 可 以 按照 渐 近 公式 计算 这 个 积分 , 结果 给 出 高 阶 小 量 ( 量 级 为 (61)3/?). 
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对 于 具有 给 定 裂纹 的 弹性 力学 问题 , 无 论 虱 纹 的 形状 和 长 度 如 何 , 在 任何 外 载荷 
下 都 可 以 求 出 静 力学 解 , 每 一 个 解 都 有 自己 的 А, Ят А. НЕЖНАЯ 
ЖА К + КА < Ey/(1 一 o?), ДЕ Е? + Ка 3 0 时 将 出 现 应 力 集中 , 但 裂纹 不 
会 扩展 . 如 果 计算 给 出 导 十 砍 > ЕЗУ 02), 则 这 样 的 弹性 场 是 不 能 实现 的 . 

等 式 (3.16) 是 裂纹 理论 中 的 基本 关系 式 , 是 对 弹性 力学 方程 的 补充 . 这 些 关系 
式 与 格 里 非 思 的 思想 有 密切 关系 . 欧文 在 1957 年 建立 了 这 些 关 系 式 , 并 应 用 它们 解 
决 了 大 量 关 于 裂纹 平衡 和 扩展 的 问题 . 此 后 , 许多 研究 者 也 用 这 些 关 系 式 研究 了 相关 
问题 . 不 无 神 益 强调 的 是 ,每 一 个 单独 的 裂纹 都 有 两 个 尖端 , 所 以 一 般 存在 两 个 类 似 
于 (3.16) 的 关系 式 , 例如 , 当 存在 对 称 性 时 ,重要 关系 式 (3.16) 的 数目 会 降低 . 在 一 
般 情 况 下 , 关系 式 (3.16) 不 仅 决定 了 裂纹 的 长 度 , 而 且 决定 了 它们 在 物体 中 的 位 置 
、 从 等 式 (3.16) 可 以 看 出 , 在 裂纹 尖端 附近 没有 应 力 集中 的 条 
没有 应 力 集中 的 条 件 件 , 即 应 力 强度 系数 к, 和 各; 等 于 堆 的 条 件 仅 在 


7=0 或 dUo=0 


时 才 成 立 . 这 时 , 在 裂纹 扩展 的 方向 上 , 两 侧 的 物体 只 是 互相 压 在 一 起 (没有 粘 接 )， 
它们 之 间 并 不 发 生 阻碍 分 离 的 内 部 相互 作用 . 前 面 曾经 研究 过 一 个 这 种 类 型 的 问题 
( 见 398 页 ). 


固定 的 缝隙 和 扩展 的 
裂纹 


显然 , 在 真实 物体 的 裂纹 扩展 问题 中 总 有 能 量 消耗 , 所 以 水 
远 有 770. 因此 , 在 弹性 力学 线性 理论 的 范围 内 , 在 颖 阶 和 
裂纹 的 尖端 总 有 应 力 集中 . 

裂纹 与 普通 的 缝隙 的 区 别 (它们 在 几何 上 可 能 完全 相同 ) 仅仅 在 于 , 裂纹 满足 等 
式 (3.16), 而 缝隙 满足 不 等 式 


好 + 局 < 21:2, (3.17) 


并 且 缝 险 的 端点 这 时 问 定 不 动 . 从 不 等 式 (3.17) 到 等 式 (3.16) 的 转变 取决 于 物体 所 
受 外 部 载荷 的 临界 条 件 
上 面 已 经 建立 了 敢 纹 尖 上 端的 局 部 条 件 . 要 想 利用 弹性 力学 理 
А 这 
些 条 件 已 经 足够 了 . 

在 利用 条 件 (3.16) 求解 物体 整体 的 动力 学 问题 时 , 对 于 不 同 的 物体 形状 和 载荷 
类 型 , 裂纹 既 可 能 发 生 雪 崩 式 的 加 迷 进 行 的 不 稳定 扩展 , 从 而 导致 坛 件 断 裂 , 也 可 能 
发 生 稳定 扩展 , 这 时 需要 不 断 增 加 载荷 才能 使 裂纹 的 长 度 增加 . 

不 无 神 益 强调 的 是 , 物体 的 断裂 问题 是 一 个 整体 问题 ,这 个 问题 与 裂纹 两 端的 
局 部 条 件 没有 直接 的 关系 ; 但 是 , 无 论 裂纹 扩展 是 否 稳定 , 裂纹 尖端 的 局 部 极限 条 件 
都 应 当成 立 , 所 以 在 解决 相应 问题 时 可 以 把 它 当做 必要 条 件 来 使 用 . 

在 许多 问题 中 , 局 部 条 件 (3.16) 是 充分 的 不 稳定 性 判别 准则 . 下 面 举 例 说 明 列 


зз. НЮ "AT 


алет. 
дув ВРАЧИ, ЕЦЕ |z| < ay = 0 
要 的 法 向 应 力作 用 设 裂纹 面 上 均匀 分 布 着 使 裂纹 张 开 的 法 向 应 力 : 
在 lzl<ay=0 时 р», = —9(2), ро = 0. 
这 时 ,应 力 强度 系数 有 出 公 式 (2.10) 给 出 ,而 发 纹 扩展 条 件 (316) 具有 以 下 形式: 


[ню тв] = 121. (318) 
当 9(Е) = ро = const 时 , 应 力 强度 系数 ( 见 (2.19)) 等 于 
№ = руута, 
而 极限 条 件 (3.18) 化 为 
р= = (3.19) 


”al 


ЗА рр 表示 使 裂纹 破坏 的 应 力 值 Po. 
根据 (3.19), 临界 应 力 值 ps 随 裂纹 长 度 24 的 增加 而 降低 . 所 以 , 在 团 定 的 法 向 
应 力 po 作用 下 , 型 纹 的 扩展 是 不 稳定 的 . 
显然, 如 果敢 纹 而 不 受 应 力作 用 , 但 平板 在 无 穷 远 处 受到 常 应 力 po 的 各 向 均匀 
拉 伸 , 则 裂纹 的 扩展 也 是 不 稳定 的 . 这 时 , 应 力 强度 系数 А, 也 由 公式 (2.19) 给 出 , 而 
拉 伸 应 力 po 的 临界 值 p5 由 (3.19) 计算 . 
设 带 有 直 型 纹 的 弹性 平板 在 无 穷 远 处 在 与 = 轴 的 夹 角 为 bu 
攻 训 和 级 的 Y 板 的 学 ”的 方向 上 受到 大 小 为 po 的 拉 介 应力 的 作用 (图 181), 裂纹 位 
于 |z| < a, у =0. 在 这 种 情况 下 , 根据 (3.19), 应 力 强度 系数 
и НА, 等 于 
ki = роута зіп? бо, Ки = роута sin bo cos бо. 


而 裂纹 平衡 的 极限 条 件 (3.16) 可 以 写 为 以 下 形式 : 


рае (320) 


显然 , 在 90 3 0, po = const 时 , 裂纹 的 扩展 是 不 稳定 的 . 拉 伸 应 力 po 的 临界 值 
рӯ 依赖 于 6. 为 了 破坏 裂纹 平衡 而 需要 施加 的 最 小 拉 伸 应 力 po 显然 对 应 bo = т/2 
的 情况 , 这 时 拉 伸 方向 垂直 于 裂纹 , 并 且 公式 (3.20) 与 (3.19) 相同 . 

如 果 沿 裂纹 的 方向 (b = 0) 拉 伸 平板 , 则 应 力 强度 系数 Бу 和 Ку 等 于 零 . 正 像 
我 们 期 待 的 那样 , 这 样 的 应 力 对 裂纹 扩展 没有 影响 . 

现在 举例 说 明 稳定 扩展 的 裂纹 . 
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я 


ЕЕ 
ЧИН 2° 
Р 193. 3 |z| <а, y = 0 受到 均 布 于 固定 区 域 lz| <Ь (6 = const,b < а), у = О 的 法 向 应 力作 用 


假设 平板 上 的 裂纹 位 于 |z| < a, у = 0, 并 且 在 固定 的 部 分 列 
纹 面 上 (21 < b, у=0 (6 < a)) 均匀 分 布 着 使 裂纹 张 开 的 法 
向 应 力 (图 193). 根据 (2.10), 应 力 强度 系数 К, Е 


部 分 裂纹 面 受 均 布 法 
向 应 力作 用 


, ь 

po / +Edc- Ро Qté de = 2208 orctan 
一 2 — E2 

/ra д а-& ута РА /az 一世 


b 
VT Ма 5 
裂纹 扩展 条 件 (3.16) 化 为 


ed тЕү м ь ү! 
м=р |) "ул ° 


容易 看 出 , 这 时 ру РЕА КЕ за 的 增加 而 增加 因此 , 在 po 和 固定 时 , 8 
展 过 程 能 够 最 终 停止; 
带 有 裂纹 的 平板 上 作用 着 大 小 相同 的 两 个 集中 力 己 , 作用 点 
到 纹 珊 全 中 内 久别 分别 位 于 虱 纹 两 傅 的 中 央 ,裂纹 位 于 |z| а, узо (图 180). 
这 时 , 应 力 强度 系数 К, 等 于 ( 见 (2.22)) 


к= 


裂纹 扩展 条 件 化 为 


可 以 看 出 , 力 Р 的 临界 值 P* 随 着 裂纹 长 度 的 增加 而 增加 , 裂纹 扩展 过 程 是 稳定 的 . 

想象 _- 块 带 有 直列 纹 的 弹性 平板 , 裂纹 位 于 zl < а, у= 0, 其 

ВНЕ Я 长度 有 限 . 在 无 穷 远 处 , 平板 受到 平行 于 у 轴 广 向 的 应 力 po 

的 单 轴 压 缩 同时 裂 ” 的 压缩 .此 外 , 平板 还 受到 两 个 集中 力 P 的 作用 , 作用 点 分 

纹 面 两 侧 中 央 分 别 受 “ 别 位 于 虱 纹 两 侧 的 中 央 (图 194). 设 po 恒定 , 集中 力 РФ 
ees 态 地 从 零 开始 不 断 增长 , 我 们 来 研究 裂纹 在 平板 上 的 扩展 . 

根据 (2.20) 和 (2.22), 应 力 强度 系数 к, 的 表达 式 显然 为 


k= — роуті, (3.21) 


2 
Ут 
式 中 21 是 裂纹 的 长 度 . 如 果 1 < а, 则 裂纹 部 分 张 开 , 并 且 А, = 0, 这 时 力 Р 的 大 小 
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а 27 


(а) (в) 


№ 194. 在 位 置 |z| <а, узо 带 有 裂纹 的 平板 在 无 穷 远 处 受到 应 力 po 的 单 轴 压缩 ( 沿 y 轴 方 
向 ), 在 裂纹 两 侧 中 央 分 别 受到 两 个 集中 力 PP 的 作用 . (а) 力 Р 的 大 小 不 足以 使 裂纹 完全 张 开 , 在 
点 z= +ky=0 的 邻 域 中 没有 应 力 集中 .(b) 裂纹 完全 张 开 , 在 尖端 附近 出 现 应 力 集中 


应 当 满 足 不 等 式 
: О<РЕр < Р = рута. 


在 != a 时 , 从 条 件 (3.16) 和 表达 式 (3.21) 可 以 计算 出 P 的 临界 值 P*: 
Р" = ү + рута. 


РР <.“ 


内 变化 时 , ас Е, 在 原始 裂纹 尖端 的 邻 域 中 不 出 现 应 力 集中 
当 P= р" 时 , 裂纹 的 长 度 2а 开始 增长 , 在 P 达到 固定 的 值 
Р=Р,> Р" 


时 , 裂纹 开始 扩展 . 这 时 , 如 果 知 道 y, 就 可 以 从 等 式 
B= т + роті 
计算 裂纹 的 长 度 21 (1 > а). 


、。 如 前 所 述 ,物理 参量 y 是 断裂 能 密度 . 在 最 简单 的 情况 下 可 
量 的 实验 测量 方法 “以 假设 ”是 材料 常量 (800). 

可 以 通过 各 种 实验 来 确定 7 КИНО: 带 切口 的 厚 板 的 拉 伸 (图 195 (8)), 带 切口 
的 圆 杆 的 拉 伸 (图 195 (b)), 在 中 央 带 切口 的 薄板 的 拉 伸 (图 195 (с)), 带 切口 的 圆 杆 


1 例如 , 可 以 参阅 论文 : Irwin С. В., Kies J. A., Smith H.L. Fracture strength relative to onset ала 
arrest of crack propagation. Proc. Amer. Soc. Test. Mater., 1958, 58: 640—657. 


当 书 在 区 间 
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图 195， 可 能 用 来 确定 у 的 值 的 一 些 实验 图 196. 裂纹 面 两 侧 中 央 


受到 力 Р 的 拉 伸 作 用 


的 弯曲 (图 195 (9)) 在 这 些 实验 中 , 获得 极限 等 式 (3.16) 与 裂纹 进一步 的 不 稳定 扩 
展 有 关 . 

还 能 够 利用 裂纹 稳定 扩展 的 实验 , 例如 裂纹 面 两 侧 中 央 受 到 集中 力 的 拉 伸 作用 
的 情况 (图 196). 理论 分 析 表明 , 对 于 宽度 有 限 的 平板 , 裂纹 的 稳定 扩展 这 时 只 能 出 
现 于 裂纹 长 度 2a 不 超过 试 件 宽度 之 半 (2a < 1/2) 的 情况 . 

应 当 指出 , 通过 裂纹 稳定 扩展 实验 获得 的 7 值 咯 小 于 通过 裂纹 不 稳定 扩展 实验 
获得 的 7 值 . 这 与 一 些 动力 学 效应 有 关 , 还 与 材料 的 搁 性 以 及 其 他 一 些 性 质 的 影响 
有 关 , 这 些 性 质 会 在 不 稳定 变形 过 程 中 表现 出 来 . 

沁 度 的 影响 _ 降 低温 度 导致 材料 变 脆 ， 所 以 ,在 脆性 断裂 条 件 下 对 各 种 设施 ( 输 气 
管 、 桥 梁 等 ) 进行 分 析 对 极 北 地 区 有 特别 重要 的 意义 . 实验 表明 , 钢 的 
У 值 随 温度 上 升 而 增 大 . 

在 其 他 条 件 相同 的 情况 下 改变 试 件 的 厚度 也 会 影响 裂纹 扩展 和 断裂 特性 . 

与 裂纹 面 接触 的 外 部 介质 能 够 对 裂纹 扩展 产生 重要 影响. 例 
НЕМАВ зц КЧН, 玻璃 的 Y 值 会 降低 25%， 可 以 
用 以 下 方法 来 解释 这 种 现象 的 机 理 , 在 方程 (3.6) 中 , 量 dUo 
是 材料 的 特征 量 , 所 以 可 以 认为 这 个 量 独立 于 其 他 条 件 , 可 以 利用 物理 化 学 能 量 流 
dQ… 来 考虑 外 部 条 件 的 影响 , 这 样 就 可 以 把 差 什 

dUo — dQ"… 当做 900, 同时 7 的 值 有 所 变化 . 
к", 类 似 地 可 以 描述 以 下 实验 ， 取 一 块 带 有 裂纹 
А 的 粘 接 试 件 , 裂纹 位 于 |z| < a,y = 0， 在 外 部 拉 
И 已 的 作用 下 , 在 弄 纹 尖端 出 现 应 力 集 中 (图 
的 外 力 的 拉 伸 197). МИВАВВИЯ P 很 小 且 固定 不 变 时 , 尽管 出 现 
应 力 集中 , 试 件 也 不 会 沿 粘 接 面 烈 开 . 如 果 在 裂纹 

尖端 附近 涂 一 些 能 够 腐蚀 条 合 剂 的 酸 , 则 试 件 在 外 载荷 不 变 时 会 沿 粘 接 面 裂 开 . 
可 以 把 这 个 现象 解释 为 方程 (3.6) 中 的 化 学 能 流 aQ” 的 影响. 在 该 能 量 流 的 影 
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响 下 , 已 有 的 应 力 集中 足以 使 试 件 断裂 . 这 些 例子 表明 , 在 某 些 情况 下 , 为 了 解释 观 
察 到 的 效应 , 必须 引信 和 考虑 外 部 宏观 能 量 流 dQ…. 
某 些 材料 的 ， 和 实验 表明 , 量 + 严格 说 来 不 是 材料 常量 . 尽管 如 此 , 这 个 量 以 
的 值 YW Yet 及 相应 的 临界 值 司 + КО 仍 是 能 够 用 于 断裂 计算 的 非常 有 用 
的 特征 量 . 
我 们 举例 说 明 某 些 材料 的 Y 和 еу, 的 量 级 . 对 于 硅 酸 盐 玻璃， 


па 1—2 N/m; 


对 于 食盐 (NaCl)， 
па 0.3 N/m 


(用 于 对 比 , 我 们 再 列 出 水 的 数据 : 7 = 0.072 N/m). 钢 试 件 中 的 有 裂纹 扩展 伴随 有 许多 
额外 的 复杂 现象 , 所 以 钢 的 Yef 远大 于 表面 能 密度 7. 钢 的 具体 数据 是 : 


Y~ 1 一 2 N/m, Yor 10—10 N/m. 


显然 , 当 yer 之 Y 时 , 在 发 生 扩展 的 裂纹 面 附 近 薄 层 中 出 现 塑性 变形 以 及 材料 粒 
子 的 其 他 一 些 结构 缺陷 , 它们 是 由 位 错 的 产生 和 发 展 引起 的 ， 对 裂纹 尖端 附近 应 力 
场 的 分 析 ( 见 392—394 页 ) 和 所 研究 的 问题 在 考虑 塑性 区 的 情况 下 的 数值 解 2 表 
明 , 关于 产生 位 错 和 塑性 变形 的 结论 确实 很 好 地 对 应 着 现象 的 本 质 .缺陷 的 形成 与 
能 量 吸收 有 关 , 这 些 能 量 部 分 转变 为 热量 并 散失 到 物体 和 环境 介质 中 ,部 分 转变 为 
裂纹 面 附近 注 层 中 的 物质 的 内 能 . 在 这 一 过 程 中 , 间断 面 附近 粒子 的 结构 和 力学 性 
质 发 生变 化 . 如 果 и > 7, 则 与 上 述 能 量 消耗 相 比 , 转化 为 与 表面 张力 有 关 的 表面 
能 的 那 部 分 能 量 可 以 忽略 不 计 . 


了 在 以 下 论文 中 有 关于 > + 的 数据 : Irwin С.В. Fracture dynamics. In: Fracturing of Motals. 
Cleveland: АЗМ, 1948, р. 147-166; Orowan E.O. Fundamentals of brittle behaviour of metals. In: 
Fatigue and Fracture of Metals. New York: Wiley, 1950, p. 139—167. 

2) 例如, 可 以 参见 : Dugdate D.S. Yielding of steel sheets containing slits. J. Mech. Phys. Solids, 
8(2); Кудрявцев B. A., Партон В.З., Песков Ю.А., и др. О локальной пластической зоне 
вблизи конца щели (плоская деформация). МТТ, 1970, №. 5; Levy №., Магса! Р. V., Ostergren 
Му. 3. et а1. Small scale yiclding пеаг а crack in plane strain: А finite element analysis. Techn. Вер. 
МАЗА NGL 40-002-080/1 Nov. 1969. 
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《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 是 一 
ЛЖ. 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
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主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 .培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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本 书 作者 Л.И. 谢 多 夫 的 名 字 对 国内 许多 读者 来 说 并 不 陌生 , 其 代表 作 《 力 学 
中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 》 的 中 译本 早 在 1982 年 就 由 科学 出 版 社 出 版 . 现在 , 他 的 
另外 一 本 享誉 世界 的 著作 《连续 介质 力学 》( 共 2 卷 ) 的 中 译本 由 高 等 教育 出 版 社 出 
版 , 这 对 相关 专业 的 学 生 、 教师 和 研究 人 员 来 说 无 疑 是 一 件 喜事 . 

作为 俄罗斯 科学 院 院士 和 莫斯科 大 学 流体 力学 学 派 的 领袖 , Л. И. 谢 多 夫 在 大 
量 从 事 科 学 研究 和 社会 活动 的 同时 仍然 极其 重视 教育 工作 , 在 他 的 学 生 中 有 4 位 院 
士 、50 多 位 博士 和 130 多 位 副 博士 0 . Л.И. 谢 多 夫 曾经 多 次 表示 , 在 所 获得 的 所 有 
职位 和 称号 中 , 他 最 看 重 莫斯科 大 学 教授 的 头衔 , 所 以 在 他 的 西装 上 总 是 别 着 一 枚 
莫斯科 大 学 授予 的 荣誉 徽章 . 这 本 书 就 是 Л.И. 谢 多 夫 多 年 来 教学 工作 的 结晶 . ТЕ. 
是 在 他 的 推动 下 , 从 20 世纪 60 年 代 开始 , 连续 介质 力学 成 为 莫斯科 大 学 力学 数学 
系 力学 专业 和 数学 专业 的 必修 课 , 整个 课程 体系 也 相应 发 生 了 根本 变革 , 逐渐 形成 了 
以 理论 力学 .连续 介质 力学 和 控制 力学 这 3 门 必修 课 为 核心 的 力学 专业 新 教学 计划 
并 沿用 至 今 . 实际 教学 效果 表明 , 这 样 的 新 教学 计划 反映 了 学 科 的 发 展 趋 势 , 对 培养 
掌握 现代 化 知识 体系 的 高 级 人 才 功 不 可 没 . 

本 书 是 专门 为 力学 专业 大 学 生 编写 的 教材 , 第 一 卷 重 点 讲述 如 何 建立 连续 介质 
的 数学 模型 , 第 二 卷 则 把 这 种 思路 融 汇 到 流体 力学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 等 连续 介质 
力学 分 支 作者 是 建立 连续 介质 数学 模型 的 大 家 , 他 的 经 验 和 思路 很 好 地 融合 在 全 
书 的 内 容 里 . 全 书 材料 的 取舍 和 叙述 方式 都 经 过 作者 的 精心 设计 . 在 译 者 看 来 , 书 中 
独 具 特 色 的 部 分 一 是 对 张 量 的 介绍 和 自然 而 严谨 的 处 理 方法 , 二 是 对 连续 介质 热力 


忆 俄 网 斯 的 副 博士 (kaazmmuxar наук) 学 位 相当 于 我 们 通常 所 说 的 博士 (Ph. р.) 学 位 , 而 俄罗斯 
的 博士 (доктор наук) 学 位 则 是 更 高 一 级 的 学 位 , 一 般 要 求学 位 获得 者 在 相关 领域 具有 非 同 寻 常 
的 贡献 . 
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学 的 简要 介绍 , 三 是 对 问题 提 法 的 全 面 论述 , 四 是 用 热力 学 方法 建立 连续 介质 模型 . 
此 外 , 读者 可 以 看 到 , 书 中 有 大 段 的 文字 (而 不 是 公式 ) 详细 地 从 各 个 角度 甚至 从 哲 
学 层面 上 论述 建立 数学 模型 的 本 质 、 意 义 、 假 设 和 方法 , 这 也 是 此 书 明显 有 别 于 其 他 
教材 的 地 方 . 因此 , 把 这 本 书 介绍 到 中 国 来 具有 重要 意义 . 

在 第 二 卷 中 , 流体 力学 占 相当 多 的 篇 幅 , 内 容 上 也 相对 完整 , 基本 覆盖 了 经 典 流 
体力 学 的 主要 概念 和 方法 , 并 且 包 括 从 理论 分 析 到 实际 应 用 的 大 量 实例 . 因此 , 本 书 
完全 可 以 当做 流体 力学 的 教学 参考 书 . 值得 一 提 的 是 , 作者 详细 论述 了 理想 流体 模型 
的 实际 意义 . 相对 而 言 , 本 书 对 弹性 力学 、 塑 性 力学 的 介绍 不 够 全 面 , 但 相关 内 容 仍 
然 独 具 特 色 , 尤其 是 利用 热力 学 方法 建立 弹 塑性 力学 本 构 关系 的 部 分 相当 精彩 , 这 
样 的 论述 方法 在 其 他 书 中 很 难 见 到 . 

在 20 世纪 90 年 代 在 莫斯科 大 学 力学 数学 系 留学 期 间 , 译 者 作为 一 名 力学 专业 
的 本 科 生 完整 地 上 过 由 Б.В. 洛 马 金 教授 主讲 的 连续 介质 力学 课程 . 课程 持续 3 个 
学 期 , 主要 内 容 与 Л.И. 谢 多 夫 的 《连续 介质 力学 ) 基 本 一 致 . 译 者 至 今 还 清晰 地 记 
得 当时 上 课 记 笔记 、 课 后 仔细 阅读 这 本 教材 并 与 笔记 内 容 进行 对 照 的 情景 ,初次 学 
习 连 续 介 质 力学 这 样 的 课程 无 疑 有 一 定 困难 , 但 Л.И. 谢 多 夫 的 教材 对 译 者 很 有 帮 
助 . 当时 的 感觉 是 , 这 门 课 和 教材 都 很 难 , 但 是 经 过 仔细 思考 可 以 接受 和 掌握 . 译 者 
在 后 来 的 研究 和 教学 工作 中 又 多 次 阅读 过 这 本 书 的 相应 章节 , 例如 在 北京 大 学 为 力 
学 专业 学 生 讲授 流体 力学 时 , 尤其 是 在 介绍 张 量 和 建立 流体 模型 时 主要 参考 了 这 本 
书 的 讲法 , 取得 了 很 好 的 教学 效果 . 这 本 书 的 可 贵 之 处 在 于 , 对 学 生 而 言 , 书 的 内 容 
丰富 而 经 典 , 有 一 定 难度 但 又 不 是 高 不 可 攀 ; 对 教师 而 言 , 这 是 一 本 可 以 常 置 案头 的 
参考 书 . 这 就 是 此 书 多 年 来 能 够 不 断 再 版 并 被 译 为 多 种 文字 的 根本 原因 , 译 者 相信 其 
中 文 版 同样 能 够 在 很 长 一 段 时 间 内 使 读者 受益 . 

译 者 在 留学 期 间 与 Л.И. 谢 多 夫 院士 建立 了 很 好 的 私人 关系 . Л.И. 谢 多 夫 曾 
经 多 次 表示 , 虽然 他 的 《连续 介质 力学 》 已 经 被 翻译 为 英文 、 法 文 、 日 文 和 越南 文 ， 
但 一 直 没 有 中 文 版 是 一 件 非常 遗憾 的 事情 ,因为 中 国 是 一 个 大 国 , 有 众多 的 科技 人 
员 和 大 学 生 . 他 相信 这 本 书 对 中 国 科技 界 是 有 用 的 参考 书 , 因此 , 他 委托 译 者 来 翻译 
《连续 介质 力学 》 1999 年 秋天 , 在 译 者 回国 后 不 久 , Л.И. 谢 多 夫 院 士 以 92 岁 高 龄 
辞世 . ФУМ, 译 者 发 哲 要 精心 完成 他 的 遗愿 . 在 一 些 准备 工作 之 后 , 从 2002 
年 起 , 译 者 开始 认真 地 进行 翻译 工作 . 历经 多 年 辛苦 工作 , 中 译本 第 一 卷 在 2007 年 
出 版 , 第 二 卷 在 2009 年 出 版 , 希望 能 够 得 到 广大 读者 的 认可 . 2007 年 是 Л.И. 谢 多 
夫 的 百年 寿辰 , 2009 年 是 他 逝世 十 周年 , 谨 以 此 书 纪念 这 位 为 科学 和 教育 事业 做 出 
重大 贡献 的 科学 家 ! 

本 书 涉及 物理 、 数 学 等 领域 的 大 量 专业 术语 , 译 者 尽 可 能 使 术语 的 翻译 规范 化 ， 
但 也 遇 到 了 大 量 困 难 . 困难 之 一 是 中 文 术语 本 身 就 不 统一 , 在 不 同 领域 有 不 同 的 习惯 
和 用 法 . 译 者 主要 使 用 全 国 自 然 科学 名 词 审定 委员 会 公布 的 《力学 名 词 1993》《 物 
理学 名 词 1996 》 和 《数学 名 词 1993 》( 以 下 统一 简称 为 《名 词 )) 和 相应 国家 标准 作 
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为 翻译 标准 , 同时 还 参考 了 科学 出 版 社 出 版 的 《物理 学 词典 》 等 工具 书 和 词典 , 以 及 
其 他 一 些 俄 文书 的 中 译本 . 不 过 , 考虑 到 学 科 的 特点 和 译 者 所 掌握 的 一 些 文献 中 的 
使 用 习惯 , 仍 有 个 别名 词 没 有 按照 国家 标准 翻译 , 例如 在 张 量 分 析 中 广 为 使 用 的 协 变 
НИЯ (《 名词 ) 中 为 共 变 和 反 变 ), 量 纲 分 析 中 的 无 量 纲 量 (在 国家 标准 中 为 量 纲 一 
的 量 ), 等 等 . 原 书 使 用 的 个 别 术语 已 经 过 时 , 译 者 一 般 依 照 原文 翻译 , 但 在 该 术语 第 
一 次 出 现时 在 脚注 中 注 明 其 标准 名 称 , 例如 热力 学 中 的 内 能 现在 改 为 热力 学 能 ; 少量 
没有 按照 原文 直接 翻译 的 名 词 则 在 脚注 中 加 以 说 明 . 此 外 , 激 波 和 冲击 波 ( 击 波 ) 都 
是 表示 突 跃 压缩 的 术语 , 译文 采用 前 者 , 因为 这 是 流体 力学 中 更 为 常见 的 用 法 , 尽管 
С ударная волна 从 字面 上 直接 翻译 就 是 冲击 波 . 书后 的 人 名 译名 对 照 表 是 由 译 
者 添加 的 . 

中 文 版 完全 保持 了 原 书 的 排版 风格 , 尤其 是 小 标题 的 样式 与 原 书 一 致 , 这 被 认为 
是 原 书 的 一 个 有 益 于 阅读 的 重要 特点 . 除了 改正 一 些 印刷 错误 和 明显 的 疏漏 , 译 者 
还 增加 了 一 些 注释 并 重新 制作 了 索引 . 为 了 便于 读者 查阅 书 中 引用 的 俄 文 文献 , 译 
者 尽 可 能 找到 相应 中 文 版 或 英文 版 并 将 其 列 在 俄 文 文献 之 后 . 由 于 原 书 历经 多 次 修 
订 和 增补 , 部 分 公式 的 编号 出 现 多 种 形式 (例如 用 带 撤 号 的 数字 或 用 字母 表示 ), 所 
以 在 中 文 版 中 按照 形式 统一 的 原则 对 正文 中 的 公式 编号 进行 了 调整 , 并 且 去 掉 了 那 
些 不 被 前 后 文 引用 的 编号 . 此 外 , 译 者 还 对 个 别 表示 同一 个 量 的 不 同 符号 进行 了 统 
一 化 处 理 . 总 之 , 上 述 变 化 使 中 文 版 更 加 规范 , 也 使 读者 更 加 容易 掌握 本 书 的 内 容 . 

译 者 非常 感谢 莫斯科 大 学 力学 数学 系 的 М. Э. 埃 格 利 特 教授 的 大 量 无 私 帮助 ， 
她 不 但 不 厌 其 烦 地 回答 了 关于 本 书 的 方方面面 的 问题 (包括 俄 文理 解 的 问题 ), 还 专 
门 写 了 中 文 版 序 . M. 9. 埃 格 利 特 教授 是 也 . IH. 谢 多 夫 院 士 的 学 生 , 是 连续 介质 力学 
领域 的 著名 学 者 , 长 期 讲授 连续 介质 力学 、 流 体力 学 等 课程 , 曾经 多 次 参加 本 书 俄 文 
版 的 编辑 和 修订 工作 . 由 她 撰写 的 序言 特别 有 助 于 读者 认识 本 书 的 意义 . 

译 者 的 导师 Н. Р. 西 布 加 图 林 教 授 在 生前 一 直 关心 本 书 的 翻译 工作 并 提出 了 一 
些 具体 建议 , 他 的 儿子 И. Н. 西 布 加 图 林 博 士 为 本 书 版 权 问题 的 解决 提供 了 大 量 帮 
В), 译 者 在 此 对 Н.Р. 西 布 加 图 林 教 授 表 示 深 深 的 怀念 , 对 И. н. 西 布 加 图 林 博 士 表 
示 感谢 . 

在 第 二 卷 的 翻译 过 程 中 , 译 者 继续 得 到 了 北京 大 学 力学 系 的 许多 同事 和 学 生 的 
热心 帮助 . 陈 国 谦 教授 一 直 支 持 和 鼓励 译 者 的 翻译 工作 . 黄 克 服 副教授 特别 支持 为 力 
学 系 本 科 生 开设 连续 介质 力学 课程 的 计划 , 他 阅读 了 第 九 章 和 第 十 章 的 部 分 译 稿 并 
提出 了 一 些 有 益 的 建议 . 吴 介 之 教授 阅读 了 第 八 章 中 与 涡 旋 运动 有 关 的 内 容 , 纠正 了 
个 别 术语 的 错误 译 法 并 帮助 译 者 补充 了 少量 译注 . 励 争 副教授 耐心 回答 了 译 者 关于 
材料 力学 的 一 些 问题 , 甚至 亲自 做 实验 进行 验证 . 力学 系 的 本 科 生 谢 玉 阅读 了 第 八 
章 全 部 译 稿 和 第 九 章 部 分 译 稿 并 提出 了 大 量 有 助 于 完善 文字 表述 的 建议 . 博 十 研究 
生 李 厚 国 帮助 录入 了 第 九 章 的 数学 公式 . 译 者 对 他 们 深 表 感谢 . 

这 里 要 特别 感谢 苏 卫 东 副 教授 的 无 私 帮助 . 在 全 书 两 卷 的 翻译 过 程 中 , 译 者 时 
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常 与 他 讨论 相关 问题 , 每 次 都 获 益 罪 浅 . 他 阅读 了 大 部 分 译 稿 , 对 译文 提出 了 大 量 极 
有 价值 的 修改 建议 , 对 部 分 疑难 问题 提出 了 独到 的 见解 , 还 亲自 为 第 八 章 撰写 了 部 分 
译注 . 
译 者 还 要 感谢 高 等 教育 出 版 社 的 帮助 , 感谢 相关 编辑 的 支持 和 宽容 . 编辑 赵 天 夫 
和 李鹏 仔细 审阅 了 第 二 卷 全 部 译文 并 提出 了 大 量 恰当 的 修改 建议 , 编审 张 小 薄 女士 
对 最 终 的 译 稿 提 出 了 一 些 有 价值 的 建议 , 他 们 在 最 大 程度 上 完善 了 译文 的 质量 . 
最 后 , 译 者 恳请 广大 读者 对 译文 中 不 够 准确 甚至 错误 的 地 方 予 以 指正 . 


李 植 
北京 ，2009 年 7 月 
Zhili@pku,edu.cn 
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近年 来 , 由 于 计算 机 的 普及 和 数值 方法 的 广泛 发 展 , 如 何在 数学 上 提出 问题 成 
为 头等 重要 的 事情 , 这 要 求 我 们 能 够 用 数学 方法 描述 所 研究 的 现象 , 即 建立 其 数学 模 
型 . 经 典 的 连续 介质 模型 和 它们 所 能 够 描述 的 效应 是 在 流体 力学 、 水 力学 、 弹 性 力 
学 ,塑性 力学 、 蠕 变 力学 、 材料 力学 等 连续 介质 力学 分 支 中 进行 研究 的 . 然而 , 实际 
应 用 越 来 越 经 常 要 求 力学 领域 的 工程 和 研究 人 员 能 够 建立 复杂 连续 介质 的 新 模型 ， 
能 够 研究 复杂 的 物理 和 化 学 过 程 , 能 够 提出 并 解决 关于 各 种 介质 在 新 条 件 下 的 物理 
行为 的 新 间 题 . 因此 , 我 们 不 仅 要 理解 连续 介质 力学 中 的 个 别 已 知 的 具体 模型 和 规 
律 , 而 且 要 理解 连续 介质 力学 基本 概念 和 定律 本 身 的 意义 . 正 是 由 于 上 述 原因 , 连续 
介质 力学 才 从 一 系列 单独 的 专门 学 科 中 独立 出 来 , 而 连续 介质 力学 课程 也 被 许多 大 
学 列 为 必修 课程 . 
本 书 是 连续 介质 力学 领域 的 杰出 学 者 、 俄 罗斯 科学 院 院士 、 国 立 莫斯科 大 学 教 
授 л.и. 谢 多 夫 所 著 连 续 介质 力学 教材 的 中 译本 , 该 教材 在 俄国 得 到 了 广泛 使 用 . 
ли. 谢 多 夫 发 表 了 200 多 篇 学 术 论文 , 撰写 了 多 部 专著 和 教材 , 其 中 最 为 著名 就 是 
本 书 和 《 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理论 0, 后 者 已 经 出 版 10 次 , 被 译 为 多 种 诸 言 ， 
在 20 世纪 60 年 代 , Л.И. 谢 多 夫 是 理解 在 力学 专业 大 学 生 教学 计划 中 引入 连续 介 
质 力学 课程 的 必要 性 和 重要 性 的 最 初 几 个 人 之 一 . 他 率先 为 莫斯科 大 学 力学 数学 系 
学 生 讲授 连续 介质 力学 , 该 课程 持续 3 个 学 期 , 包括 70 次 讲座 . 此 后 , 这 一 课程 成 
为 莫斯科 大 学 力学 数学 系 力 学 专业 学 生 的 传统 课程 , 而 为 数学 专业 学 生 讲授 时 则 删 
减 部 分 内 容 . 现在 奉献 给 读者 的 这 套 两 卷 本 教材 就 是 基于 该 课程 的 授课 内 容 撰写 的 . 
Ч Седов Л.И. Методы подобия и размерности в механике. 10-е изд. Москва: Наука, 


1987 ( 俄 文 第 八 版 的 中 译本 : л. и. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 岗 理论 . 沈 青 , ВНЕ, 李 维 新 
译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982) 


су. 中 文 版 序 


本 书 是 连续 介质 领域 的 基本 教材 之 一 , 俄 文 版 已 经 出 版 5 次 , 英文 版 已 经 出 版 2 次 ， 
此 外 还 有 其 他 语言 的 一 些 版 本 . 

本 书 的 主旨 不 仅 在 于 找 述 连续 介质 的 经 典 模型 和 规律 , 而 且 在 于 阐明 建立 数学 
模型 的 一 般 基础 , 使 读者 能 够 理解 最 前 沿 的 问题 . 在 第 一 卷 中 首先 引入 了 一 些 基本 
概念 , 用 来 在 数学 上 描述 连续 介质 的 平衡 和 运动 , 并 且 描 述 方法 与 介质 的 具体 性 质 
无 关 . 这 些 概念 是 : 对 时 间 的 物质 导数 ( 随 体 导数 ), 有 限 应 变 张 量 , 小 应 变 张 量 , 应 变 
率 张 量 , 应 力 张 量 , 等 等 . 在 这 一 部 分 中 有 非常 重要 的 一 节 专门 解释 张 量 的 概念 , 在 
引入 张 量 时 , 基 矢 量 被 明确 地 写 在 张 量 的 记号 中 . 这 种 定义 方法 有 助 于 更 深刻 地 理 
解 张 量 的 本 质 和 运算 法 则 , 尤其 是 在 使 用 曲线 坐标 系 的 时 候 . 由 于 热力 学 在 建立 连 
续 介 质 模型 时 起 重要 作用 , 在 第 一 卷 中 还 有 一 章 专门 讲述 连续 介质 热力 学 . 书 中 给 
出 了 普 适 的 物理 守恒 定律 , 并 由 此 导出 了 相应 微分 方程 和 包括 激 波 条 件 在 内 的 间断 
面条 件 . 引入 了 经 典 的 流体 模型 和 弹性 体 模型 , 详细 讨论 了 连续 介质 与 电磁 场 的 相 
互 作用 . 第 一 卷 最 后 一 章 论述 提出 具体 问题 的 共同 基础 , 其 中 包括 量 纲 分 析 、 现 象 的 
相似 和 模拟 ， 

第 一 卷 的 附录 是 作者 的 2 篇 论文 , 其 中 研究 非 线性 张 量 函数 理论 的 附录 一 具有 
特别 重要 的 实际 价值 . 

第 二 卷 论述 了 连续 介质 的 具体 模型 一 一 理想 流体 、 黏 性 流体 、 弹 性 介质 和 塑性 
介质 , 研究 了 流体 力学 、 空 气动 力学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 和 裂纹 理论 的 基本 问题 和 
一 般 规律 , 给 出 了 提出 具体 问题 并 进一步 求解 的 一 些 实例 . 这 里 值得 特别 强调 关于 
非 线性 弹性 力学 的 部 分 内 容 . 

书 中 没有 用 于 自学 的 练习 和 习题 . 如 果 读 者 希望 通过 求解 习题 来 加 深 对 课程 的 
理解 , 可 以 参阅 由 л. и. 谢 多 夫 的 一 些 同事 和 学 生 合 编 的 《连续 介质 力学 习题 集 》 ， 
其 中 包含 1000 余 道 题目 . 该 习题 集 可 以 看 作 是 对 Л. И. 谢 多 夫 的 这 套 教材 的 补充 . 

对 力学 .数学 和 物理 学 专业 的 大 学 生 、 研 究 生 以 及 工程 师 和 研究 人 员 来 说 , 本 书 
无 疑 是 一 本 有 用 的 参考 书 . 


М. 9. 埃 格 利 特 
莫斯科 ，2007 年 7 月 


1) Механика сплошных сред в задачах. Т. 1, 2. Под ред. М.Ә. Эглит. Москва: Мос- 
ковский лицей, 1996 (Eglit М.Е., Hodges D.H., eds. Continuum Mechanics ма Problems апі 
Exercises. Parts 1, П. Ѕіпдароге: World Scientific, 1996). 
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第 二 版 序 


在 第 二 版 中 更 正 了 已 经 发 现 的 印刷 错误 , 并 补充 了 以 下 内 容 ， 

在 第 八 章 $8 中 更 详细 地 发 展 了 固体 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 时 的 流体 动力 
学 阻力 和 推力 理论 , 例如 , 详细 讨论 了 在 固体 后 面 形成 空 腔 时 和 从 固体 向 前 喷 出 射流 
时 流体 对 固体 的 作用 力 . 

在 第 八 章 中 还 增加 了 关于 气泡 在 液体 中 的 振动 的 一 节 ($19). 最 近 , 无 论 是 在 理 
论 研 究 中 , 还 是 在 大 量 实际 应 用 中 , 含有 气泡 的 液体 的 运动 都 备 受 关注 . 

在 第 十 一 章 $ 2 中 补充 了 缝隙 或 裂纹 端点 附近 存在 应 力 集中 时 对 弹性 解 应 力 场 
的 详细 分 析 . 这 些 结果 有 助 于 更 详尽 地 揭示 导致 准 脆性 材料 断裂 和 能 量 消耗 的 物理 
机 制 的 本 质 , 而 这 些 现象 都 与 裂纹 的 发 展 有 关 . 对 这 个 问题 的 相关 讨论 被 补充 在 第 
十 一 章 §3 的 最 后 . 


I.. 谢 多 夫 
莫斯科 ，1973 年 3 月 


第 四 版 序 


在 第 四 版 中 更 正 了 在 以 前 各 版 中 发 现 的 印刷 错误 , 并 补充 了 各 种 说 明和 更 准确 
的 解释 . 


л.и.#$х 
莫斯科 ，1982 年 12 月 
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